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Optymalizacja belki wspornikowej

1. Wprowadzenie

Rozwaamy zadanie optymalnego ksztaltowania belki wspornikowejagtacej znanym
obciazeniem zewntrznym w postaci sity skupionej przyionej na kacu wspornika. Przekrgj
poprzeczny belki zafmno jako prostoiny o statej wysok&i h,i zmiennej szerold@i b
(Rys. 1).
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Rys. 1. Schemat podparcia i ofg@nia belki. Przekréj poprzeczny belki.

Ugiccie belki wspornikowej o zmiennym przekroju poprzecznym opisuje¢pgste
réwnanie ra@niczkowe:

(Er,w) =—q 1)
gdzie:
w— przemieszczenie w kierunku a@si
E — modut Younga,
g- obchzenie cagte,
| ,— moment bezwtadoi wzgledem osly.
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Uwzgledniajpc znane zaleosci pomigdzy ugkciem a sitami przekrojowymi, rOéwnanie
opisane wzorem (1) zapiszemy w postaci:

I, =

(Ely\/\/'): M , gdzie:M = -q (3)
Wykorzystupc dalej zalenosci:

wW=¢, M =Q (4)
gdzie:
@ — kat ugiecia,

Q- sita poprzeczna,
M — moment zginagy,



zwiazek (3) zapiszemy jako uktad czterech réwn@&niczkowych pierwszego edu:

W =¢

rM
¢ EON,

M"=Q (5)
Q=-q

Dodatkowo wprowadzimy jeszcze kolejneatpi rbwnanie opisafe obgtos¢é rozwaanej

belki oraz zatleymy, ze nie uwzgtdniamy w obliczeniach ¢karu witasnego belki ani
obciazenia cagtego. Ostatecznie, memy przedstawi komplet rowna rozniczkowych

opisupcych rozwaany problem:

W =¢

F 1M

? " Ebh’

M'=Q

Q=0 (6)
V' =bh,

Uktadowi réwna rozniczkowych (6) towarzysgwarunki brzegowe, ktére dla wspornika na
lewym kaicu utwierdzonego a na prawym swobodnego, przy mdaartadci ugiecia na
koncu swobodnym, przybiergposté:

w(0) =0 w(l) =w,

¢©0)=0 M()=0 (7)

Q=P

Rownanie (6) nazywane jest rébwnaniem stanu, a @pygice zmienne 0 znanym sensie
fizycznym (w, ¢, M,Q,V)sa zmiennymi stanu. Prawe strony réwinatanu zales od
zmiennych stanu i wymiarow przekroju porzecznegtake od statych materialowycE) .
Kluczowe znaczenie w tym sformulowaniu posiadayjarunki brzegowe, ktore as
sformutowane w punkcie pogtkowym (x=0) i punkcie kacowym (x=1). Réwnanie (6)
z warunkami (7) jest nazywane dwupunktowym problentezegowym, ktérego rozadanie
numeryczne sprawia na ogét wiele ktopotéw.
Procedury numeryczne shce do rozwizania rownania mniczkowego wymagaj
znajomdci wszystkich zmiennych stanu w punkcie pgkawym (x = 0).

2. Optymalne ksztaltowanie

Zadanie optymalnego ksztattowania polega na takwbodze szerokwi b przekroju
poprzecznego, zmiennego wzdlosi belki, ktéra minimalizuje wybrarfunkcije celu i spetnia
jednoczénie réwnania stanu (6) oraz wszystkie dodatkowaumigeenia.

Jako funkat celu przygto cigzar belki (obgtosc):

G= Ij ybh,dx (8)



Dodatkowymi ograniczeniami w zadaniu optymalnegatddsowania g warunki poboczne
wynikajace z przestanek fizycznych:

b =2b=h, 9
Ostatecznie w zadaniu optymalnego ksztalttowaniamailizacji podlega funkcja celu G przy
warunkach (6), (7), (9).

Metoda rozwizania

Stosujc formalizm zasady maksimum zestawimy warunki konie, ktére pozwal nam
wyznaczy rozwiagzanie optymailne [1].
Definiujemy funkcg Hamiltona, ktéra dla rozwanego przypadku ma poéta

12M
H :/11¢+/]2 Ebhjs +/]3Q+/]5bh) (10)
gdzie:
A Ay, A5, A,, Assa funkcjami sprgzonymi spetniaggcymi uktad rowna rézniczkowych:

A== g

ow
/12’ = _a_H =-A
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A, __O0H __ A (11)
0Q
A =0
Rozwigzanie optymalne wynika z konieczedspetnienia zwazku:
oH
—=0 12
b (12)
_ /121§M fAh =0 = b= 12/1iM
Eh,’b? Eh, A
Stad rozwhzanie optymalne:
12A.M
b(x) = 2 >b>b 13
() ER A, b, b (13)

Warunki brzegowe dla funkcjiA (@) A(I) wynikaja z odpowiednich warunkéw
transwersalngi. Zestawiagc macierz stanu w punkcke=0:

¥, (W(©0),4 )M (0,Q0),V (0)

Y( 0,0 ,M,Q.0)
z warunkui, (0) 3. (0) = Gtrzymujemy:

A0 =0, 1,0 =0 (14)



Podobnie mgemy zestawd macierz stanu w punkcie=1 :
i (w(1), #(1),M (1),Q(),V (1))
Y( W, ¢, 0, P,V)
z warunku transwersaléo otrzymujemy:
A,(1)=0 (15)
w, [, (1) + PR, (1) =0 (16)

Minimalizujemy obgtos¢ V : mbinv; modyfikacji podlega kicowy warunek naA (I Rtory

ma posta A (1) =1.

Ostatecznie zadanie optymalnego ksztaltowania oeisgest rownaniami (6), (11)
z warunkami brzegowymi (7), (14), (15), (16) i wakiem ograniczacymi (9).

Mozna zauway¢, ze dlax - | :
limb=0 (17)

Xl

Wida¢ wigc, ze warunekb = b, wynika z przestanek fizycznych. Moa zatem przewidzée
struktug rozwigzania optymalnego:
b(x) x0O(0, x
b = [P0 x0(0.)
by  xO(x.!)

Rozwaajac ograniczeniab, 2b>b, nie mana wyklucz¢ rozwigzania o nagpujacej

(18)

strukturze:
b, xO@x)
b(>) =b(x) x0(x,%,) (19)
b, xd(x,,1)

Punkty x,,x, nie $ znane a priori.

3. Rozwizanie numeryczne

Do numerycznego rozwZania rozwaanego zadania zastosowano program Dircol-2.1
(A Direct Collocation Method for the Numerical Stn of Optimal Problems), ktérego
autorem jest Prof. Oskar von Stryk z TU Darmsta2lt Program ten jest skutecznym

i dobrym nargzdziem do rozwjzywania zada optymalnego sterowania z ograniczeniami.
W programie tym istnigj okreslone procedury numeryczne, ktére zgudo opisu
sformutowanego zadania. Zasadnicza komunikacja ¢otayni uwzytkownikiem, a blokiem
obliczeniowym jest mdiwa przez trzy podstawowe podprogramy: user.f, DDAV

i DATLIM, ktére musz by¢ zagte przez aytkownika.



Tab. 1. Podprogramy programu Dircol-2.1 .

Nazwa

podprogramu Trese

Zbiory wejsciowe, niezbedne
DATDIM Wymiary zadania, dyskretyzacjagdana doktadn@
Warunki brzegowe w punkcie patkowym, kaacowym,

DATLIM wartasci ograniczajce dlay,U, p, X,
Zbiory wejsciowe, opcjonalne
GDATX Zmienne stanu (zbiér w§giowy programu Dircol)
GDATU Sterowanie i parametry sterowania (zbiorsegwy programu Dircol )

Zasadnicze procedury (subroutines), za pamdérych opisany jest model matematyczny
optymalizowanej belki zamieszczorevs podprogramie user.f.

Tab. 2. Podprogram user.f

Nazwa procedury Tresé

DIRCOM Definiuje dane (common)
USRSTV Podaje wartéci startowe dlay,U, p oraz granice faz
USROBJ Definiuje funkej celu
USRDEQ Okréla prawe strony réwnastanu
USRNBC Opisuje nieliniowe warunki brzegowe i wesvane warunki punktowg
USRNIC Nierowndciowe warunki ograniczage
USRNEC Réwnéciowe warunki ograniczage

4. Wyniki

Obliczenia wykonano dla nagtujacych danych:

| =2m

P =2kN

E = 205010°kPa

h, = 0.Im

b (005, 020)

w, = 0.002m

Na wykresach zostaly przedstawione ragania numeryczne — rozktady zmiennych stanu
(w,¢,M,Q,V), funkcji sprzzonych(A,,A,,4;,4,,A;) oraz optymalny rozktad szercim
przekroju prostoitnego belki(b(x) =U (x)).
Dla rozwaanego zadania napljaca struktura sterowania jest optymalna:

0.2m x[ (0,04m)
U(X)=qU,,  x0(04m, 16m)

005m  x[ (1.6m, 2m)



Wartas¢ funkcji celu (8) wynosiV =0,241810™" m®. Funkcja Hamiltona dla analizowanego

zadania jest stala, dwiadczy o poprawriei uzyskanych wynikow.
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Rys. 2. Zmienna stanu i odpowiadagca jej zmienna spgzona
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Rys. 3. Zmienna stangi i odpowiadagca jej zmienna spgzona
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Rys. 4. Zmienna starM | odpowiadagca jej zmienna spgzona
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Rys. 5. Zmienna starmQ i odpowiadagca jej zmienna spgzona
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Rys. 6. Zmienna standl i odpowiadagca jej zmienna spgzona
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Rys. 7. Zmienna decyzyjkh =b. Funkcja Hamiltona

Na rysunku 8 przedstawiono optymalszeroké¢ rozwazanej belki wspornikowej, z uwagi
na minimalizacj objetosci, przy zadanym ugciu na kacu swobodnym.



b1=0,2m 4 bo=0,05m X

x1=0.4m
X2=1.6m

[=2m |

Rys. 8. Optymalna szerokdelki wspornikowej
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