Charakterystyki geometryczne przekrojow poprzecznych pretéw

Zgodnie z zatozeniami mechaniki ukfadéw pretowych rzeczywiste tréjwymiarowe ciato
odksztatcalne modelowa¢ bedziemy uktadem jednowymiarowym, w ktérym informacje dotyczace
wymiarow prostopadtych do tego wyrdznionego (osi preta) zawarte bedg w uktadzie charakterystycznych
dla danego przekroju parametrow, zaleznych od ksztattu tego przekroju. Wielkosciami tymi beda: pole
powierzchni, potozenie $rodka ciezkosci, momenty statyczne i momenty bezwtadnosci. Scisle rzecz
biorgc nazwy te dotyczg miar bezwtadnosci w ruchu obrotowym bryly sztywnej, ale przyjeto sie
powszechnie uzywacé tych okreslen réwniez odnosnie wielkosci czysto geometrycznych (bez odniesienia
do masy i gestosci), w szczegdlnosci do geometrycznej charakterystyki przekroju poprzecznego pretéw
zginanych.

MOMENT STATYCZNY | SRODEK CIEZKOSCI FIGURY

A:ﬂ dx dy - pole powierzchni [m?]
A

Sx:.ﬁ ydxdy - moment statyczny wzgledem ptaszczyzny XZ [m?]
A

Sy:.” xdxdy - moment statyczny wzgledem ptfaszczyzny YZ [m’]
A

Poniewaz rozpatrujemy figury ptaskie lezgce w ptaszczyznie XY, wiec moment statyczny wzgledem
ptaszczyzny XZ lub YZ nazywaé bedziemy w uproszczony sposéb ,momentem statycznym wzgledem osi”
odpowiednio x i y.

S S
Potozenie srodka ciezkosci O: xO:j yozj ,stad: | S,=4y, S,=4x,

* Jesli figura ma jedng o$ symetrii to Srodek ciezkosci lezy na tej osi

* Jesli figura ma wiecej niz jedng os$ symetrii to Srodek ciezko$ci wyznaczony jest przez punkt
przeciecia sie tych osi

* Moment statyczny wzgledem osi przechodzacych przez srodek cigezkosci jest rowny 0

MOMENTY BEZW+ADNOSCI
_ 2
Ix_ﬂ Y dxdy - moment bezwtadnosci wzgledem osi X [m*]
A
_ 2
Iy_ﬂ X" dx dy - moment bezwtadnosci wzgledem osi Y [m*]
A

ny:ﬂ xydxdy  _moment dewiacji (zboczenia) wzgledem ptaszczyzn XZ i YZ [m*]
A

_ 2 5, 2 2 _
Io_ﬂ r dA_ﬂ (x*+y7)dvdy=1+1I, biegunowy moment bezwtadnosci [m*]
A A
i = % l-y:,/% - promienie bezwtadnosci wzgledem osi x i y [m]

*  Moment bezwtadnosci jest zawsze dodatni.
*  Moment dewiacji moze by¢ ujemny albo dodatni.



ZMIANA UKtADU WSPOtRZEDNYCH

Powyzisze wartosci sg zdefiniowane z wykorzystaniem wspotrzednych punktéw przekroju w
pewnym przyjetym uktadzie wspodtrzednych. Zmiana uktadu wspoétrzednych pocigga za sobg zmiane
wartosci charakterystyk geometrycznych. Dowolna zmiana uktadu w przypadku ptaskim moze by¢
interpretowana jako ztozenie dwdch elementarnych przeksztatcen — przesuniecia rownolegtego
(translacji) i obrotu.

Charakterystyki geometryczne w uktadzie rownolegtych, przesunietych osi.

Wyznaczaniu wartosci momentow bezwiladnosci wzgledem osi réwnolegtych do osi uktadu
wyjSciowego, jednak przesunietych wzgledem niego stuig twierdzenia Steinera, nazywane tez
twierdzeniami Steinera-Hugensa. Przyjmijmy, ze wyznaczyliSmy momenty bezwtadnosci wzgledem osi X,
Y zawierajgcych $rodek ciezkosci przekroju. Interesujg nas teraz momenty bezwtadnosci wzgledem osi x,
y rownolegtych ale, przesunietych o pewng odlegto$¢ d. Dla momentu 1
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Zerowanie sie drugiej catki wynika z faktu, ze o$ X przechodzi przez srodek ciezkosci, a zatem moment
statyczny wzgledem tej osi musi by¢ zerowy. Dla momentéw dewiacji mamy:

D, = [[(x+d)(y+d,)da = [[xyda+d, [[ydd+d, [[xda+dd, [[d4d=D,+4d d,
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Ostatecznie mozemy napisac:

TWIERDZENIE STEINERA
Moment bezwtadnosci wzgledem dowolnej prostej jest rowny momentowi

£,
bezwtadnosci wzgledem prostej do niej rownolegtej przechodzgcej przez Ly
Srodek ciezkosci figury powiekszonemu o iloczyn jej pola i kwadratu odlegfosci
miedzy tymi prostymi:
TJ‘
Moment dewiacji wzgledem dwoch ptaszczyzn jest rowny momentowi
dewiacji wzgledem réwnolegtych ptaszczyzn przechodzqcych przez srodek AY
ciezkosci figury powiekszonemu o iloczyn jej pola oraz miar odlegtosci i
miedzy odpowiednimi ptaszczyznami: / _—
0 /
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UWAGA: d ., d, moga by¢ ujemne! O ile w przypadku momentédw bezwtadnosci nie ma to znaczenia,
bo i tak podnosimy d do kwadratu, o tyle w twierdzeniach dla momentéw dewiacji uwzglednienie
znaku d,,d, jest konieczne. Liczby d,,d, s3 sktadowymi wektora przesuniecia osi uktadu
wspotrzednych, przy czym nie ma znaczenia czy jest to wektor od starego uktadu do nowego czy
przeciwnie.




Obowigzujg réwniez twierdzenia odwrotne, pozwalajgce wyznaczy¢ centralne momenty
bezwfadnosci na podstawie momentdw bezwtadnosci wzgledem osi rownolegtych, ale nie
przechodzacych przez $rodek ciezkosci:

I,=1,—Ad’ Dy=D,—Ad.d,

WNIOSEK: Poniewaz wszystkie wielkosci I,,1,,A,d” sa dodatnie, stad ptynie wniosek, ze sposréd
wszystkich réwnolegtych prostych prosta przechodzaca przez srodek ciezkosci jest tg, dla ktorej
moment bezwtadnosci jest minimalny.

UWAGA: Twierdzenie Steinera pozwala na przeksztatcanie wartosci momentéw bezwtadnosci tylko w
przypadku, gdy jeden z nich dotyczy osi zawierajacej srodek ciezkosci figury. Jesli chcemy chcemy
wyznaczaé warto$ci momentow bezwtadnosci w uktadach, w ktérych zadne osie nie przechodzg przez
Srodek ciezkosci figury, wtedy wyznaczamy je w dwodch krokach dwukrotnie stosujgc twierdzenie
Steinera: najpierw sprowadzamy te wielkosci do srodka ciezko$ci a nastepnie stosujemy ponownie
twierdzenia Steinera, aby sprowadzi¢ poszukiwane wielkosci do docelowego uktadu wspotrzednych.

Charakterystyki geometryczne w ukfadzie obroconym
Znajac charakterystyki geometryczne figury w danym ukfadzie wspdtrzednych, momenty
bezwtadnosci i momenty dewiacji wzgledem uktadu obréconego o kat a (jednak o poczatku w tym

samym punkcie) mozemy wyznaczy¢ nastepujgco:

Nowe wspétrzedne (€,m) przy obrocie starych
osi X, Yo kat o wyrazajg sie wzorami:

N
&= Xcosa + Ysino n
nN=—Xsina + Ycosa &
Nowy moment bezwtadnosci:
o X
I.= [[n'd4= [[ (X sina+Y cosa)d4 = >
A A
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Analogicznie wyznaczamy pozostate momenty:

2 .2 .
I:=1Iycos"a+ Iysin"0—2 D yysinocos o
) 2 .

I, =1 ysin"a + Iycos"0+2 D yysina.cosa

Iy—1y

D:,= sin2o+D,cos2a




TENSOR BEZWAtDNOSCI — GtOWNE MOMENTY BEZW{ADNOSCI FIGURY

D 1

Xy y

1 -D
Wprowadza sie wielko$¢ nazywang tensorem momentu bezwtadnosci: I=[_ : "y]

Tensor ten scharakteryzowany moze byé przez uktad liczb, ktorych wartos¢ nie zmienia sie wraz ze
zmiang orientacji osi uktadu wspdtrzednych (tj. przy obrocie uktadu wspédfrzednych) — sg to tzw.
niezmienniki tensora. Wsrdd nich wyrdzniamy:

+ $lad tensora a=t(I)=1+I,
* wyznaczniktensora b =det(I) =11 —D’,
* wartosci wiasne tensora — gtdéwne momenty bezwtadnosci

Giowne momenty bezwtadnosci — bedace jednoczesnie najwiekszymi i najmniejszymi mozliwymi
wartosciami momentéw bezwtadnosci sposrdd tych odpowiadajgcych wszystkim mozliwym orientacjom
uktadu wspoétrzednych o srodku w ustalonym punkcie — sg rozwigzaniami rownania wiekowego:

I’—al+b=0

2
I +1 I —1
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Kat miedzy kierunkiem osi x a kierunkiem osi maksymalnego momentu Y ¢
bezwtadnoéci &
¢
tg(P:ID? :le—)lmaX:Inyl :Imiln)—ly X
» L max w min L x W

Osie maksymalnej i minimalnej bezwtadnosci nazywamy osiami (kierunkami) wtasnymi lub gtownymi
tensora.

* Osie glowne tensora bezwtadnosci sg zawsze prostopadte.

* W uktadzie osi gtédwnych tensor bezwtadnosci ma posta¢ diagonalng z gtdwnymi momentami
bezwtadnosci na przekatnej gtdwnej i momenami dewiacji rownymi 0.

* W uktadzie osi nachylonym do osi gtéwnych pod katem 45° momenty dewiacji przyjmuja
wartosci ekstremalne (maksymalne lub minimalne).

* Jesli figura posiada o$ symetrii to jest ona kierunkem gtéwnym bezwtadnosci, drugi kierunek
gtéwny zas jest do niego prostopadty.

» Jesli figura posiada wiecej niz dwie osie symetrii (koto, kwadrat, n-katy foremne, n > 2, itp.) to
dowolne kierunki sg kierunkami gtownymi bezwtadnosci.



Charakterystyki geometryczne wybranych figur ptaskich

x y — osie przyjetego uktadu wspétrzednych
X Y —osie centralne - osie rownolegte do x i y, przechodzgce przez Srodek ciezkosci przekroju
&€ n — gtéwne centralne osie bezwtadnosci — jesli nie zaznaczono inaczej, pokrywajg sie z X Y

I.,1,,D. - momenty bezwtadnosci w przyjetym uktadzie x y
I,,1,,D, -centralne momenty bezwtadnosci
! Lins 1o - centralne gtéwne momenty bezwtadnosci

UWAGA: Jesli figura (prostokat, trojkat prostokatny, ¢wiartka kofa) znajduje sie w Il lub IV ¢wiartce
podstawowego uktadu wspdtrzednych (x, y), ktérego osie zawierajg krawedzie tej figury, to momenty
dewiacji wzgledem tych osi majg znaki przeciwne do podanych ponize;j.
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UWAGA: Jesli tréjkat zorientowany jest w uktadzie osi centralnych w ten sposdb, ze trapezy odciete przez
jego osie znajdujg sie w Il i IV éwiartce uktadu, wtedy w powyzszych wzorach moment dewiacji jest
ujemny, jesli w | i lll ¢wiartce — dodatni.

Trapez rownoramienny
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UWAGA: D; oraz D, obliczone dla orientacji figury jak na rysunku.
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Przekroj ztozony — na podstawie belki dwuteowej

b Pétka gorna:
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Pole powierzchni przekroju: A:[Aﬂ] + [Afz] + [Aw]

At
Moment statyczny wzgledem osi x: Sx:[ﬂl +

Moment statyczny wzgledem osiy:  S,=0
Potozenie srodka ciezkosci: xo=—2=0 y0:7

Gtéwne centralne momenty bezwtadnosci:
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L=[1, g+ 1, |+



MOMENTY BEZWtADNOSCI FIGUR SYMETRYCZNYCH

» Jedli figura ptaska posiada jedng o$ symetrii, to Srodek ciezkosci lezy na tej osi a oS ta jest jedng z
gtéwnych centralnych osi bezwtadnosci — druga jest do niej prostopadta i przecina jg w $rodku

ciezkosci

» Jedli figura ptaska posiada dwie prostopadte osie symetrii, to punkt ich przeciecia jest srodkiem

ciezkosci i sg one gldwnymi centralnymi osiam

* Jesli figura ptaska ma wiecej niz dwie osie symetrii, to punkt ich przeciecia jest srodkiem
ciezkosci a dowolna prosta zawierajaca ten srodek jest gtdwna osig centralng bezwtadnosci.

Jedli w pewnym uktadzie wspétrzednych dana figura ma takie same momenty bezwtadnosci i
zerowy moment dewiacji, wtedy — zgodnie z regutami przeksztatcania sktadowych tensora bezwtadnosci
przy obrocie uktadu wspétrzednych — obrét tej figury (lub osi uktadu) o dowolny kat nie zmieniaja
wartosci momentéw bezwtadnosci. W szczegdlnosci dotyczy to wszystkich figur, ktére maja wiecej niz 2

osie symetrii.
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CHARAKTERYSTYKI GEOMETRYCZNE PRZEKROJOW ZESPOLONYCH

W przypadku, gdy jakis przekréj zbudowany jest z kilku réznych
materiatow, ktére posiadajg odmienne witasciwosci mechaniczne (np.
stal, drewno, beton), wyznacza sie tzw. wazone charakterystyki
geometryczne.

W przypadku zagadnien zginania, wyznacza sie porownawczy modut
Younga E, , ktorym jest najczesciej najmniejszy z modutdéw Younga
wszystkich materiatéow sktadowych £, = min(E,, E,,..,E,) , a
nastepnie dla kazdego z materiatdw oblicza sie stosunek
odpowiedniego dla niego modutu Younga oraz modutu poréwnawczego:

Wazone charakterystyki geometryczne:

A:Zn: o, ﬂ dx dy - wazone pole powierzchni [m?]
i 4,
Sx=i (o} _U ydxdy - wazony moment statyczny wzgledem ptaszczyzny XZ [m?]
i 4,
Sy=zn: Q, ff xdxdy - wazony moment statyczny wzgledem ptaszczyzny YZ [m?]
i 4,
Potozenie wazonego srodka ciezkosci wyznaczamy tak jak zwykle: x0=% yoz%
]x:Zn: Q, H y’dxdy - wazony moment bezwtadnosci wzgledem osi X [m*]
i 4,
Iy:Zn: a, ff x”dx dy - wazony moment bezwtadnosci wzgledem osi Y [m*]
i 4,
nyzzn: o, ff xydxdy - wazony moment dewiacji wzgledem ptaszczyzn XZ i YZ [m*]
i 4,



