MECHANIKA ANALITYCZNA — METODY WYZNACZANIA ROWNAN RUCHU:

ZASADY DYNAMIKI NEWTONA

Wyznaczamy wszystkie sity dziatajgce na dany uktad mechaniczny — konieczne jest wyznaczenie réwniez
sit reakcji wiezéw R !

Réwnania ruchu okreslane sg na podstawie Il zasady dynamiki Newtona:

mr=F+R

ZASADA D'ALEMBERTA

Z geometrii uktadu wyznaczamy wektory potozenia r wszystkich punktow, w ktérych przytozone sg sity,
a nastepnie rézniczkujgc wyznaczamy pochodne 1 oraz F

Wyznaczamy sity czynne F oraz sity bezwtadnosci B dziatajgce na dany uktad mechaniczny. Sita
bezwtadnosci dziatajgca na mase m poruszajgcy sie z przyspieszeniem I jest rowna:
B = —m¥

Wyznaczamy nastepnie nieskoficzenie mate przemieszczenie dopuszczalne przez wiezy, tzw.
przemieszczenie wirtualne Or réwnolegte do wektora predkosci ¥

Wyznaczamy prace wirtualng czyli prace sit czynnych i sit bezwtadnosci na przemieszczeniach wirtualnych:
SL=(F+B)edr

Zasada d'Alemberta gtosi, ze praca wirtualna ma by¢ réwna 0 dla dowolnego przemieszczenia wirtualnego
—na tej podstawie formutujemy réwnania ruchu:

O0L=0 VOor
ZASADA ZACHOWANIA ENERGII
L 1
Wyznaczamy energie kinetyczng uktadu: E, = Emr
Wyznaczamy energie potencjalng ukfadu: E[,7 ==V
Wyznaczamy energie catkowita uktadu: E= Ek+Ep

Zasada zachowania energii gtosi, ze zmiana energii w czasie jest zerowa — na tej podstawie formutujemy
réwnania ruchu:

dE
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UWAGA: Zasada zachowania energii jest zawsze wystarczajgca do wyznaczenia rownan ruchu uktaddéw o
maksymalnie jednym stopniu swobody!




ROWNANIA LAGRANGE'A | RODZAJU

Dla kazdego punktu okreslamy dziatajgce sity czynne F

Dla kazdego punktu okreslamy réwnania wigzéow: filx,y,z)=0 k=1.2,..,c
Wprowadzamy tyle nieznanych mnoznikéw Lagrange'a A, , ile mamy réwnan wiezéw.

Réwnan ruchu dostarczajgc nam réwnania Lagrange'a | rodzaju:
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ROWNANIA LAGRANGE'A Il RODZAJU
Dobieramy wspétrzedne uogdlnione ¢, w liczbie réwnej liczbie stopni swobody s

Wyznaczamy wektory potozenia n punktéow w ktérych obecna jest masa lub przytozona jest sita, jako
funkcje wspoétrzednych uogdlnionych
r,=rq.....q), i=l..n

Wyznaczamy energie kinetyczng uktadu — w przypadku ogdlnym bedzie ona sumg energii kinetycznej
ruchu postepowego i obrotowego kazdego z elementéw uktadu obdarzonych masa:

o1 5 1 2
E, = —my;, + =1L.w;
k ; 2 it 2 i
Wyznaczamy sity uogélnione:
L Or,
0= -°F,
J ; aqj
Réwnan ruchu dostarczajg nam rownania Lagrange'a Il rodzaju:
d (aEk) 0E, .
— = |- ZQJ. j=12,...,s8
dz\ 0q, 0q;

UWAGA:

Jedli jedynymi sitami dziatajacymi na uktad mechaniczny s3 sity potencjalne zwigzane z potencjatem V, to
okreslamy energie potencjalng Ep:— V' a nastepnie okre$lamy wielko$é¢ zwang lagranzjanem,
zdefiniowana jako:

< = E,—E,
Réwnania ruchu przyjmuja postaé:
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ZASADA NAJMNIEJSZEGO DZIALANIA (ZASADA HAMILTONA)

Mozemy postuzy¢ si¢ wspotrzednymi uogélnionymi ¢q, ..., q,

n
L | 1
Wyznaczamy energie kinetyczna: E, = Z Emiri2 + Elim?
i=1
Wyznaczamy energie potencjalna: E, ==V
Wyznaczamy lagranzjan: < =E—E,

Wyznaczamy catke dziatania, ktdra jest funkcjonatem — tj. funkcjg okreslong jako pewna catka, za$
zmienng tej funkcji jest inna funkcja, ta wystepujaca pod catka

t

Slql= [ Z(q.q)dt

fy

Réwnania ruchu otrzymujemy z zasady najmniejszego dziatania, zgodnie z ktdrg dziatania przyjmowac ma
wartos¢ minimalna:

t
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ly

W tym celu musimy obliczy¢ wariacje tego funkcjonatu i przyréwnaé jg do O:

5S:f§;[alaqj+a°{ 6qj]dr=o Vg, 04,

t, J=1 aqj aq/
Wiedzac, e 04, = 56 q; ,wariacje mozemy scatkowac przez czesci uzyskujac:
t
o 0L
55 = | —i( , ) 5q,dT=0 Vdg,
t, Jj=1 aqj dt aq]

Ostatecznie otrzymujemy réwnania ruchu w postaci:
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ROWNANIA HAMILTONA
Dobieramy dowolne wspétrzedne uogdlnione q;, w liczbie rownej liczbie stopni swobody s.

Wyznaczamy wektory potozenia n punktdw materialnych jako funkcje wspétrzednych uogdlnionych
r; = r,-(qla...,qs) i=1,...,n

Wyznaczamy energie kinetyczng uktadu: E, = Z %mii‘f +%Ii(1)f
i=1
Wyznaczamy energie potencjalng uktadu: Ep ==V
Wyznaczamy lagranzjan uktadu: L = E.—E,
0y
Wyznaczamy pedy uogodlnione: p;= e
q;

Odwracamy powyzszg zaleznos¢ wyznaczajgc predkosci uogdlnione jako funkcje pedéw uogdlnionych:
q;= qj(pl,""ps)

Na podstawie lagranzajanu wyznaczamy hamiltonian uktadu wyrazajgc za kazdym razem predkosci
uogélnione przez pedy uogdlnione na podstawie poprzedniej zaleznosci:

Hlq,p) = ip,-q,<p>—z<q,q<p>>

Réwnan ruchu dostarczajg nam réwnania Hamiltona:

P
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UWAGA:

Il zasada dynamiki Newtona dla n punktéow daje nam 3n réwnan rézniczkowych 2 rzedu, przy czym, jesli
obecne s3 wiezy, nie wszystkie sg niezalezne.

W przypadku uktadu n punktéw ograniczonych ¢ wiezami réwnania Lagrange'a | rodzaju dajg nam ukfad
3n + ¢ réwnan rézniczkowych 2 rzedu na 3n wspdtrzednych punktéw i ¢ nieznanych mnoznikéw
Lagrange'a.

W przypadku uktadu n punktéw ograniczonych ¢ wiezami liczba stopni swobody jest réwna s = 3n — c.
Réwnania Lagrange'a Il rodzaju dajg nam uktad s rownan rézniczkowych drugiego rzedu. W takim
przypadku réwnania Hamiltona dajg nam uktad 2s rdGwnan rdzniczkowych pierwszego rzedu.




