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Szczegdlne podziekowania kieruje w strone
mojej ukochanej czteroletniej coreczki Klary,
ktéra wykonywata na kalkulatorze rachunki
do przyktadu nr 3, gdy nie chciato sie jej spac.
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- skalary
- skalary
- wektory, tensory
- wektory tensory

- naprezenie graniczne (granica plastycznosci) w stanie jednoosiowym
- naprezenie graniczne (granica plastycznosci) przy czystym $cinaniu

- naprezenie zredukowane (réownowazne)

- naprezenie graniczne przy rozcigganiu

- naprezenie graniczne przy Sciskaniu

- naprezenie graniczne przy $cinaniu

- naprezenia gtéwne

- pierwszy niezmiennik tensora
- drugi niezmiennik tensora

- trzeci niezmiennik tensora

- drugi niezmiennik dewiatora

- trzeci niezmiennik dewiatora

- naprezenie hydrostatyczne
- naprezenie dewiatorowe
- kat Lodego

- gestos¢ energii odksztatcenia
- gestos¢ energii odksztatcenia objetosciowego
- gestosc¢ energii odksztatcenia postaciowego

- potencjat plastyczny
- warunek stanu granicznego (warunek plastycznosci)

- modut Younga

- modut Kirchhoffa

- wspotczynnik Poissona

- pierwszy parametr Lamego

- wyktadnik wzmocnienia potegowego
- parametr historii obcigzenia



o - tensor naprezenia

S - dewiator tensora naprezenia

€ - tensor odksztatcen catkowitych

g - tensor odksztatcen sprezystych

g” - tensor odksztatcen plastycznych

e - dewiator tensora odksztatcen catkowitych
e’ - dewiator tensora odksztatcen sprezystych
e - dewiator tensora odksztatcen plastycznych
de - tensor przyrostu odksztatcen catkowitych
de* - tensor przyrostu odksztatcen sprezystych
de” - tensor przyrostu odksztatcen plastycznych
do - tensor przyrostu naprezenia

Jesli w pewnym wyrazeniu wskaznik dolny powtarza sie, oznacza to sumowanie wzgledem tego
wskaznika po wszystkich wartosciach, jakie moze on przyjgé np.

3 3 3
Oyn; = 2 Oyn; » Eu = Dt Oy = 2 O;€; Itp.
j=1 k=1 i=1 j=1
notacja notacja
absolutna wskaznikowa
Dodawanie wektorow V+w v,+w,
Dodawanie tensoréw o+B o, +p,
Nasuniecie wektora na tensor on o,n;
lloczyn skalarny wektoréw V-W A
lloczyn skalarny tensoréw a-B o,B;

Slad tensora tr(o) o



WPROWADZENIE DO TEORII PLASTYCZNOSCI
Aby méc skorzystac z tego opracowania, konieczna jest znajomos¢ podstaw rachunku rézniczkowo-

catkowego oraz liniowej teorii sprezystosci. Podstawowe zagadnienia teorii sprezystosci przypomniane sg
skrétowo w rozdziale 5.

1. CHARAKTER DEFORMACII PLASTYCZNEJ

W odrdznieniu od deformacji sprezystej, ktéra jest deformacja odwracalng, deformacja
plastyczna jest deformacja trwata:

MATERIAt SPREZYSTY
Ciato nieobcigzone Ciato obcigzone Ciato po odcigzeniu
DEFORMACIA
SPREZYSTA
MATERIAt SPREZYSTO-PLASTYCZNY
Ciato nieobcigzone Ciato obcigzone Ciato po odcigzeniu
7
< N\
A A A
DEFORMACIA DEFORMACIA
SPREZYSTO-PLASTYCZNA PLASTYCZNA

Terminéw odksztatcen trwatych i odksztatcen plastycznych mozna uzywaé do pewnego
stopnia wymiennie. Trwato$¢ deformacji oznacza, ze nowa konfiguracja ciata jest w istocie nowym
stanem rownowagi sit wewnetrznych. W ogdlnosci mozna zatem powiedzie¢, ze odksztatcenie
plastyczne zachodzi wtedy, gdy czasteczki ciata (w szczegdlnosci atomy w sieci krystalicznej) pod
wptywem przytozonego obcigzenia zajmuja taka konfiguracje przestrzenng, ze sity interakcji
miedzy wszystkimi czgsteczkami s3 w rownowadze.

Pewne odksztatcenia trwate pojawiajg sie nawet przy bardzo niewielkich obcigzeniach czy
odksztatceniach i jest to spowodowane ztozong i niejednorodng strukturg materiatu w skali
mikroskopowej (ziarnista budowa materiatu) i atomowej — deformacje te sg jednak podobnego
rzedu wielkosci co wielko$ci owych obszaréw w strukturze materiatu, stad najczesciej pomija sie je
jeko mate i makroskopowo deformacja okreslana jest jako sprezysta. Wazne jest, by zdawac¢ sobie
sprawe, ze deformacja plastyczna zachodzi zawsze réwnolegle do deformacji sprezystej, nawet
jesli wielkos¢ odksztatcerh odwracalnych jest o wiele rzeddw mniejsza od wielkosci odksztatcen
trwatych, lub gdy odksztatcenia sprezyste sg niezauwazalne lub — z uwagi na charakter zagadnienia



— pomijalnie mate.

W ogdlnosci jednak zawsze wystepowac¢ bedg zaréwno odksztatcenia sprezyste jak i
odksztatcenia plastyczne, ktére nalezy rozrdznia¢ jesli chcemy opisywa¢ dowolne procesy
uwzgledniajace zjawiska plastyczne. Przyktadowo, w procesach odcigzenia odksztatcenia sprezyste
spadajg, podczas gdy odksztatcenia plastyczne pozostajg trwate. W zwigzku z tym tensor
odksztatcen catkowitych & zapisuje sie jako sume tensora odksztatcen sprezystych &° oraz
tensora odksztatcen plastycznych &”

g=¢°+¢”

przy czym zwigzek kazdego z nich z tensorem naprezenia (zwigzki konstytutywne) jest rézny.

Deformacja plastyczna w zauwazalnej skali zachodzi dopiero po tym, gdy spetniony
zostanie tzw. warunek plastycznosci, co w pewnych przypadkach (proste stany obcigzenia lub
elementarne warunki plastycznosci) rownowazne jest stwierdzeniu, ze wielko$S¢ naprezenia
przekroczy pewna graniczng wartos¢, ktérg okreslamy jako granice plastycznosci i oznaczac
bedziemy przez o, . W ogdlniejszych przypadkach ztozonego stanu naprezenia warunek inicjacji
deformacji plastycznej — tzw. warunek plastycznosci — zapisuje sie w postaci

f(o)=0
gdzie f (o) jest pewna funkcjg stanu naprezenia.

Dla zilustrowania kluczowych cech deformacji plastycznej skupmy sie tymczasem na
prostym stanie obcigzenia, w ktorym warunek plastycznosci sprowadza sie do zaleznosci o = o,
Trzeba przy tym zwrdéci¢ uwage na fakt, ze ta wielkos¢ graniczna nie jest ,wyrazna” w tym sensie, ze
zawsze istnieje pewien zakres przejsciowy, w ktorym przyrost odksztatcen plastycznych dopiero
wzrasta stopniowo az do momentu, w ktéorym deformacja plastyczna staje sie obserwowalna i
mierzalna. Z tego wzgledu stosuje sie rézne definicje granicy plastycznosci.

llustracjami dla tych rozwazan niech bedg schematyczne przebiegi naprezenie osiowe-
odksztatcenie liniowe w prdébie quasistatycznego rozciggania charakterystyczne dla dwéch
rodzajow materiatéw.



Pierwszy wykres — przedstawiony powyzej — jest typowy dla materiatéw ciggliwych o dos¢
wyraznie zarysowanej granicy miedzy zakresem odksztatcen sprezystych oraz zakresem
odksztatcen plastycznych (np. dla stali nieskoweglowej).

deformacja
sprezysta ptyniecie
! | plastyczne | wzmochienie
o
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Najpierw obserwujemy zakres deformacji w przyblizeniu liniowo sprezystej, a nastepnie
obszar, ktéry charakteryzuje sie silnym przyrostem odksztatcen przy minimalnej zmianie wielkosci
naprezenia (tzw. ,plyniecie plastyczne”). W tym miejscu trzeba zwrdéci¢ uwage na wazny aspekt
matematyczny tego zjawiska — jest bowiem jasne, ze zalezno$é o(c) nie jest wzajemnie
jednoznaczna w zakresie tej tzw. ,potki plastycznej” (plateau). Oznacza to, ze jednej wartosci
naprezenia odpowiada nieskonczenie wiele mozliwych wartosci odksztatcenia, co sprawia, ze
rozwigzan niektdrych zagadnien teorii plastycznosci nie da sie znalez¢ dla jedynie statycznych
warunkéw brzegowych. W szczegdlnosci, jednoosiowa proba rozciggania materiatu z wyrazng pétka
plastyczng nie moze by¢ zrealizowana przy sterowaniu obcigzeniem, poniewaz zwiekszenie
obcigzenia powyzej wartosci odpowiadajgcej potce plastycznej wymagatoby natychmiastowego
przyrostu odksztatcenia. W rzeczywisto$ci proces ten sterowany jest odksztatceniem — to
wydtuzenie prébki przyrasta stopniowo a mierzona jest sita, jaka jest potrzebna do utrzymania tego
wydtuzenia. W szczegblnosci mozna nieraz zaobserwowac spadek tej wymaganej wartosci sity.

Brak jednoznacznosci zwigzkéw konstytutywnych w materiatach charakteryzujgcych sie
wystepowaniem potki plastycznej stat sie przyczynkiem do sformutowania tzw. przyrostowych
modeli plastycznosci (nazywanych niekiedy modelami ptyniecia plastycznego) — w szczegdlnosci
chodzi o modele Lévy'ego — Misesa oraz Prandtla-Reussa, ktére beda omodwione pdiniej. W
modelach tych tensor napreienia ¢ wyznacza w sposéb jednoznaczny nie tyle tensor
odksztatcenia € , ile tensor przyrostu odksztatcenia - catkowitego de lub plastycznego de” ,
w zaleznos$ci od przyjetego modelu.

Po obszarze potki plastycznej konieczne jest przytozenie coraz wiekszego obcigzenia — jest to
obszar wzmocnienia. W wiekszosci przypadkéw wzmocnienie trwa az do utraty spdjnosci przez
materiat, tj. az do pekniecia, cho¢ nie jest to reguta.



Wsréd  najczesciej przywotywanych definicji granicy plastycznosci dla ciggliwych
materiatéw sprezysto-plastycznych warto wymienic:

» dolng granice plastycznoéci o, — jest definiowana na kilka sposobdw, przy czym czesto sg
to te same wartosci. Spotykane definicje to:

* najmniejsza warto$¢ naprezenia, jaka jest konieczna do dalszego przyrostu
odksztatcenia plastycznego po inicjacji deformacji plastycznej (po spetnieniu
warunku plastycznosci),

* najmniejsza warto$¢ naprezenia w zakresie deformacji plastycznej z wytgczeniem
pierwszego minimum lokalnego po inicjacji deformacji plastycznej,

= ostatnie minimum wartosci naprezenia w zakresie deformacji plastycznej przed
wystgpieniem wzmocnienia.

* gorng granice plastycznosci of)f — jest definiowana na kilka sposobow, przy czym czesto sg

to te same wartosci. Spotykane definicje to:

= pierwsze lokalne maksimum wartosci naprezenia po rozpoczeciu procesu deformacji
plastycznej (po spetnieniu warunku plastycznosci).
* najwieksza wartos¢ naprezenia w zakresie deformacji plastyczne;.

Nie zawsze jednak granica plastycznosci jest wyraznie zarysowana, tak jak to wida¢ na
wykresie ponizej. Jest on typowy dla materiatéw ciaggliwych o nieliniowej charakterystyce (np. stal
wysokoweglowa).

deformacja
sprezysto-
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W takich sytuacjach stosuje sie odmienng definicje:

* umowna granica plastycznosci — jest to naprezenie, ktéremu odpowiada ustalona wielkos¢
odksztatcenia trwatego, wyznaczanego przy zatozeniu, ze proces odcigzenia jest w catosci
sprezysty i charakterystyka sprezysta materiatu nie ulega zmianie w wyniku deformac;ji
plastycznej. Czesto przyjmowang wartoscig umownego odksztatcenia granicznego dla
ciggliwych materiatow sprezysto-plastycznych jest ¢, =0,2%

Na omawianym wykresie mozemy zaobserwowaé obszar deformacji sprezystej (AB), po
ktérym daje sie zauwazy¢ coraz silniejszy przyrost odksztatcen plastycznych. Jednoczesnie caty czas
mozemy zaobserwowaé wzmocnienie materiatu. Specyficzny charakter deformacji plastycznej
daje sie zauwazy¢ w przypadku obcigzenia niemonotonicznego. Jesli bowiem odcigzymy prébke,
okaze sie, ze proces odcigzenia (CD) jest sprezysty, przy czym charakterystyka spreizysta tego
procesu jest niemal identyczna z charakterystykg pierwszego obszaru deformacji spreiystej,
jeszcze sprzed wystgpienia istotnych odksztatcen plastycznych. W rzeczywistosci obserwuje sie
pewng nieliniowos¢ tego procesu, ktéra zwigzana jest z obecnoscia w materiale naprezen
resztkowych (zwigzanych z niejednorodnoscia wewnetrznej struktury materiatu), ktére wobec
spadku obcigzenia zewnetrznego mogg doprowadzi¢ do kolejnych poslizgéw. Ponowny proces
obcigzenia ma charakter analogiczny do obcigzenia w zakresie sprezystym — najpierw wystepuje
zakres deformacji w przyblizeniu liniowo-sprezystej a nastepnie powoli przyrastajg kolejne
odksztatcenia plastyczne, tak ze krzywa EF stanowi do pewnego stopnia kontynuacje wykresu
krzywej BC. Petla CDE jest petlg histerezy, a jej wielko$¢ jest miarg energii rozproszonej w czasie
procesu odcigzenia i ponownego obcigzenia. Warto przy tym zauwazy¢, ze zjawisko wzmocnienia w
efekcie objawia sie zwiekszeniem aktualnej wartosci granicy plastycznosci. Rzeczywiscie,
deformacja plastyczna materiatdw ze wzmocnieniem jest jednym ze sposobdéw zwiekszenia ich
zakresu sprezystego — ograniczenia tego procesu wynikajg za skonczonej wytrzymatosé materiatu
(postepujgce wzmacnianie prowadzi ostatecznie do pekniecia) oraz obecnosci w materiale
naprezen resztkowych, ktore sprawiajg, ze po odcigzeniu materiat nadmiernie umocniony moze
wykazywac niepozgdane cechy mechaniczne.

Przyktad powyzszy ma jeszcze jedng ceche odrdzniajgcy go od pierwszego — chodzi o brak
potki plastycznej. W takim przypadku zwigzek naprezenie-odksztatcenie jest wzajemnie
jednoznaczny, przynajmniej dopdki nie dojdzie do procesu odcigzenia. W takich sytuacjach czesto
stosowanym — choc¢ ze scisle teoretycznego punktu widzenia niepoprawnym — podejsciem jest
wykorzystanie tzw. deformacyjnych modelow plastycznosci, lub — lepiej — modelow catkowitego
odksztatcenia, np. rdwnan Hencky'ego — Iliuszyna omoéwionych pdzniej, w ktérych stan naprezenia
wyznacza jednoznacznie catkowity stan odksztatcenia.



2. MECHANIZMY DEFORMACII PLASTYCZNE)

Mechanizm powstawania i przyrastania trwatych deformacji plastycznych w najczytelniejszy
spos6b mozna omowic na przykfadzie ciata monokrystalicznego, tj. takiego, w ktérym wszystkie
atomy utozone s3 w uporzgdkowang sie¢ o powtarzalnej w przestrzeni geometrii. W idealne;j
strukturze krystalicznej mozliwych jest wiele potozen réwnowagi, tj. takich, ktére lokalnie
minimalizujg energie potencjalng wigzan atomowych. Jesli wskutek dziatania sit zewnetrznych
uda nam sie przejs¢ z jednego potozenia réwnowagi, do drugiego, wtedy to nowe potozenie bedzie
rowniez konfiguracjg trwata, co makroskopowo objawi sie obecnoscig trwatego (plastycznego)
odksztatcenia.

Wyrdznia sie dwa podstawowe mechanizmy deformacji plastycznej w monokrysztale:

e poslizg
¢ blizniakowanie

Poslizg wzdtuz ptaszczyzny najgestszego wypetnienia atomami — zachodzi w obrebie
pojedynczego krysztatu, tj. obszaru w ktédrym przestrzenne utozenie atomdédw ma charakter
uporzadkowany i powtarzalny. W strukturze takiej mozliwy jest ruch polegajgcy w uproszczeniu na
sztywnym przesunieciu jednej czesci tej struktury wzgledem drugiej w taki sposéb, ze czgsteczki
czesci przesuwajacej sie zajmujg miejsca, ktére w pierwotnej strukturze zajmowali ich sgsiedzi.
Proces ten moze oczywiscie postepowaé. Deformacje takg nazywamy poslizgiem. Wielkos¢
obcigzenia, jakie jest potrzebne, aby wymusi¢ taki ruch jest tym wieksza, im wieksze s3
odlegtosci miedzy atomami, ktére zamieniajg sie miejscami, dlatego poslizg taki zachodzi w
ptaszczyinie najgestszego wypetnienia atomami.

odksztatcenie

trwate
O00000O0 O00000O0
» ptaszczyzna
0000000 _5 9999999 i
O00000O0 O00000O0
O00000O0 O00000O0
Pierwotna konfiguracja réwnowagi Nowa konfiguracja réwnowagi.

wraz z obcigzeniem zewnetrznym.

Trzeba przy tym podkresli¢, ze energia konieczna do wywotania poslizgu w idealnej sieci
krystalicznej, tj. potrzebna do przesuniecia catej ptaszczyzny atomow jest bardzo duza, zatem i sita
potrzebna do powstania trwatej deformacji musiataby byé duza — w rzeczywistos$ci obserwowane
wartosci obcigzenia skutkujgcego odksztatceniami plastycznymi sg znacznie mniejsze. Przyczyna
tego stanu rzeczy tkwi w niedoskonatosci sieci krystalicznej, tj. w istnieniu w jej obrebie defektéw



jej struktury. Obecnos¢ takiego defektu w strukturze powoduje, ie zainicjowanie poslizgu
wymaga wielokrotnie mniejszej energii niz w przypadku struktury bez defektow.

Wyrdznia sie trzy rodzaje defektow sieci krystaliczne;j:

¢ defekty punktowe
= wakans — brak atomu w pozycji przewidzianej strukturg idealna.
= atom miedzyweztowy — obecnos$¢ dodatkowego atomu w pozycji miedzyweztowej
w luce strukturalnej. Ten dodatkowy atom moze by¢ atomem rodzimym krysztatu
lub atomem obcym (np. w przypadku stopdw).
= obcy atom podstawieniowy — obecno$¢ w pozycji przewidzianej strukturg idealng
atomu obcego (np. w przypadku stopow).

» defekty liniowe, czyli dyslokacje
= dyslokacja krawedziowa - defekt ten polega na wtrgceniu w strukture
monokrysztatu dodatkowej potptaszczyzny atomow.
= dyslokacja srubowa — zdeformowana struktura przyjmuje ksztatt o charakterze
krzywej Srubowej.
= dyslokacja mieszana — ztozenie dyslokacji krawedziowej i dyslokacji Srubowej.

struktura z dyslokacjg
krawedziowa

struktura
z dyslokacja sSrubowa

* defekty powierzchniowe

= granice — powierzchnie oddzielajgce obszary sieci krystalicznych, ktére majg
wzgledem siebie odmienng orientacjag. W zalezno$ci od wielkosci tego kata
dezorientacji méwi sie o granicach waskokatowych i szerokokatowych, a kazda z
nich ma odmienng strukture. Szczegélnym rodzajem granic szerokokgtowych sa
granice blizniacze — ptaszczyzny miedzy blizniakami.

= btedy utozenia — zaburzenie sekwencji ptaszczyzn atomowych.

= granice domen antyfazowych — wystepujg w sieciach zbudowanych z co najmniej
dwdch rodzajow atoméw, w ktérych wystepujg pewne obszary (domeny), w ktérych
miejsce w sieci idealnej zajete jest przez niewtasciwy rodzaj atomu.

Defektami kluczowymi w opisie mechanizméw deformacji plastycznej sg dyslokacje.
Wspomniano juz, ze poslizg catej ptaszczyzny atomdéw wymagatby ogromnej energii, za to
przesuniecie jedynie fragmentu sieci krystalicznej wymaga jej znacznie mniej. Jesli zatem w
strukturze obecne sg dyslokacje to poslizg obejmujgcy znaczny nawet fragment ptaszczyzny moze
by¢ zrealizowany przez wielokrotne przesuniecie kolejnych niewielkich jej fragmentéw. Mowimy



wtedy o ruchu dyslokacji, przy czym mamy tu na mysli ruch, jako przemieszczanie sie w
przestrzeni zaburzenia geometrii uktadu, a nie jakiegos okreslonego obiektu materialnego.
Wiasnie ruch dyslokacji jest podstawowym mechanizmem deformacji plastycznej. Ponizsze
ilustracje pokazuja, w jaki sposéb ruch dyslokacji skutkuje trwatg deformacja.
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Jest jasne, ze wielko$¢ odksztatcenia plastycznego i opér, jaki materiat stawia deformac;ji
plastycznej (sztywnosé w zakresie plastycznym oraz twardosc) wigze sie zatem z liczbg dyslokacji
obecnych w strukturze — im dyslokacji jest wiecej, tym wiekszg mozna uzyskac trwatg deformacja
dla zadanego obcigzenia.



Drugim ze wspomnianych mechanizmoéw deformac;ji plastycznej jest blizniakowanie — jest
to zjawisko polegajace na takiej zmianie struktury krystalicznej pod wptywem obcigzenia
zewnetrznego, ie jedna cze$¢ tej struktury przeksztatca sie w stosunku do drugiej poprzez
przeksztatcenie symetrii — moze to by¢ inwersja (odbicie punktowe), odbicie symetryczne
wzgledem prostej lub pfaszczyzny. W tym ostatnim przypadku nowe ziarno staje sie odbiciem
symetrycznym drugiej wzgledem pewnej ptaszczyzny, zwanej ptaszczyzng blizniakowania. W
rezultacie powstajg dwa krysztaty o tym samym sktadzie i strukturze przestrzennej, ale o odmiennej
orientacji tej struktury — nazywamy je blizniakami. Ptaszczyzna graniczna miedzy tymi krysztatami
jest nachylona pod takim samym katem do odpowiadajgcych sobie ptaszczyzn krystalograficznych
w obydwu krysztatach. Przemieszczenie atomoéw jest proporcjonalne do odlegtosci od ptaszczyzny
blizniakowania.
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wraz z obcigzeniem zewnetrznym.

Wszystko to, co zostato powiedziane do tej pory dotyczyto w zasadzie struktur
monokrystalicznych o jednej orientacji sieci. Na to wszystko naktadajg sie jeszcze zjawiska
zachodzace miedzy ziarnami krysztatow tego samego typu, ale o odmiennych orientacjach sieci
oraz miedzy ziarnami krysztatéw réznego rodzaju. W szczegdlnosci trzeba zwrdci¢ tu uwage na dwa
zjawiska. Po pierwsze, chodzi o blizniakowanie, ktére zostato juz pokrétce omdéwione. Po drugie,
opisany powyzej ruch dyslokacji dotyczyt ruchu w obrebie sieci jednego rodzaju o ustalonej
orientacji. Ruch dyslokacji tego typu nie jest mozliwy na granicy ziaren — zachodzg tam odmienne
zjawiska.

Nalezy rowniez zwréci¢ uwage, ze podstawowe mechanizmy deformacji plastycznej
pozwalaja nam wnioskowa¢ o wymaganej do inicjacji odksztatcenia plastycznego wielkosci
naprezenia stycznego odpowiadajgcej tylko okres$lonym ptaszczyznom poslizgu — tymczasem w
ciele ztozonym z wielu ziaren o odmiennie zorientowanych strukturach krystalograficznych, tj. w
ciele polikrystalicznym, to samo makroskopowo zmierzone naprezenie styczne oddziatuje na liczne
odmiennie zorientowane ptaszczyzny — w zaleznosci od orientacji danej potencjalnej ptaszczyzny
poslizgu wzgledem kierunku obcigzenia, obcigzenie to moze doprowadzi¢ do poslizgu lub nie.



Atomy w bliskim sgsiedztwie granicy miedzy ziarnami zajmujg pozycje w pewnym sensie
»posrednie” miedzy pozycjami przewidywanymi przez idealng strukture krystaliczng jednego i
drugiego ziarna. W konsekwencji atomy w warstwach przy granicy ziaren majg wyisza energie
potencjalng i wprawienie ich w ruch wymaga znacznie mniejszego wymuszenia w postaci
obciazenia. Taki poslizg na granicy ziaren jest kolejnym mechanizmem deformac;ji plastyczne;.

Cho¢ odksztatcenia plastyczne mierzone makroskopowo, jako usrednione wzdtuz
odpowiednio duzej bazy odksztatcenia trwate, zdajg sie byé rozmieszczone dos¢ jednorodnie w
objetosci materiatu, w rzeczywistosci rozktad odksztatce plastycznych charakteryzuje sie
wystepowaniem licznych lokalizacji, obszaréw o znacznie wiekszej ich intensywnosci. Obszarami
takimi sg np. pasma poslizgu, waskie obszary powstate wskutek przejscia licznych dyslokacji
wzdtuz bliskich siebie ptaszczyzn poslizgu — wiele z tych dyslokacji zostaje uwiezionych lub
wzajemnie sie blokujg. Orientacja pasm poslizgu jest zatem S$cisle zwigzana z ptaszczyznami
poslizgu wyznaczanymi przez strukture krystalograficzng ziarna.

Odmienne w swej naturze od pasm poslizgu sg tzw. pasma $cinania — waskie obszary
znacznych odksztatcen postaciowych, ktére pojawiajq sie przy bardzo duzych odksztatceniach
plastycznych. W odréznieniu od pasm poslizgu, pasma $cinania nie zawierajg sie w obszarze
pojedynczego ziarna, ale obejmujg swoim zasiegiem liczne ziarna i przechodzg przez ich granice.
Ponadto orientacja pasm $cinania jest zalezna nie tyle od wewnetrznej struktury materiatu, ale od
obcigzenia zewnetrznego — sg one skosnie nachylone do osi najsilniejszej deformacji plastycznej.



3. WARUNEK PLASTYCZNOSCI

Wspomniano, ze deformacja plastyczna zachodzi dopiero wtedy, gdy obcigzenie zewnetrzne
bedzie dostatecznie duze — na tyle duze aby uruchomi¢ procesy ruchu dyslokacji. W prostych
stanach obcigzenia — np. jednoosiowe rozcigganie, czyste Scinanie, czyste zginanie, czyste skrecanie
— warunek ten sprowadza sie do tego, aby odpowiednie naprezenie — normalne przy rozcigganiu i
zginaniu, styczne przy scinaniu i skrecaniu — przekroczyto wartos¢ graniczng. W przypadkach
ztozonego stanu naprezenia warunek plastycznosci zapisuje sie w ogdlnej postaci:

flo)=0 (1)

Funkcja zmiennej tensorowej jest oczywiscie funkcja wszystkich jego sktadowych w
przyjetym uktadzie wspoétrzednych.

f(Oll’022’033’023’031’012)=0 (2)

Funkcje f okreslamy w taki sposdb, aby dla proceséw, w ktérych nie dochodzi do
deformacji plastycznej f(0)<0 . Oznacza to, ze warto$¢ 0 jest najwieksza dopuszczalng
wartoscig warunku plastycznosci.

Do tej pory, na warunek plastycznosci nie natozylismy zadnych wymagan. Fakt, ze warunek
plastycznosci da sie wyrazi¢ jako funkcja sktadowych tensora naprezenia jest jedynie zatozeniem —
w rzeczywistosci warunek plastycznosci moze byé (i w niektorych propozycjach rzeczywiscie jest)
sformutowany jako funkcja sktadowych tensora odksztatcenia lub pewna ztoiona funkcja
sktadowych obydwu tensorow. W przypadku materiatdw sprezystych zwigzek miedzy naprezeniem
i odksztatceniem jest odwracalny, zatem bez straty na ogdlnosci mozemy ograniczy¢ nasze
rozwazania witasnie do warunku plastycznosci jako funkcji stanu naprezenia.

Oczywiscie stan naprezenia w ciele jest w ogdélnosci niejednorodny stagd warunek ten moze
by¢ w jednym punkcie spetniony, w innym za$ nie. Mozemy moéwi¢ o rdinych poziomach
uplastycznienia:

e uplastycznienie w punkcie — naprezenie tylko lokalnie przekracza warto$¢ graniczng i tam
tylko zachodzi odksztatcenie trwate, w pozostatych zas punktach deformacja ma nadal
charakter sprezysty. Przyktadem moze by¢ uplastycznienie w skrajnych widknach przekroju
zginanego. Wartos¢ parametru obcigzenia P , ktére powoduje pierwsze uplastycznienie
w pewnym punkcie ukfadu nazywa¢ mozemy graniczng nosnoscig sprezystg i oznaczac
bedziemy pojedynczym nadkresleniem, np. P

* uplastycznienie przekroju lub ogdlniej: uplastycznienie w obszarze, nie skutkujgce utrata
stateczno$ci uktadu — w przypadku uktadéw pretowych, w ktérych rozktad sit
przekrojowych wzdtuz osi preta okresla jednoznacznie rozktad naprezen w kazdym
przekroju, moze dojs¢ do sytuacji, w ktérej warunek plastycznosci spetniony jest we
wszystkich punktach pewnego przekroju — w pozostatych zas przekrojach uplastycznienie
nie wystepuje lub jest tylko czeSciowe. W przypadku uktadéw statycznie wyznaczalnych



uplastycznienie przekroju jest réwnowazne swobodzie deformacji w tym przekroju, co w
istocie oznacza nadanie ukfadowi dodatkowego stopnia swobody — skoro uktad byt
statycznie wyznaczalny, zatem ten dodatkowy stopien swobody skutkuje geometryczna
zmiennoscig uktadu. W przypadku uktadow statycznie niewyznaczalnych uplastycznienie
przekroju nie musi skutkowaé utratg statecznosci uktadu a skutkuje jedynie zmiang jej
schematu statycznego. Wartos¢ parametru obcigzenia P , ktére powoduje pierwsze
petne uplastycznienie w pewnym przekroju nazywamy graniczng nosnoscig plastyczng i
oznaczaé bedziemy podwdjnym nadkresleniem, np. P . Podobny charakter majg zjawiska
czesciowego uplastycznienia w ograniczonym obszarze np. dla tarcz, ptyt, obiektow
brytowych itp.

e uplastycznienie uktadu i utrata statecznosci wskutek uplastycznienia — przy odpowiednio
duzej wartosci lub odpowiednio dobranym charakterze obcigzenia mozna doprowadzi¢ do
sytuacji, w ktérej uplastycznieniu ulegajg takie obszary w ciele, ze pewne czesci uktadu
mechanicznego posiadajg catkowita swobode deformacji. O uktadzie takim méwimy, ze
utracit statecznos¢ wskutek uplastycznienia, a wielko$¢ parametru obcigzenia P , ktdre do
tego doprowadzito nazywamy nosnoscig graniczng ukfadu i oznacza¢ bedziemy gwiazdka,
np. P*

Obecnie zajmiemy sie jedynie lokalnym (punktowym) warunkiem plastycznosci, tj. sama
funkcja f (o) , jej wlasnoéciami i proponowanymi postaciami tej funkcji.

W przypadku opisu materiatdw bez wzmocnienia warunek plastycznosci nie zmienia sie w
toku postepujgcej deformacji plastycznej, jest staty. W przypadku materiatédw ze wzmocnieniem
odksztatcenia plastyczne skutkujg podwyzszeniem granicy plastycznosci, co pocigga za sobg zmiane
w postaci warunku plastycznosci — po pewnej deformacji plastycznej wymagany jest wiekszy (w
sensie warunku plastycznosci) niz pierwotnie stan naprezenia, jesli umozliwi¢ ma on dalszy
przyrost odksztatcen plastycznych.

3.1 POWIERZCHNIA PLASTYCZNOSCI

Warunek plastycznosci (1) mozna interpretowa¢ w ramach geometrii analitycznej jako
rownanie powierzchni. Nie jest to jednak jakas rzeczywista powierzchnia w przestrzeni
tréjwymiarowej — jest to abstrakcyjna hiperpowierzchnia w szesciowymiarowej przestrzeni
sktadowych tensora naprezenia. Hiperpowierzchnie te nazywamy powierzchnig plastycznosci.
Uzyteczno$¢ takiej geometrycznej interpretacji warunku plastycznosci w przypadku ogdlnym jest
niewielka, stanowi natomiast znakomitg ilustracje cech charakterystycznych rozwazanego warunku
plastycznosci w przypadku materiatdw izotropowych.

Podobnie jak w przypadku warunku plastycznosci dla materiatdw bez wzmocnienia
powierzchnia plastycznosci jest raz na zawsze ustalona. W przypadku materiatow wykazujacych
wzmochienie powierzchnia plastycznos$ci zmienia swéj ksztatt i rozmiar w toku postepujacej
deformacji plastycznej.



3.2 WARUNEK PLASTYCZNOSCI DLA MATERIALOW 1ZOTROPOWYCH

Jest jasne, ze warunek plastycznosci dla materiatow izotropowych w zaden sposdb nie
bedzie zalezat od orientacji przestrzennej kierunkdw naprezen, a jedynie od samych wartosci
sktadowych tensora naprezenia — z kolei sktadowe te mozna w sposdéb jednoznaczny okresli¢
poprzez wartosci wtasne tensora naprezenia, tj. naprezenia gtdwne lub przez niezmienniki tensora
naprezenia. Ogdlnie, mozna powiedzieé ze funkcja izotropowa argumentu tensorowego moze by¢
wyrazona jako funkcja niezmiennikéw swego argumentu. A zatem dla materiatéw izotropowych
funkcja (1) moze by¢ zapisana w jednej z ponizszych postaci:

* funkcja naprezen gtéwnych ©,,0,,0,

f:f(01r02’03) (3)

gdzie 0,,0,,0, s3 naprezeniami gtownymi.

e funkcja niezmiennikdw tensora naprezenia 1,,7,, I,

f=r01,.1,1,) (4)
gdzie
I(0)=tr(0)=0,4+0,+0,=0,,+ 0, + 0y (5)
17,2 2 o, O o, O 0, O
I,(o)==|tr’(o)-tr(o’)|= |2 Y| 4+ |V 31 4+ (P22 Vx| =
? 2 [ ] 2 Oyp O3 Oy Oy Oy (6)
= 05,0331 0330, + 0,0 — 033 - 0?1 - 0?2 = 0,03+ 00,1+ 0,0,
1 3 1 ) 1 3 0—11 012 O—13
I,(0)=det(o) = gtr(o )—Etr(o)tr(o )+gtr (o) = Oy Oy = 7)
Sym 033
_ 2 2 2
= 0,103,033 + 20,3050, — 0,033 — 003 — 0330, = 0,0,0;

* funkcja niezmiennikdw aksjatora i dewiatora naprezenia 1,,J,, J,

f:f([p'jz)‘]z) (8)
gdzie
Jy=—1,(s) = =tr(s’) =
N é—[(on—o”)z +(On—ouf + (011_022)2] + (053"'021"‘0?2) = (9)
= cloof +io -0y + 00,

Ji(o) =1,(s) = %tr(s3) = (01—%11)(02—%11)(03—% 11) (10)



¢ funkcja niezmiennikéw p,q,0

f=s(p.q,0) (11)
gdzie
naprezenie (cisnienie) hydrostatyczne: p= %11 (12)
naprezenie dewiatorowe: qg=+2J, (13)
1 33 J
kat Lodego: 0= 3 arccos[Tfiz (14)

Niezmienniki p,q,0 s3 blisko zwigzane ze wspotrzednymi walcowymi w przestrzeni
naprezen gtéwnych, przy czym o$ symetrii tych wspétrzednych jest osig réwno nachylong do osi
0,,0,,0, - odpowiada ona sktadowej hydrostatycznej tensora naprezenia. Sktadowa
ortogonalng do sktadowej hydrostatycznej jest sktadowa dewiatorowa, lezgca w ptaszczyznie
dewiatorowej (oktaedrycznej), prostopadtej do osi naprezenia hydrostatycznego. Kat nachylenia
sktadowej hydrostatycznej wzgledem rzutu ustalonego naprezenia gtdwnego na ptaszczyzne
dewiatorowag jest wiasnie katem Lodego.

Miara sktadowej hydrostatyczne;j: |Aq| = %I =V3p

Norma sktadowej dewiatorowe;j: Dol =v2J,=¢
: 1 343 J;
Kat Lodego: 0= 3 arccos[TF
* jednoosiowe rozcigganie: 0=0
* jednoosiowe Sciskanie: 0 =60
* czyste Scinanie: 0 =30
AC




Uzywa sie rdéwniez innych kombinacji
powyzszych niezmiennikéw, nie ma przy tym jednej
wspdélnej umowy dotyczgcej stosowanych na ich
oznaczenie symboli. Wspdlng cechg powyziszych
propozycji jest to, ze w kazdym przypadku warunek
plastycznosci  jest funkcjg trzech zmiennych
niezaleznych — gdyby interpretowaé¢ je jako
wspotrzedne w pewnej przestrzeni trojwymiarowej,
to powierzchnia plastycznosci daje sie tatwo
zilustrowaé¢ jako zakrzywiona dwuwymiarowa
powierzchnia zanurzona w przestrzeni
trojwymiarowej. Charakterystyke geometryczng
powierzchni plastycznosci wygodnie jest réwniez
opisywa¢ za pomocyg przekrojow powierzchni
plastycznosci:

* przekrdj ptaszczyzng hydrostatyczng (zawierajacqg o$ naprezenia hydrostatycznego)

* przekroj ptaszczyzng dewiatorowg (prostopadta do osi naprezenia hydrostatycznego)

A 7
q l
' i
P 9, %
Przekréj ptaszczyzng hydrostatyczna. Przekréj ptaszczyzng dewiatorowa.

W ogdlnosci przekroje te nie sg state, ale najpowszechniej stosowanymi warunkami
plastycznosci s warunki niezalezne od kata Lodego (powierzchnie obrotowe o statym przekroju
ptaszczyzng hydrostatyczng) oraz warunki niezalezne od naprezenia hydrostatycznego
(powierzchnie walcowe o statym przekroju ptaszczyzng dewiatorowg).

Ponizej omoéwione zostang wybrane warunki plastycznosci dla materiatdw izotropowych.
Zwigzane s3 one bezposrednio z kryteriami wytrzymatosci lub ogdlniej: kryteriami stanu
granicznego znanymi z wytrzymatosci materiatdw — stanem granicznym moze by¢ w szczegdlnosci
wifasnie uplastycznienie. Niektore klasyczne kryteria wytrzymatosciowe dotyczg standéw
granicznych o naturze catkiem odmiennej niz stan uplastycznienia — np. kryterium Coulomba-
Mohra dla gruntéw i skat — stad nie kazde kryterium wytrzymatosciowe moze byé z powodzeniem



stosowane jako warunek plastycznosci, cho¢ metody ich opisu sg wtasciwie identyczne.
Ostatecznym kryterium przydatnosci tej lub innej propozycji warunku plastycznosci jest jego
zgodno$é z doswiadczeniem. Powszechng praktyka jest formutowanie czysto empirycznych
warunkéw plastycznosci w postaci prostych funkcji niezmiennikdéw tensora naprezenia (np.
wielomianowych lub potegowych), w ktdrych state wspdtczynniki wyznaczane sg na drodze
eksperymentu.

3.2.1 WARUNEK PLASTYCZNOSCI COULOMBA-TRESCI-GUESTA

Warunkiem plastycznosci, ktory okazuje sie nieustannie dobrym oszacowaniem w
przypadku niektdrych materiatéw i niektdrych standéw obcigzenia jest klasyczny warunek stanu
granicznego Coulomba (1776) — Tresci (1864) — Guesta (1899), tj. kryterium maksymalnego
naprezenia stycznego (CTG):

T,,. = T, = const. (15)
gdzie T, jest graniczng wartoscia naprezenia stycznego. Kryterium to w bezposredni sposéb
odnosi sie do faktu, ze gtdwnymi mechanizmami deformacji plastycznej sg poslizg i blizniakowanie,
ktore inicjowane s3 przez odpowiednio duzg wielkos¢ napreienia stycznego. Warunek ten
ignoruje jednak kwestie orientacji tego naprezenia wzgledem struktury krysztatu, a przeciez
wiadomo, ze poslizg i blizniakowanie zachodzi¢ mogg tylko w $cisle okreslonych ptaszczyznach.
Nalezy jednak uznaé w przypadku materiatéw izotropowych naprezenie styczne nawet w
niewielkim otoczeniu oddziatuje w istocie na liczne ziarna o réznie (odmiennie) zorientowanej
strukturze, stagd w makroskopowym opisie tego zagadnienia dokonujemy swego rodzaju
»usrednienia” i maksymalna wartos¢ naprezenia stycznego okazuje sie dobrg (zweryfikowana
doswiadczalne) miarg wymuszenia odksztatcen plastycznych.

Dla zadanego stanu naprezenia ekstremalne wartosci naprezen stycznych odpowiadaja
naprezeniom stycznym w ptaszczyznach réwnolegtych do kierunku posredniego naprezenia
gtéwnego i nachylonych pod katem 45° do kierunkéw pozostatych dwéch naprezen gtéwnych —
maksymalnego i minimalnego. Wartos¢ maksymalnego naprezenia stycznego wyznaczamy na
podstawie wartosci naprezen gtéwnych o©,,0,,0, W nastepujgcy sposdb:

lo,—o, |o,—o, |o,—0))
_[max = max 22 3 ; 32 1 ; 12 2 (16)

Powszechng praktyka jest zapisywanie warunku plastycznosci w taki sposéb, aby po prawej jego
stronie znajdowata sie graniczna wartos¢ naprezenia normalnego o, (granica plastycznosci przy
jednoosiowym rozcigganiu). Kryterium CTG przyjmuje wtedy postac:

o, = max(|o,~0y| ; |o,—-0,|; [0,—0,]) =0, (17)

Wielkos¢ ©,, nazywa sie naprezeniem réwnowaznym lub napreieniem zredukowanym
wg hipotezy CTG.



dr inz. Pawet Szeptyriski— WPROWADZENIE DO TEORII PLASTYCZNOSCI

Powierzchnia plastyczno$ci odpowiadajgca warunkowi CTG jest powierzchnig boczng
nieskonczenie dtugiego graniastostupa prawidtowego o podstawie sze$ciokata i nachylonego pod
takim samym katem do kazdej z osi uktadu ©,,0,,0,

AC,
O3

3.2.2 WARUNEK PLASTYCZNOSCI MAXWELLA-HUBERA-MISESA-HENKCKY'EGO

Najpowszechniej stosowanym warunkiem plastycznosci jest warunek stanu granicznego
Maxwella-Hubera-Misesa-Hencky'ego, tj. kryterium energii odksztatcenia postaciowego
(MHMH). Maxwell (1856) oraz Mises (1913) zaproponowali posta¢ warunku plastycznosci w
postaci funkcji stanu naprezenia nastepujgcej postaci:

1
Oy = \/5[(022_033)2 + (011_022)2 + (033_011)2 + 6(0234‘0?1‘*‘0?2)] =0 (18)

gdzie O, jest graniczng wartoscia naprezenia normalnego, a wielkos¢ o, nazywa sie
naprezeniem rownowaznym lub naprezeniem zredukowanym wg hipotezy MHMH. Naprezenie
zredukowane MHMH mozna réwniez wyrazié jako:

3 3 3
Oeqzx/3J2=\gq=15s~s=1 PR (19)

Do podobnego wyniku doszedt réwniez Maksymilian Tytus Huber (1904) — postawit on
hipoteze, zgodnie z ktérg miarg wytezenia w punkcie przy Sciskaniu (przy ujemnej wartosci
naprezenia hydrostatycznego) jest gestosc energii odksztatcenia postaciowego ¢,

1

Oy = E[(On_on)z + (011_022)2 + (033_011)2 + 6(053"‘0?1"'0?2)] =h (20)

gdzie G jest modutem Kirchhoffa, a % jest graniczng wartoscig gestosci energii odksztatcenia
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postaciowego. Hencky (1924) wskazat na energetyczng interpretacje warunku Misesa.
Powierzchnie plastycznosci warunku MHMH stanowi osiowosymetryczny walec nachylony
rébwnomiernie do osi ©,,0,,0,

1 o,
A

AC

Y

W przypadku zagadnieri pfaskich (0,=0) powierzchnia graniczna redukuje sie do elipsy w
ptaszczyznie (0,,0,) nachylonej réwnomiernie do osi ©,,0,

Jesli warunki CTG i MHMH przewidujg to samo graniczne naprezenie normalne o, , to
warunek CTG jest bardziej zachowawczy — naprezenie zredukowane wg warunku MHMH jest
mniejsze badZ réwne od odpowiedniego naprezenia dla warunku CTG. Walec MHMH jest opisany
na graniastostupie CTG.

O3 MHMH
CTG




DYGRESJA DLA POLSKIEGO CZYTELNIKA

W tym miejscu warto podkresli¢, ze propozycja Hubera byta jakosciowo odmienna od
warunku Misesa, wbrew szeroko rozpowszechnionemu w Polsce pogladowi. Huber przyjmowat
¢, za miarg wytezenia jedynie, gdy p<0 . Dla stanéw rozciggania (p>0) przyjmowat Huber
za miare wytezenia materiatu catkowitg gestos¢ energii odksztatcenia (podobnie, jak dla dowolnych
stanéw zakfadat Beltrami), tj.:

Oy =h < p=<0

2
0,40, =h © p>0 (0 +0p+03,) (21)

. 1
d =—
gazie (Dv 18K

gdzie K jest modutem sztywnosci objetosciowej. Niektérzy autorzy zachodni interpretowali
hipoteze Hubera w taki sposdb, jakoby wymagata ona réwnej wartosci naprezenia granicznego w
stanie jednoosiowym przy rozcigganiu i przy Sciskaniu k=k /k,=1 — to mogtoby by¢ mozliwe
jedynie wtedy, gdyby graniczna wartos¢ gestosci energii odksztatcenia byta rézna w tych dwdch
przypadkach, co z kolei skutkowatoby nieciggtoscia powierzchni granicznej dla p=0 - miataby
ona posta¢ ,grzybka” (walec o mniejszej Srednicy przyleglty do potéwki elipsoidy obrotowej o
wiekszej srednicy). Tymczasem nalezy pamietaé, ze w swej pracy Huber wielokrotnie uzywat w
odniesieniu do stanu granicznego pojecia ,pekania”, co sugerowaé moze, ze wilasciwym
przedmiotem jego badan byt nie tyle stan uplastycznienia ile wfasnie stan, w ktérym probka ulega
zerwaniu. W sposéb szczegdlny dotyczy to materiatéw kruchych, ktére mogg mieé¢ réing
wytrzymatos$¢ na Sciskanie k, irozcigganie k&, .Wtedy zgodnie z hipotezg Hubera stosunek tych
dwadch wielkosci miatby by¢ rowny:

(22)

Doswiadczenie wskazuje, ze zaleznos¢ ta nie jest spetniona dla materiatéw kruchych (np.
skaty, beton), dla ktérych stosunek wytrzymatosci na $ciskanie i rozcigganie miesci sie czesto w
przedziale k€(10;30) , tymczasem dla typowych wartosci wspétczynnika Poissona dla
materiatéw tego typu ve€(0,15,0,4) mamy ze wzoru (22) k€(1,04; 1,14) . Warto jednak
zauwazy¢, ze takie wartosci k& sg typowe dla materiatéw ciggliwych posiadajgcych podobne
wartosci v i wykazujgcych efekt SD (omdéwiony w dalszej czesci opracowania) — hipoteza Hubera
moze w takich przypadkach stanowi¢ bardzo prosty warunek plastycznosci, ktéry ponadto ma
prostg i przekonujgcg interpretacje fizyczna.



3.2.3 WARUNEK PLASTYCZNOSCI BURZYNSKIEGO

Schleicher (1926) i Mises (1928) zasugerowali, ze prawa strona warunku plastycznosci
MHMH moze by¢ w ogdlnosci funkcjag naprezenia hydrostatycznego, tj. graniczna wartosé
naprezenia zredukowanego miataby zaleze¢ od biezgcej wartosci naprezenia hydrostatycznego, co
juz wczesniej zostato uwzglednione w oryginalnym sformutowaniu hipotezy Hubera. O ile jednak
pomyst Hubera nie znajdowat potwierdzenia doswiadczalnego, a Schleicher i Mises nie
zaproponowali zadnych Scistych zaleznosci od p , o tyle uczen Hubera, Wtodzimierz Burzynski,
niezaleznie od Schleichera i Misesa przedstawit warunek tego samego typu, charakteryzujacy sie
prostotg matematyczng i duzymi mozliwo$ciami opisu powierzchni plastycznosci o réznych cechach
geometrycznych (1928) i posiadajgcy przy tym dos¢ jasng motywacje fizyczng, cho¢ bez odniesienia
do konkretnych mechanizmoéw. W pierwotnym sformutowaniu, warunek Burzyniskiego przyjmuje
postac:

q)f+(A+£)q>v=h (23)
’ p

gdzie ¢,, ¢, sa gestosciami energii odksztatcenia odpowiednio postaciowego i objgtosciowego,
p jest naprezeniem hydrostatycznym, /. jest graniczng wartoscia gestosci energii
odksztatcenia, a A4, B sg pewnymi statymi charakteryzujgcymi wtasnosci mechaniczne materiatu.

Warunek Burzynskiego mozna przeksztatci¢ do postaci:

2

)

k' r
(0121"‘0;2"‘0;3) - 2( N _1)(022033+033 O11"‘011022) +
(24)

k=0

k k.
+ E (053"‘0?1"'0?2) +(kc_kr)(011+022+033)_k

s

gdzie k, jest granicznym naprezeniem normalnym przy S$ciskaniu, &, jest granicznym
naprezeniem normalnym przy rozcigganiu, &  jest granicznym naprezeniem normalnym przy
scinaniu. Wszystkie te parametry mozna wyznaczy¢ na drodze prostych prob wytrzymatosciowych.
Kryterium Burzynskiego uwzglednia zatem mozliwos¢ wystgpienia niesymetrycznego zakresu
sprezystego, tj. roznej wartosci naprezenia granicznego przy rozcigganiu i Sciskaniu.

Réwnanie (24) jest ogdlnym réwnaniem kwadryki — powierzchni drugiego stopnia. W
zaleznosci od stosunku wartosci parametrow k_, k,, k, moze charakter tej powierzchni jest rézny.

Za kazdym razem jednak jest to powierzchnia obrotowa — jej osig symetrii jest 0§ ©,=0,=0;,
Wprowadzamy kolejne parametry:

k. k k, Kk, 2kk,
’ 3 ’ s, min \/g(kt‘i‘kt)



Powierzchnia plastycznosci warunku Burzynskiego to:

* elipsoida obrotowa dla u<0,5
* paraboloida obrotowa dla u=0,5, k#1
* walec dla w=0,5, k=1
* dwupowtokowa hiperboloida obrotowa dla u>0,5, k£ >k, .
* stozek dla w>05, k =k, .,
N A9 g
\ &
P o ,9/
%\ &g eﬁw
3085 /|
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ELIPSOIDA Y

\/

WALEC P PARABOLOIDA Y

HIPERBOLOIDA P STOZEK p

W przypadku hiperboloidy dwupowtokowej rozpatrujemy jedynie jedng jej czes¢, te, dla
ktérej zerowy stan naprezenia znajduje sie wewnatrz powtoki. Przypadek hiperboloidy
jednopowtokowej jest odrzucany jako sprzeczny z doswiadczeniem — wytrzymato$¢ na scinanie
bytaby bowiem najmniejsza dla pewnego ustalonego naprezenia hydrostatycznego i rostaby
nieskoczenie wraz ze zmiang naprezenia hydrostatycznego (niezaleznie od znaku tej zmiany). Warto
wskazac na dwa szczegdlne przypadki:

* przypadek walca jest tozsamy z warunkiem plastyczno$ci MHMH.
* przypadek stozka jest tozsamy ze znacznie pdiniejszg propozycjg warunku plastycznosci
Druckera-Pragera (1952).



3.3 STATECZNOSC MATERIALU W SENSIE DRUCKERA

Drucker zaproponowat nastepujace pojecie statecznosci materiatu:

W materiale statecznym praca wykonana przez przyrost zewnetrznych
sit powierzchniowych Aq oraz zewnetrznych sit objetosciowych Ab na
spowodowanych przez nie przyrostach przemieszczenia Awu jest nieujemna.

ty

W= [fj‘(Aun)dS+ffj(AbAu)dV]dt>0 (25)

N

Jesli w catce powyiszej przedziat czasu (to;tk) moze by¢ przyjmowany dowolnie duzy, mowimy
wtedy o ,statecznosci w duzym”. Jesli przedziat ten moze by¢ przejmowany jedynie jako
infinitezymalnie maty, tj. gdy ¢,—¢, wtedy mowimy o ,statecznosci w matym”. Przyjmijmy teraz

Aq=q—-q , Ab=b-b , t,= 0 . ObcigZenia poczatkowe (q, b s3 znane i ustalone. W
chwili poczatkowej materiat moze by¢ w stanie sprezystym lub plastycznym. Przy tych oznaczeniach
warunek statecznosci mozna zapisa¢ w postaci:

=[]:[ff[ qlu—u]dS+fﬂ[b b))~ ,)]dV]d»O

Rozwazmy teraz nastepujacy cykl obcigzenia:

do

1. W chwili ¢, dany jest stan naprezenia O odpowiadajacy obcigzeniom ("1,5 i
rozpoczyna sie proces docigzenia obcigzeniem dodatkowym.

2. W chwili ¢, spetniony jest warunek plastycznosci i pojawiajg sie nowe odksztatcenia
plastyczne.

3. Wchwili ¢, zaprzestajemy docigzania i rozpoczynamy proces odcigzenia.

4. Proces odcigzenia kontynuujemy az biezacy stan naprezenia bedzie taki sam jak
poczatkowy G . Chwile, w ktdrej stan ten jest osiggniety oznaczamy przez ¢,



Z zasady prac wirtualnych, dla dowolnego rzeczywistego pola przemieszczenia u (a zatem
spetniajgcego warunki ciggtosci oraz kinematyczne warunki brzegowe) mozna napisac:

[ quds+([[ bu,dv = [[[o,e,dV (26)

gdzie

Warto przy tym zwréci¢ uwage, ze nie okres$la sie przy tym zadnego zwigzku konstytutywnego
miedzy naprezeniem i odksztatceniem — moze by¢ on dowolny. Stosujgc zasade przemieszczen
wirtualnych do warunku stateczno$ci mozemy napisac:

W= f [ f{f (0,~5,)(¢,~%,)|d V]dt >0 (27)

W przypadku jednorodnego stanu naprezenia i odksztatcenia catkowanie przestrzenne sprowadza
sie do przemnozenia przez miare objetosci i nie wptywa na spetnienie warunku statecznosci:

G,)(¢,—&,)|dt >0 (28)

Praca naprezen na odksztatcenia sprezystych w catym cyklu bedzie zerowa, poniewaz poczgtkowy i
konicowy stan naprezenia jest taki sam, a odksztatcenia sprezyste s odwracalne. Odksztatcenia
plastyczne za$ pojawiaja sie dopiero po chwili #, , a po chwili 7, nie ulegaja juz zmianie.
Mozemy wiec napisac:

W, =fz[(0ij—6,.j)'8§[]dt >0 (29)

t

Rozwazmy obecnie przypadek statecznosci w matym, tj. gdy At =1¢,—¢,—0 . Rozwinmy funkcje
W, w szereg Taylora w otoczeniu ¢, .Musimy rozwazy¢ dwa przypadki:

1. Gdy materiat byt w chwili ¢, w stanie sprezystym, wtedy

(A7)
2

Wpl(t2> = [(Oij‘_&y‘)é;[]z:tlAt + [dﬁé5/+(00_aﬁ)épl]t=tl T

i

2. Gdy materiat byt w chwili ¢, w stanie plastycznym, wtedy 6,]. =0,

W,(t,) = [dz/éfl} (Ac) T

jl=t, 9o



Aby spetni¢ warunek statecznosci, wystarczy, ze poczgtkowe wyrazy tych szeregdw sg
dodatnie. Tensorom predkosci naprezenia & i predkosci odksztatcenia plastycznego &” dla
matych przyrostow czasu odpowiadajg tensory przyrostu naprezenia d G i przyrostu odksztatcen

plastycznych de” . Mozemy zatem napisa¢, ze w dowolnym przypadku cyklu obcigzenia materiat
spetnia postulat Druckera w matym, gdy

(0,—6;)del =0 (30)
doydel >0 (31)
de>0

P Al I
jd(»o
(1)
W =dode>0

O niestatecznosci materiatu méwimy wtedy, gdy np. materiat wykazuje ostabienie (spadek
naprezen koniecznych do postepowania deformacji plastycznej) lub gdy wraz z przyrostem
naprezenia spada odksztatcenia.

de>0

g b------
\j do>0
S0} A
o N
W=dode<0

niestateczno niestatecznosc¢

$
4 >
g g

Wystepowanie dolnej granicy plastycznosci jest zwigzane wtasnie z niestatecznoscia
materiatu, tj. z sytuacjg w ktérej pewne odksztatcenia trwate nawet przy spadku obcigzenia
koniecznego do utrzymania danego odksztatcenia.



Jesdli przyjmiemy postulaty Druckera, wtedy nieréwnos$¢ (30) moze by¢ interpretowana jako
ograniczenie na dopuszczalne orientacje wektorow reprezentujgcych stan naprezenia i stan
odksztatcenia w przestrzeni naprezen. lloczyn skalarny tych dwéch wektorow musi byé bowiem
dodatni, tzn.

(0—&)-de” = |o—6]|de”|cos+|(0—&):de”| > 0
to znaczy:

4(0-6):de"]| € <—§ ; %> (32)

Dla dowolnego stanu & i dowolnego stanu granicznego O jest to mozliwe tylko przy
jednoczesnym spetnieniu dwdch warunkéw:

1. Powierzchnia plastycznosci musi by¢ wypukta

2. Wektor przyrostu odksztatcen plastycznych musi by¢ normalny do powierzchni
plastycznosci

Jesli bowiem powierzchnia plastycznosci moze byé wklesta, wtedy zawsze mozna znalez¢ taki stan
naprezenia, ze praca (iloczyn skalarny) przyrostu naprezenia na przyroscie odksztatcen plastycznych
(reprezentowanych przez wektor normalny do powierzchni plastycznosci) bedzie ujemna, tj.
materiat bedzie wykazywat niestatecznosé¢ w sensie Druckera (ilustracja po lewej). Natomiast jesli
wektor przyrostu odksztatcen plastycznych nie bytby normalny do powierzchni plastycznosci, wtedy
nawet dla wypuktej powierzchni plastycznosci praca przyrostu naprezen na przyroscie odksztatcen
plastycznych moze by¢ ujemna (ilustracja po prawej).




Z postulatu Druckera wynika zatem, ze:

Powierzchnia plastycznosci w kazdym punkcie musi by¢ wypukta.

Przyrost odksztatcen plastycznych musi byé dany tensorem ortogonalnym do powierzchni
plastycznosci:

of
de =dn (33)
i 00,

gdzie dA jest pewnym wspotczynnikiem proporcjonalnosci miedzy gradientem warunku
plastycznosci a tensorem przyrostu odksztatcen plastycznych. Wspodfczynnik ten ma
interpretacje parametru materiatowego, ktéry w ogdlnosci moze zaleze¢ nie tylko od
materiatu ale réwniez od historii deformacji, tzn. jest funkcjg sciezki odksztatcenia. Zwigzek
ten nazywa sie warunkiem normalnosci. Odpowiada on tzw. stowarzyszonemu prawu
ptyniecia plastycznego w ramach przyrostowego modelu plastycznosci, w ktérym tensor

de” wyznacza sie jako pochodna funkcji skalarnej nazywanej potencjatem
plastycznym wzgledem sktadowych tensora naprezenia. W przypadku stowarzyszonego
prawa plyniecia potencjat plastyczny wyraza sie tg samg funkcjg naprezen, co warunek
plastycznosci.




4. WYBRANE ZJAWISKA ZACHODZACE PODCZAS DEFORMACII PLASTYCZNEJ
4.1 PROCES DEFORMACIJI PLASTYCZNEJ
W teorii plastycznosci wyrdznia sie dwa rodzaje procesow:

* procesy plastycznie czynne — lub procesy obcigzenia — sg to procesy nieodwracalne z
uwagi na dyssypacje energii zwigzang z powstawaniem i rozwojem odksztatcen
plastycznych. W czasie procesu czynnego zmianie ulega zaréwno tensor odksztatcen
sprezystych jak i tensor odksztatcen plastycznych. W duzym uproszczeniu mozna
powiedzieé, ze sg to procesy, w ktdrych spetniony jest warunek plastycznosci a przytozone
obcigzenie powoduje przyrost odksztatcen plastycznych. Dla proceséw czynnych

= spetfniony jest warunek plastycznosci:

flo)=0 (34)

= przyrost warunku plastycznosci na powierzchni plastycznosci jest nieujemny

of
a—o.'d0>0 (35)

* procesy plastycznie bierne — lub procesy odcigzenia — sg to procesy, w ktdorych nie
dochodzi do dyssypacji energii. W uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze sg to procesy
sprezyste — obcigzenia w zakresie sprezystym oraz odcigzenia — tj. procesy w czasie ktorych
zmianie ulega jedynie tensor odksztatcen sprezystych. Dla proceséw biernych:

= nie zostat spetniony warunek plastycznosci:

flo) <0 (36)

* lub przyrost warunku plastycznosci na powierzchni plastycznosci jest ujemny

flo)=0 A %-d0<0 (37)

Ten drugi przypadek odpowiada sytuacji, w ktérej co prawda warunek plastycznosci jest
spetniony, ale przyrost obcigzenia skutkowaé bedzie procesem odcigzenia. W tym miejscu warto
zaznaczy¢, ze w przypadku przyrostowych modelow plastycznosci z tzw. stowarzyszonym prawem
ptyniecia pochodna warunku plastycznosci wzgledem stanu naprezenia jest — z doktadnoscia do
statej — rowna tensorowi przyrostu odksztatcenia plastycznego. W takim przypadku iloczyn skalarny
tej pochodnej i tensora przyrostu naprezenia ma interpretacje (z doktadnoscig do statej) pracy
przyrostu naprezenia na przyroscie odksztatcenia plastycznego.



4.2 SPREZYSTY CHARAKTER ODCIAZENIA

Wspomniano juz, ze proces odcigzenia ma charakter sprezysty. Rzeczywiscie, jedynymi
odksztatceniami, ktére mogg ulec zmianie wskutek odcigzenia sg odksztatcenia sprezyste, ktore
postepowaty réwnolegle wraz deformacjg plastyczng. Zainicjowanie kolejnych poslizgéw
wymagatoby w istocie dostarczenia dodatkowej energii, stad wobec spadajacego obcigzenia
zewnetrznego odksztatcenia plastyczne pozostajg (sg trwate), a spadaja jedynie odksztatcenia
sprezyste.

Mozna zastanowi¢ sie nad faktem, ze charakterystyka sprezysta procesu pierwotnego
obcigzenia i podzniejszego odcigzenia sg wtasciwie identyczne (ten sam modut Younga E ).
Przeciez odksztatcenia plastyczne skutkujg trwatymi zmianami w strukturze wewnetrznej
materiatu, ktéra okresla przeciez jego wtasnosci mechaniczne. W istocie sumaryczna objetosé
obszarow objetych dyslokacjami jest bardzo niewielka w porownaniu do objetosci catego
monokrystalicznego ziarna. Poza tymi obszarami struktura krysztatu pozostaje zasadniczo
nienaruszona wskutek obcigzenia powodujgcego deformacje plastyczng — struktura ta jest
odksztatcona sprezyscie i po usunieciu obcigzenia powraca do pierwotnej konfiguracji. Z tego tez
wzgledu takie cechy mechaniczne materiatu jak np. state sprezyste wtasciwie nie zmieniajg sie w
toku deformacji plastycznej, dopdki odksztatcenia sg wystarczajgco mate.

4.3 NIESCISLIWY CHARAKTER DEFORMACJI PLASTYCZNEJ | NIEZALEZNOSC WARUNKU
PLASTYCZNOSCI OD NAPREZENIA HYDROSTATYCZNEGO

Liczne eksperymenty wskazujg, ze w toku deformacji plastycznej objetos¢ materiatu w
pierwszym przyblizeniu nie ulega zmianie, tj. ze plastyczne odksztatcenie objetosciowe jest rowne
w przyblizeniu zeru. Jest to zgodne z charakterem poznanych mechanizmoéw deformacji
plastycznej, ktore bazujg na trwatych odksztatceniach postaciowych — poslizgach i blizniakowaniu
— ktérych czynnikiem wymuszajagcym s3a naprezenia styczne. Rzeczywiscie, mechanizmy te
doprowadzajg do zmiany utozenia przestrzennego atomdw w sieci nie powodujgc jednak istotnej
zmiany catkowitej objetosci zajmowanej przez te atomy.

W przypadku materiatow, w ktérych daje sie zaobserwowac zjawisko ptyniecia plastycznego
proces deformacji plastycznej przypomina wiasnie ruch ptynu niescisliwego — stad tez nazwa
,ptyniecie” plastyczne. Zjawiskiem do pewnego stopnia zwigzanym z tg obserwacjg jest rowniez
niezaleznos¢ warunku plastycznosci od wielkosci naprezenia hydrostatycznego. Mozna zauwazyg,
ze w klasycznych warunkach CTG i MHMH dodanie do stanu naprezenia dowolnie wielkiego
naprezenia hydrostatycznego nie zmienia warunku ani wartosci naprezenia zredukowanego.

Obydwa te zjawiska znajdujg wspdlny wyraz w modelowaniu matematycznym w ramach
tzw. przyrostowego modelu plastycznosci ze stowarzyszonym prawem ptyniecia, w ktérym tensor
przyrostu odksztatcen plastycznych wyznacza sie jako gradient tzw. potencjatu plastycznego, a
potencjat ten jest réwny warunkowi plastycznosci. Jesli warunek plastycznosci jest niezalezny od
naprezenia hydrostatycznego, to pochodna potencjatu plastycznego W(o) (danego ta sama
funkcja, co warunek plastycznosci /(o) ) wzgledem tej sktadowej jest réwna 0, a pochodna ta —



zgodnie z przyjetym zawigzkiem konstytutywnym — jest miarg odksztatcenia objetosciowego.

pl __ 8‘1’ —
de/ —d)\aoﬁ, Y(o)= f(0o)

af _ pl_
aokk—O = deg, =0

Od razu trzeba zaznaczyé, ze obserwacja ta ma jedynie charakter przyblizony — w
rzeczywistosci doktadne pomiary wskazujg niewielkie zmiany objetosci materiatdw odksztatcanych
plastycznie oraz zaleznos¢ warunku plastycznosci od sktadowej hydrostatycznej, czego wyrazem sg
np. warunku Burzynskiego, Schleichera-Misesa, Druckera-Pragera i in.

4.4 WZMOCNIENIE

Wiemy juz, ze podstawowym mechanizmem deformacji plastycznej jest ruch dyslokacji.
Skoro zatem dla pewnego zakresu odksztatcen plastycznych procesy te wymagaja przytozenia coraz
wiekszego obcigzenia (wzmocnienie), musi istnie¢ jakas przeszkoda w ruchu dyslokacji. Mozna
wskazac zasadniczo dwie takie przeszkody.

Pierwszg z nich jest lokalnie duza gesto$¢é dyslokacji. Z kazdg dyslokacjg zwigzane jest pole
naprezen — pola zwigzane z kilkoma dyslokacjami mogg oddziatywaé na siebie w taki sposdb, ze
ruch dyslokacji moze wymaga¢ mniejszego wymuszenia zewnetrznego (,dyslokacje sie
przyciagajg”) lub przeciwnie — wiekszego (,dyslokacje sie odpychajg”). Materiat silnie odksztatcony
plastycznie posiada wiele dyslokacji. Jesli dyslokacje te koncentrujg sie w jednym miejscu i
oddziatuja na siebie w taki sposdb, ze utrudniajg sobie wzajemnie ruch (np. dyslokacje w tej
samej pfaszczyznie i o tym samym wektorze Burgersa), zachodzi zjawisko wzmocnienia, tj. do
kolejnych przyrostow odksztatcenia plastycznego konieczne bedzie wieksze obcigzenie.

Moze tez zdarzy¢ sie, ze w obszarze silnej koncentracji dyslokacji réznego typu, beda one
wzajemnie wspomagac swaj ruch i do kolejnych przyrostéw odksztatcenia plastycznego wymagane
bedzie mniejsze obcigzenie — méwimy wtedy o zjawisku ostabienia.

Drugim mechanizmem wzmocnienia jest blokowanie ruchu dyslokacji na granicy ziaren.
Opisane mechanizmy propagacji dyslokacji dotyczg tylko ruchu w strukturze idealnej. Pewng
przeszkode w tym ruchu mogg stanowi¢ zatem inne defekty tej struktury (co zostato opisane
powyzej) lub granica obszaru o ustalonej strukturze. Struktura utozenia atomoéw na granicy ziaren i
w obszarach bezposrednio do nich przylegajacych jest silnie zaburzona i ruch dyslokacji w takim
osrodku jest zasadniczo niemozliwy. Z tego powodu materiaty polikrystaliczne wykazujg wieksze
wzmocnienie niz monokrysztaty i — podobnie — materiaty o drobniejszym uziarnieniu (wieksza
sumaryczna powierzchnia granic) wykazujg wieksze wzmocnienie niz te o wiekszych wymiarach
ziaren. Rozdrabnianie ziaren jest jednym ze sposobdw na zwiekszenie granicznej wartosci
naprezenia uplastyczniajgcego.



W prostych jednoosiowych zagadnieniach, zjawisko wzmocnienia plastycznego mozna
opisa¢ w prosty sposéb, za pomocg przyblizonych wzoréw empirycznych. Przyktadami takich
wzoréw moga byc¢:

wz6r Hollomona o= K(e")
wzor Ludwika o=o0,+K(")

wzér Ramberga-Osgooda €= % + K(%)n

(38)

(39)

(40)

materiatu w zakresie plastycznym. Jest to opis bardzo uproszczony.

W przypadku wzoréw Hollomona oraz Ludwika we wzorach wystepuje jedynie
odksztatcenie plastyczne — odksztatcenie sprezyste przyjmowane jest za pomijalnie mate i tym
samym wzory te odpowiadajg modelowi ciat sztywno-plastycznych. Wielko$¢ » , zwana
wyktadnikiem (wskaznikiem) wzmocnienia i uwazana za statg materiatowg, jest podstawowym
parametrem opisujgcym wzmocnienie materiatu. Stata materiatowa K jest miarg sztywnosci

Zagadnienie wzmocnienia jest w istocie znacznie bardziej ztozone. Chodzi bowiem o
ewolucje warunku plastycznosci (i tym samym powierzchni plastycznosci) w toku postepujacej
deformacji plastycznej. W przypadku materiatdw izotropowych szeroko akceptowanymi modelami
wzmaochienia s3:

Wzmocnienie izotropowe zaktada, ze powierzchnia
plastycznosci nie zmienia swojego ksztattu i
rozszerza sie rownomiernie w kazdym kierunku
(izotropowo) w przestrzeni naprezen. Jesli zatem np.
wskutek rozciggania w zakresie plastycznym
wzmocnienie doprowadzito do a-krotnego wzrostu
wartosci naprezenia granicznego, to w innych
stanach obcigzenia (np. Sciskanie albo S$cinanie)
odpowiadajgce im graniczne wartosci naprezenia
rowniez wzrastajg  a-krotnie. W takiej sytuacji
zmiane warunku plastycznos$ci po wzmocnieniu
mozna zapisac¢ nastepujacy sposoéb:

flo) - slg)=o,

o=1

Jesli warunek plastycznosci zapiszemy w postaci:

flo)=c

(41)

gdzie ¢ jest pewng wartoscig graniczng, to dla materiatow bez wzmocnienia ¢ bedzie
state. Dla materiatéw ze wzmocnieniem izotropowym ¢ moze by¢ uwazane za pewng
funkcje uwzgledniajgca historie obcigzenia. Postuluje sie, aby historia ta uwzgledniana byta



za pomocg pewnego parametru skalarnego — powszechnie akceptuje sie dwie propozycje
takiego parametru:

model wzmocnienia izotropowego Taylora-Quinney'a — w modelu tym przyjmuje
sie, ze wielkos¢ wzmocnienia zalezy od pracy naprezein na odksztatceniach
plastycznych W,

c=c(w,)  gdzie W,= foijdsf;’ (42)

gdzie catka przebiega po rzeczywistej historii obcigzenia i deformacji.

model wzmocnienia izotropowego Odquista-Hilla - — w modelu tym przyjmuje sie,
ze wielko$¢ wzmocnienia zalezy od catkowitej drogi s$ciezki odksztatcenia
plastycznego d

c=cld,) ,gdzie dp,:f del del! (43)

gdzie catka przebiega po rzeczywistej historii deformacji. Pierwotna propozycja
Odquista dotyczyta sciezki odksztatcenia catkowitego.

wzmochienie kinematyczne zaktada, ze
powierzchnia plastycznosci nie zmienia ani swojego
ksztattu ani wymiaréw, ale przesuwa sie w
przestrzeni naprezen jako bryta sztywna. Cechg tego
modelu jest to, ze jesli np. wskutek rozciggania w
zakresie plastycznym wzmocnienie doprowadzito do
wzrostu wartosci naprezenia granicznego o Ao ,
to w stanie obcigzenia przeciwnego — Sciskania w
tym samym kierunku — odpowiadajgca mu graniczna
warto$¢ naprezenia spada o warto$¢ Ao . W
takiej sytuacji zmiane warunku plastycznosci po
wzmocnieniu mozna zapisa¢ nastepujgcy sposob:

flo) - flo-Ac)=0

(44)

wzmocnienie mieszane jest ztozeniem modelu wzmocnienia kinematycznego oraz
izotropowego — powierzchnia plastycznos$ci moze zwieksza¢ rGwnomiernie swoje rozmiary

i przesuwac sie w przestrzeni naprezen.

flo) - flg-ac)=0

(45)

wzmocnienie anizotropowe zakfada, ze powierzchnia plastycznosci moze zmienia¢ swoj
ksztatt w kazdym kierunku w przestrzeni naprezen (tj. dla kazdego ztozonego stanu

granicznego) w ogdlnosci w odmienny sposéb.



4.5 EFEKT BAUSCHINGERA

Gdy materiat jest odksztatcony plastycznie, a nastepnie odcigzony, w jego wnetrzu w
mikroskopowej skali pozostajg pewne naprezenia resztkowe zwigzane z niejednorodnoscia
wewnetrznej struktury materiatu i spowodowanymi tym odmiennymi stanami naprezenia
powstatymi w ziarnach o réznorodnie zorientowanych strukturach. Naprezenia te stanowiag jednak
uktad sit w rownowadze. Gdy materiat zostanie ponownie obcigzony w odmienny sposdb niz
pierwotnie naprezenia te majg wptyw na uruchomienie mechanizmoéw deformacji plastycznej, co
sprawia, ze zachodzi ona przy obcigzeniu o innej wartosci niz w pierwotnym procesie obcigzenia.
Zjawisko to nazywamy efektem Bauschingera. Jednym z prostych sposobéw uwzglednienia efektu
Bauschingera jest zastosowanie modelu wzmocnienia kinematycznego, jak to zostato zilustrowane
na rysunku ponizej:

Pierwotna Deformacja plastyczna Wtérna (pozorna)
charakterystyka ze wzmochieniem charakterystyka
materiatu i odcigzenie materiatu
A° A° A°
Od\'\e“'\e oo,t """""""
B>
o ........
0,t
@
<
k<]
€ © € €
_ > -
10
0,c
o' ........
0,c

4.6 ANIZOTROPIA WYMUSZONA

Wspomniano, ze deformacja plastyczna zmienia strukture ziarna monokrystalicznego
jedynie w niewielkim stopniu — sumaryczna objeto$¢ obszaréw, objetych bezposrednim
oddziatywaniem dyslokacji jest mata w poréwnaniu do objetosci catego ziarna. Z drugiej strony w
ciele polikrystalicznym silna deformacja plastyczna moze doprowadzié do zmiany wzajemnego
utozenia ziaren miedzy sobg. Jest jasne, ze np. stan jednoosiowego rozciggania ma wyraznie
okreslony kierunek wyrézniony przez to obcigzenie — ziarna krystaliczne pod wptywem
obcigzenia doznaja obrotu i wydtuzajg sie w kierunku najwiekszego odksztatcenia rozciggajacego.
Podobne zjawiska zachodzg w ztozonych stanach obcigzenia, przy czym orientacja, do ktérej dazy
utozenie struktury krystalicznej ziarna zalezy od historii procesu deformacji, przy czym w ciele
polikrystalicznym ta orientacja graniczna jest w ogdlnosci inna dla réznych ziaren z uwagi na brak
swobody ruchu kazdego z nich. W rezultacie struktura wewnetrzna materiatu ulega zmianie w
taki sposéb, ze makroskopowe cechy mechaniczne materiatu pierwotnie izotropowego nabieraja
cech anizotropii wymuszonej obcigzeniem — takie cechy jak sztywnos$¢ (réowniez w zakresie
sprezystym) lub wartos¢ granicy plastycznosci przyjmujg wtedy rézne wartosci, w zaleznosci od
orientacji obcigzenia wzgledem kierunkdw tej wymuszonej anizotropii.



Nawet dla materiatéw, ktére pierwotnie byty zbiorem ziaren o catkowicie losowym
rozktadzie orientacji struktury krystalicznej poszczegélnych ziaren — méwimy wtedy, ze struktura
nie wykazuje zauwazalnej tekstury — mozna w toku postepujacej deformacji plastycznej zauwazy¢
rozwoj tekstury materiatu, tj. coraz powszechniejszego wspdlnego ukierunkowania orientacji
struktury krystalicznej ziaren.

5. ROWNANIA MATEMATYCZNEJ TEORII PLASTYCZNOSCI

Teoria plastycznosci stanowi dziat mechaniki osrodkéw ciggtych, czyli matematycznej
teorii opisujacej ruch i deformacje ciat odksztatcalnych, ktérych struktura umozliwia opisywanie ich
za pomocy tzw. osrodka ciggtego — obszar zajmowany przez ciato w przestrzeni utozsamiamy
wtedy z pewnym podobszarem euklidesowej przestrzeni fizycznej, na ktérym mozemy w sposéb
jednoznaczny opisywaé pewne ciggte i rdéiniczkowalne funkcje, ktérych warto$é zalezy od
wybranego punktu tego podobszaru. Funkcje te opisujg stan mechaniczny ciata.

5.1 KINEMATYKA OSRODKA CIAGLEGO — ROWNANIA GEOMETRYCZNE

W ogdlnym sformutowaniu opis deformacji ciata mozna sprowadzi¢ do przyporzgdkowania
kazdej czastce ciata jej potozenie w przestrzeni w kazdej chwili ruchu. Czastke za$ identyfikowaé
mozemy poprzez jej potozenie na poczatku ruchu. | tak pole wektorowe X , ktdérego sktadowe
nazywamy wspotrzednymi materialnymi lub wspotrzednymi Lagrange'a, okresla¢ bedzie
potozenie danej czastki na poczatku ruchu, tj. w konfiguracji poczatkowej lub konfiguracji
odniesienia. Pole wektorowe x , ktérego sktadowe nazywamy wspoétrzednymi przestrzennymi
lub wspotrzednymi Eulera, okreslajg punkt w przestrzeni. Wektor przemieszczenia zdefiniowany
jest nastepujaco:

u=x—X (46)

Tzw. materialny opis ruchu ciata odksztatcalnego sprowadza sie do znalezienia przyporzgdkowania:

X = X(X,t) (47)
Nieskornczenie mate wtdékno materialne utozsamia¢ mozemy z wektorem tgczacym dwie
nieskonczenie bliskie czastki:

dX = (X+dX)-X

Przy zatozeniu, ze znamy odwzorowanie (47), posta¢ tego widkna po deformacji moze by¢
przyblizona wektorem tgczgcym potozenia tych czastek po deformaciji.

dx =x(X+dX)—x(X)



konfiguracja
odniesienia

konfiguracja
aktualna

Korzystajac z rozwiniecia drugiego ze sktadnikdw tego wyrazenia w szereg Taylora i ograniczajac
nasze rozwazania jedynie do punktéw nieskonczenie bliskich, dla ktérych dalsze cztony szeregu sg
bliskie zera, mozemy napisac:

dx =x(X+dX)—x(X)= x(X)+%VXde+... —X~ VixdX (48)

Gradient pola wspétrzednych przestrzennych wzgledem wspoétrzednych materialnych nazywac
bedziemy gradientem deformacji i oznaczamy symbolem F - jest to pole tensorowe drugiego
rzedu:

ox,
F=V,x < F,.j:a;l (49)
J

Diugos¢ dowolnego witékna materialnego przed deformacja d L, utozsamiamy z dtugoscia
wektora opisujgcego to wtokno d L, = Jd X,;d X, .Dtugosé tego samego witékna po deformacji
mozna wyznaczy¢ nastepujgco:

dL=+dx,dx,=F dX F,dX, =JC,dX dX, (50)

gdzie
C=F'F o C,=F,F, (51)

Tensor C nazywac bedziemy tensorem deformacji. Réznice kwadratéw dtugosci wtékna po
deformacji i przed deformacjg mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

dl’—dL;=CydX,dX,—dX,dX,=2E,dX,dX, (52)



gdzie
1 1
E=§(E—1) ® E,;= E(C,.j—a,,) (53)

Tensor E nazywac bedziemy tensorem odksztatcenia. Wykorzystajmy teraz w definicji powyzszej
definicje tensora deformacji oraz gradientu deformacji, sam zas gradient deformacji spréobujmy
wyrazi¢ przez wektor przemieszczenia:

i 0 i
F.= =—(X+u.)=06 + 54
T oX, an( ) =9, oX, (54)
Mamy wtedy:
1 ou ou 1 Ou. Ou. Ou, Ou
E. =8, +=—L||8,,+=—L|-6,| == L Ly k&
i 2(’“ aXi)( b 6X_].) ’f] 2(6)(]. 0X, 0X,0X,

(55)

Zwigzki powyzisze (obowigzujace dla i, j=1,2,3 ) nazywamy réwnaniami geometrycznymi. W
wiekszosci praktycznych zagadnien opisywanych w ramach teorii sprezystosci i plastycznosci
przyjmuje sie zatozenie o matych przemieszczeniach i matych odksztatceniach. Zgodnie z
zatozeniem o matych przemieszczeniach konfiguracja odniesienia i konfiguracja aktualna ciata sg
bardzo bliskie siebie, co w konsekwencji pozwala nam utozsamiac ze sobg wspotrzedne materialne
i wspotfrzedne przestrzenne, tj. x,~X, . Zgodnie z zatozeniem o matych odksztatceniach
pochodne przemieszczen sg wielokrotnie mniejsze od jednosci. Konsekwencjg tego zatozenia jest
to, ze ostatni nieliniowy czton po prawej stronie zwigzkdw geometrycznych zmierza do 0 znacznie
szybciej niz pierwsze dwa, liniowe. W rezultacie rownania geometryczne w ramach teorii matych
odksztatcen i matych przemieszczen przyjmujg przyblizong postac zwigzku liniowego:

By~ L2, 94 (56)
i Ox; 0x,

Wyrazenie po prawej stronie jest definicjg tensora matych odksztatcen

e=[Vur(Vu)] o s.:l(%+%) (57)

Poniewaz ograniczamy sie jedynie do teorii liniowej, nazywac¢ go bedziemy po prostu tensorem
odksztatcenia. Jest to symetryczny tensor drugiego rzedu — jego symetria wynika z przyjetej
definicji.



Mozna pokazag, ze:

e sktadowe jednoimienne (i:j) tensora odksztatcenia sg w przyblizeniu réwne
wydtuzeniu wzglednemu widkna, ktore przed deformacjg byto réwnolegte do i -tej osi
przyjetego uktadu wspodtrzednych. Sktadowe te nazywamy odksztatceniami liniowymi.

e ~ AL _ L—-L, _ |dxi|_|dxi|
T Ly Ly |d X
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X, konfiguracja
aktualna

X
3

+ Skfadowe réznoimienne (i# j) tensora odksztalcenia s3 w przyblizeniu réwne potowie
kata, o jaki zmieni sie kat prosty miedzy wtdknami, z ktérych jedno byto pierwotnie
rownolegte do i -tej osi przyjetego uktadu wspdtrzednych, drugie zas byto rownolegte do

J -tej osi tego uktadu. Sktadowe te nazywamy odksztatceniami postaciowymi.

aﬁ%’i , Y, =D,—0, , ®,=%(dX,;dX,)=90" , ¢, = %(dx, dx))
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aktualna



5.2 DYNAMIKA OSRODKA CIAGLEGO - ROWNANIA RUCHU

Ruch osrodka ciggtego jest ztozeniem ruchu czgstek, w ramach ktérego odlegtosci miedzy
tymi czastkami sie nie zmieniajg (ruch bryly sztywnej bedacy ztozeniem przesuniecia
rownolegtego i obrotu) oraz odksztatcenia, tj. ruchu czastek wzgledem siebie, co prowadzi do
zmiany ksztattu i objetosci ciata. W ramach mechaniki klasycznej przyjmujemy, ze w inercjalnym
uktadzie odniesienia ciato, ktdre pierwotnie byto w spoczynku, poruszaé¢ sie moze jedynie pod
wptywem dziatania jakiejs sity. Ruch czgstek wzgledem siebie mozliwy jest zatem jedynie w
sytuacji, gdy w ciele wystepujg jakies$ sity wewnetrzne wymuszajgce ten ruch. Postulujemy, ze sity
te majg charakter sit powierzchniowych, tj. opisywac je bedziemy za pomocg wektorowego pola
powierzchniowe] gestosci sit wewnetrznych. Powierzchniowg gestosc¢ sit wewnetrznych nazywad
bedziemy naprezeniem. Przyjmujemy, ze wektorowe pole naprezenia zalezy nie tylko od
rozpatrywanej czastki, ale réwniez od tego, jak zorientowana jest powierzchnia wewnatrz ciata, do
ktorej odniesione sg sity wewnetrzne.

Analizujgc rownowage sit przytozonych do nieskoriczenie matego czworosciennego wycinka
ciata odksztatcalnego, mozina pokaza¢, ze wektor naprezenia p odpowiadajacy powierzchni,
ktéra w danym punkcie ma normalng v , mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob

p=0v <  p=0,V, (58)
gdzie O jest tensorem naprezenia. Jest to symetryczny tensor drugiego rzedu. Mozna pokazac,

ze jego symetria wynika z lokalnego zachowania Il zasady dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego
(zasady kretu). Interpretacje fizyczng sktadowych tensora naprezenia ilustruje ponizszy obrazek:
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Moéwimy, ze tensor naprezenia okresla stan naprezenia w ciele. Aby wyznaczyé¢ réwnanie
ruchu dla ciata odksztatcalnego, rozwazmy wycinek ciata odksztatcalnego, w ktérym przyrosty
sktadowych tensora naprezenia przyblizamy sktadowymi gradientu tensora naprezenia. Wycinek
ten obcigzony jest ponadto zewnetrznymi sitami objetosciowymi oraz — zgodnie z zasada
d'Alemberta — pozorng sitg bezwtadnosci, rowng iloczynowi masy ciata i jego przyspieszenia ze
znakiem ,,-”
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Rozwazmy rownowage sit na kierunku osi x, , catkujac odpowiednie naprezenia ze $cianek

prostopadfosciennego wycinka oraz catkujac sity zewnetrzne i sity bezwtadnosci po catej objetosci
tego wycinka:

00 00
-0 Ax, Ax;+ (0“+8 “Axl)szAx3 Oy, Ax;Axy+ (021+a 21Ax2)Ax1Ax3

0o
_031AX]AX2 (031+ a AX3)AX1AXZ (b]AX]AXzAX3)_(prlAX2AX3Z/Z1):O

Po redukcji otrzymamy:
00, +6021 +6031

ox, Ox, Ox,

+b, = pii, (59)



Rozumowanie to mozna powtdrzy¢ dla pozostatych kierunkédw. Po uwzglednieniu symetrii tensora
naprezenia mozemy zapisa¢ rownania ruchu w nastepujacej postaci:

00,
—lj — ..'
ax + b, = pi; (60)

J

W przypadku zagadnien statyki, w ktérych udziat sit bezwtadnosci moze byé pominiety, réwnania te
noszg nazwe rownan réwnowagi.

5.3 ZWIAZKI KONSTYTUTYWNE W DEFORMACIJI SPREZYSTO-PLASTYCZNE)

Kluczowym elementem w poprawnym sformutowaniu matematycznej teorii plastycznosci,
odrdzniajagcym teorie plastycznosci od teorii sprezystosci jest dobér odpowiednich zwigzkow
fizycznych miedzy stanem naprezenia a stanem odksztatcenia z uwzglednieniem podziatu
odksztatcen na sprezyste i plastyczne.

W ramach deformacji sprezystej powszechnie przyjmuje sie model ciata liniowo-
sprezystego z liniowymi zwigzkami konstytutywnymi uogdlnionego prawa Hooke'a, w ktorym
kazda ze sktadowych tensora naprezenia wyraza sie jako liniowa kombinacja sktadowych tensora
odksztatcenia (i vice versa), zas wspotczynniki tej kombinacji nazywamy statymi materiatowymi:

G =2Ge+At(e)]l o g= %[(l—kv)o—vtr(c)l]

1
0,=2Ge,+Ad,e,, & g :E[(l—i—v)oy—vé[jokk] (61)
gdzie:
A+2
= M - modut Younga, modut sztywnosci podtuznej
A+G
= 2(A[:-G) - liczba Poissona, wspoétczynnik rozszerzalnosci bocznej
G=——— - modut Kirchhoffa, modut sztywnosci poprzecznej
2(1+v)
A= Lv - pierwszy parametr Lamégo

(1+v)(1-2v)

Jest to najprostszy z modeli konstytutywnych, ktory w wiekszosci istotnych zagadnien praktycznych
okazuje sie wystarczajgcy do modelowania zjawisk sprezystych. tatwo sprawdzi¢, ze jezeli tensor
naprezenia jest w postaci diagonalnej, to odpowiadajgcy mu tensor odksztatcenia rowniez jest w



postaci diagonalnej, tj. majg one te same kierunki wtasne.

Z uwagi na wspomniang juz niescisliwo$¢ deformacji plastycznej, w teorii plastycznosci
szczegblne znaczenie ma mozliwosc zapisania zwigzku konstytutywnego w postaci uktadu dwéch
nastepujacych zwigzkdw:

* prawo zmiany objetosci: p=K0 (62)
* prawo zmiany ksztattu: s=2Ge (63)
gdzie:
p= %(011+022+033) - naprezenie hydrostatyczne
0 =¢,,+e,+e;; - odksztatcenie objetosciowe
s=0—pl - dewiator naprezenia
e=¢— gl - dewiator odksztatcenia
pl - aksjator naprezenia
%1 - aksjator odksztatcenia
E 2 e e .
K = m = A+§ G - modut Helmholtza, modut sztywnosci objetosciowe;j

Dowolny tensor mozemy zapisac¢ jako sume jego aksjatora i dewiatora. Zauwazmy, ze na
to, aby tensor naprezenia i odksztatcenia miat te same kierunki wtasne potrzeba i wystarcza, aby
ich dewiatory miaty te same kierunki wtasne — poniewaz aksjator ma postac diagonalng w kazdym
uktadzie wspditrzednych, zatem dodany do dewiatora w jego uktadzie osi wtasnych zachowuje jego
posta¢ diagonalng i nie zmienia kierunkéw wtasnych. W kontekscie dewiatorow wprowadzamy
pojecie intensywnosci dewiatora:

o 33 3
intensywnosc naprezenia: §; =A=S8S= ESijSij— EHS“

2
* intensywnos¢ odksztatcenia: e, = \/ée-e = \/ée»-e» = \/5“9“
i 2 2 gy 2

Warto od razu zwrdci¢ uwage, ze intensywnos$¢ naprezenia jest toisama z naprezeniem
rownowaznym odpowiadajgcym warunkowi plastycznosci MHMH. Podsumowujgc powyzsze
rozwazania, mozemy stwierdzi¢, ze w zakresie sprezystym, dla materiatéw liniowo-sprezystych
prawdziwe sg ponizsze stwierdzenia:

1. Naprezenie hydrostatyczne jest proporcjonalne do odksztatcenia objetosciowego.
2. Intensywnos$¢ naprezenia jest proporcjonalna do intensywnos$ci odksztatcenia.
3. Kierunki wtasne tensora naprezenia i tensora odksztatcenia sg takie same.



Po spefnieniu warunku plastycznosci zwigzki omoéwione powyzej obowigzujg juz tylko
miedzy tensorem naprezenia a tensorem odksztatcen sprezystych. Zwigzek konstytutywny miedzy
tensorem naprezenia a tensorem odksztatcen plastycznych moze byé w ogdlnosci odmienny.
Wyrézni¢ tu mozna zasadniczo trzy podejscia do okreslenia zwigzku konstytutywnego dla
deformacji sprezysto-plastycznej:

* modele uproszczone — sg to w istocie modele nieliniowo sprezyste, tj. modele ciata
sprezystego, w ktérych zatozone nieliniowe zwigzki konstytutywne sg dobierane w taki
sposdb, aby dobrze odpowiadaty wyznaczonej eksperymentalnie krzywej oc—¢ zardwno w
zakresie sprezystym jak i sprezysto-plastycznym. Modele te zaktadajg jednoznaczny i
lokalnie odwracalny zwigzek miedzy naprezeniem i odksztatceniem. Ich przydatnosé
ograniczona jest jedynie do procesow monotonicznego obcigzenia — nie uwzgledniajg one
bowiem sprezystego charakteru proceséw biernych. S3 to przyktadowo modele
wzmochienia potegowego Ludwika, Ramberga-Osgooda itp. Najczesciej formutowane sg
jedynie dla prostych stanéw obcigzenia, np. stanu jednoosiowego. Przyktadami prostych
modeli plastycznosci sg modele, ktdre okresla sie niekiedy mianem modeli asymptotycznej
plastycznosci:

. ) _ Y o

Prager: €= z arCtgh(oo) (64)
= VYlinen: (1= _9o :

Ylinen: g = E[ao (1 a)ooln(l 00)] , a€(0,1)  (65)
. 5 ., _c g\

Zyczkowski: €= E(l—oo) , n=0 (66)

Prager O a->1 Ylinen © Zyczkowski

A

[<7]
(¢r]

* teorie odksztatceniowe (deformacyjne) lub modele odksztatcenia catkowitego — zaktadaja,
ze stan naprezenia w sposob jednoznaczny wyznacza stan odksztatcenia — zaréwno
sprezystego jak i plastycznego. Modele te posiadajg zasadniczg wade polegajgcg na tym, ze
nie opisujag w sposdb poprawny zjawisk odcigzenia i ponownego obcigzenia. Ich
uzytecznos¢ wynika z faktu, ze dla prostych zagadnien, w ktérych stan naprezenia przyrasta
proporcjonalnie, dajg one wyniki zbiezne z doswiadczeniem, a przy tym modele te majg
prostg strukture matematyczna.



* teorie ptyniecia plastycznego lub przyrostowe modele plastycznosci — zakfadaja, ze stan
naprezenia w sposdb jednoznaczny wyznacza stan odksztatcenia sprezystego oraz tensor
przyrostu odksztatcenia plastycznego. Inaczej niz teorie deformacyjne, opisuja one w
sposéb poprawny zjawiska wielokrotnego obcigzenia i odcigzenia, jednakze odksztatcenie
plastyczne musi by¢ wyznaczone dopiero poprzez odpowiednie sumowanie wyznaczonych
przyrostéw.

5.3.1. ODKSZTALCENIOWE MODELE PLASTYCZNOSCI
5.3.1.1 TEORIA NADAIA — HENCKY'EGO - ILJUSZYNA

Najszerzej rozpowszechnionym modelem catkowitego odksztatcenia jest teoria Hencky'ego
— lliuszyna. W nawigzaniu do powszechnie akceptowanego pogladu, ze warunek plastycznosci nie
zalezy w pierwszym przyblizeniu od naprezenia hydrostatycznego, oraz ze trwata deformacja
objetosciowa jest w przyblizeniu réwna 0, zaktada sie, ze:

1. Naprezenie hydrostatyczne jest proporcjonalne do odksztatcenia objeto$ciowego, przy
czym wspodtczynnik proporcjonalnosci (modut Helmholtza) jest staty w czasie deformaciji, tj.
ma te samg warto$é zaréwno w zakresie odksztatcen sprezystych, jak i w zakresie
deformacji sprezysto-plastyczne;.

2. Intensywnos¢ naprezenia jest funkcjg wytacznie intensywnosci odksztatcenia. Nie jest to
zatem juz proporcjonalnos¢ tych dwdéch wielkosci - funkcje wigzaca intensywnosci nalezy
wyznaczy¢ na drodze doswiadczalnej. Wazne jest jednak, ze zwigzek ten nie zalezy od
wielkosci naprezenia hydrostatycznego oraz odksztatcenia objetosciowego.

3. Kierunki wtasne tensora naprezenia i tensora odksztatcen catkowitych sg takie same.
Zatozenie to znajduje uzasadnienie w doswiadczalnej obserwacji, zgodnie z ktérg kierunki
maksymalnych naprezen stycznych pokrywaja sie z kierunkami maksymalnych odksztatcen
postaciowych — sg to kierunki nachylone pod katem 45° do kierunkdw wtasnych. Pozwala to
zatozy¢, ze dewiatory naprezenia i odksztatcenia sg wspodtosiowe. Poniewaz dodanie
dowolnej skfadowej kulistej (aksjatora) nie zmienia kierunkdw wtasnych, zatem w
przypadku deformacji plastycznej, gdy przyrost naprezenia hydrostatycznego nie powoduje
przyrostu plastycznego odksztatcenia objetosciowego, wspdtosiowosc tensora naprezenia i
tensora odksztatcen catkowitych jest zachowana.

Réwnania konstytutywne teorii Hencky'ego — lluszyna sg nastepujace:

B 1
i (q’(si)"'ﬁ)séf (67)




tatwo mozemy wyrdzni¢ w nich sktadowg sprezystg i plastyczna.

Deformacja sprezysta:
S
e i
726 (68)
p=K0
Deformacja plastyczna:
l __ l __
85‘ _eil,') - (Si)Si/'
®(s,) > 0 dla proceséw czynnych (69)
¢(s;) =0 dla procesow biernych

Zwigzki konstytutywne dla sktadowych sprezystych sg identyczne jak w ciele liniowo-
sprezystym. Plastyczna sktadowa stanu odksztatcenia ma jedynie sktadowag dewiatorowg —
skfadowa hydrostatyczna €/ =0 . Fakt, ze ¢(s,) ma by¢ zerowe dla proceséw biernych mozna

rozumieé nastepujaco:

* przed uplastycznieniem — w przypadku deformacji sprezystej — sktadnik ten jest zerowy i
zwigzki konstytutywne (a w konsekwencji cata teoria) sg identyczne jak w przypadku ciata
liniowo-sprezystego.

+ po uplastycznieniu — w przypadku odcigzenia — zwigzek konstytutywny z ¢(s,)=0
obowigzuje dla wynikajgcych z odcigzenia przyrostow naprezenia A0C i catkowitego
odksztatcenia A€ wzgledem pewnego stanu po uplastycznieniu o ,& , w ktérym
zaczyna sie odcigzenie. Z uwagi na liniowos¢ teorii, tak wyznaczone przyrosty na mocy
zasady superpozycji s3 nastepnie dodawane do stanéw o, €

Kluczowa wadg tej teorii jest brak mozliwosci poprawnego opisu procesow wielokrotnego
obcigzenia i odcigzenia. Przyjmijmy, ze w wyniku pierwotnego obcigzenia osiggniety zostanie
pewien stan odksztatcenia plastycznego, trwatego. Nastepnie, w wyniku odcigzenia sprezyste
sktadowe stanu odksztatcenia spadajg, plastyczne zas$ pozostajg niezmienne. Jedli teraz ponownie
obcigzymy materiat, ale w sposéb odmienny niz pierwotnie, tak ze dewiator s, w chwili
ponownego spetnienia warunku plastycznosci jest odmienny niz pierwotnie. Wyznaczony zgodnie
ze zwigzkiem elf’: ¢s, stan odksztatcenia plastycznego jest niezgodny z tym wyznaczonym
wczesniej - sytuacja taka jest niedopuszczalna. Dopdki jednak model ten jest wykorzystywany w
opisie procesébw monotonicznych, daje on wyniki o wystarczajagco dobrej zgodnosci z
doswiadczeniem. Przez proces monotoniczny rozumiemy taki, w ktorym spetnione sg dwa
warunki:

* kierunki wtasne tensora naprezenia pozostajg niezmienione.
* wzajemne stosunki miedzy sktadowymi dewiatora naprezenia pozostajg state, tj.

S
—=const

sl



5.3.2 PRZYROSTOWE MODELE PLASTYCZNOSCI

Alternatywg dla teorii deformacyjnych sg tzw. teorie przyrostowe zwane niekiedy teoriami
ptyniecia plastycznego. Nazwa ta nawigzuje do mechaniki ptynéw, w ktorej jedno z podstawowych
rownan ma analogiczng posta¢ do zatozonego zwigzku konstytutywnego. Zatozenie o braku
odksztatcen objetosciowych w zakresie plastycznym koresponduje z kolei z mechanikg ptyndw
niescisliwych. Analogia nie jest jednak zupetna i dlatego bardziej poprawne jest stosowanie
terminu modelu przyrostowego.

Wspomniano juz przy okazji omawiania teorii deformacyjnej, ze odksztatcenia sprezyste i
plastyczne bedg rozrdzniane oraz ze zwigzek konstytutywny miedzy odksztatceniami sprezystymi
a naprezeniem bedzie taki sam jak dla ciata liniowo-sprezystego w catym zakresie deformacji
zaréwno sprezystej jak i sprezysto-plastycznej. Zatozenie to obowigzuje réwniez w teorii ptyniecia
plastycznego. Naszym zadaniem jest teraz okreslenie zwigzku konstytutywnego miedzy tensorem
naprezenia a tensorem odksztatcen plastycznych. W ogdlnosci, zwigzek konstytutywny mozna
przedstawi¢ w dwojaki sposdb. Jesli bowiem ogdlng postad takiego zwigzku

g” = S(o) = Sgl:S@/(sz)

to zwigzek taki mozna zapisa¢ rowniez w formie przyrostowej, tj. zapisujgc wyrazenie na rdézniczke
zupetng

de"=Bdo = e =5ldo,

Sktadowe stanu odksztatcenia mozna uzyskaé poprzez catkowanie przyrostéw stanu naprezenia:

(2)
Ou

o
oS 05,
g = S(o(])) + f %do < 851 = Sij<0(kll)) + f ao;dokz

0} (1)
o Oy

Cho¢ pozornie wydaje sie to podejsciem bardziej ucigzliwym, ma jednak istotng przewage
polegajagcq na tym, ze lokalna zmiennos¢ stanu odksztatcenia i stanu naprezenia moze by¢
okreslona nie tylko dla aktualnego stanu, w jakim materiat sie znajduje (aktualny stan naprezenia
i odksztatcenia), ale réwniez od aktualnego charakteru procesu, jakiemu podlega (aktualny
przyrost stanu naprezenia i odksztatcenia) — a to jest kluczowe w opisie zagadnien wielokrotnego
obcigzenia i odcigzenia oraz w przypadku obcigzen niemonotonicznych, w ktérych posta¢ stanu
naprezenia i Sciezka odksztatcenia moze sie nieustannie zmieniac.

Jednakze kluczowe zatozenie klasycznej teorii ptyniecia plastycznego stawia istotne
ograniczenie w dowolnosci formutowania zwigzku konstytutywnego w formie przyrostowe;j.
Zaktada sie bowiem, ze tensor przyrostu odksztatcen plastycznych zalezy od aktualnego stanu
naprezenia (i ewentualnie od historii deformacji), ale jest niezaleiny od tensora przyrostu
naprezenia. Uzasadnienie tego zatozenia moze by¢ nastepujgce: rozwazmy ciato krystaliczne w
pewnym okreslonym stanie naprezenia. Ten aktualny stan naprezenia — w szczegdlnosci orientacja
maksymalnych naprezen stycznych lub naprezen gtéwnych wzgledem mozliwych ptaszczyzn
poslizgu — okresla, w jakich pfaszczyznach dojdzie do poslizgu, a w ktérych nie. To zas okresla



postaé (wzajemne stosunki sktadowych) tensora przyrostu odksztatcenia plastycznego. Niewielki
przyrost ustalonego stanu naprezenia nie ma wptywu na to, w jakich ptaszczyznach zajdzie poslizg
(w tym konkretnym stanie), a jedynie na to, jak duzy bedzie to poslizg. Przyrost naprezenia ma
oczywiscie wptyw na to, w jakich ptaszczyznach zajdzie poslizg w nowym, powiekszonym o ten
przyrost stanie naprezenia, ktory bedzie juz odmienny. Interesuje nas jednak lokalne
sformutowanie zwigzkéw konstytutywnych — w tym nowym stanie naprezenia mogg one byé
odmienne (inna postac przyrostu odksztatcenia plastycznego), ale bedzie to ponownie okreslone
wtasnie przez nowy stan naprezenia, a nie przez przyrost naprezenia od chwili poprzedniej.
Moglibysmy zatem napisaé ogdlny zwigzek konstytutywny przyrostowego modelu plastycznosci w
nastepujacej postaci:
de” = T(o)

Zagadnienie znacznie uprosci sie matematycznie, jesli zamiast funkcji tensorowej argumentu
tensorowego T(o) zapostulujemy istnienie potencjatu plastycznego, czyli funkcji skalarnej
W (o) , takiej ze zwigzek powyzszy mozna zapisaé w nastepujacej postaci:

de?' = dkgg (70)
ij

gdzie dA jest parametrem uwzgledniajgcym cechy mechaniczne materiatu oraz historie
deformacji — w szczegdlnosci parametr ten moze uwzglednia¢ wzmocnienie.

Najpowszechniej stosowanym podejsciem w formutowaniu przyrostowego zwigzku
konstytutywnego jest zatozenie tzw. stowarzyszonego prawa ptyniecia, tj. zatozenie, ze potencjat
plastyczny wyraza sie t3 sama funkcjg co warunek plastycznosci:

¥Y(o)=f(o) (71)

Zatozenie stowarzyszonego prawa plyniecia wigze sie z wieloma waznymi aspektami
modelowania ciat sprezysto-plastycznych:

* Jesli prawo ptyniecia jest stowarzyszone, to stan naprezenia w ciele sprezysto-plastycznym
(ze wzmocnieniem lub bez wzmocnienia) dla zadanych statycznych warunkéw brzegowych
jest dany jednoznacznie.

* Jesli prawo ptyniecia jest stowarzyszone, to spetniony jest warunek normalnosci — tensor
przyrostu odksztatcen plastycznych jest ortogonalny do powierzchni plastycznosci.

e Jesli material jest stateczny w sensie Druckera, to prawo plyniecia musi by¢
stowarzyszone a powierzchnia plastycznosci musi by¢ wypukta.



5.3.2.1 TEORIA PRANDTLA — REUSSA

Najszerzej rozpowszechnionym modelem przyrostowym jest model Prandtla — Reussa, w ktorym
zaktada sie prawo ptyniecia plastycznego stowarzyszone z warunkiem plastycznosci MHMH, tj. gdy
warunek plastycznosci dany jest kwadratowa funkcjg dewiatora naprezenia:

3
f(o) =0,—0,= ESUSU—OO

Wtedy tensor przyrostu odksztatcen plastycznych jest po prostu proporcjonalny do dewiatora
naprezenia:

de’’ =dM\s, (72)

Wyznaczajgc zwigzek konstytutywny dla przyrostéw odksztatcen catkowitych musimy uwzglednic
przyrosty wynikajgce z przyrostow odksztatcen sprezystych, ktdre — z uwagi na liniowos¢ zwigzkow
konstytutywnych — sg proporcjonalne do przyrostéw naprezen. Ostatecznie, zwigzki konstytutywne
teorii Prandtla — Reussa przyjmujg postaé:

ds,
dsideksij+2—Lv’L
1 G (73)

5.3.2.2 TEORIA LEVY'EGO-MISESA

Historycznie pierwszg teorig przyrostowg byta propozycja Lévy'ego i Misesa, analogiczna do
pozniejszego modelu Prandtla-Reussa, z tg tylko réznicy, iz dotyczyta modelu ciata sztywno-
plastycznego, w ktorym odksztatcenie catkowite jest rowne odksztatceniu plastycznemu, a
sktadowa sprezysta odksztatcenia jest zerowa, co sprowadzato sie do zaleznosci:

de, =dAs, (74)



6. UPLASTYCZNIENIE PRZEKROJU

Tak jak wspomniano, uplastycznienie moze zachodzi¢ na réznych poziomach w ciele — do tej
pory rozwazalismy jedynie uplastycznienie w punkcie, ktdrego warunkiem byto spetnienie warunku
plastycznosci. Uplastycznienie pociggato za sobg zmiane zwigzkéw konstytutywnych w danym
punkcie. Jesli uplastycznienie obejmie swoim zasiegiem caty zbiér punktéw (podobszar ciata), to
moéwimy, ze ciato znajduje sie w stanie czesciowego uplastycznienia lub w stanie sprezysto-
plastycznym. Obszar, w ktérym zachodzg procesy czynne nazywamy strefg plastyczng. Obecnie
zajmiemy sie podstawowymi przypadkami obcigzenia pretéw litych, w ktdrych moze dojs¢ do
czesciowego lub catkowitego uplastycznienia. Nasze rozwazania opierac sie bedg na modelu ciata
idealnie sprezysto-plastycznego bez wzmocnienia.

6.1 UPLASTYCZNIENIE PRZEKROJU OBCIAZONEGO OSIOWO

Rozwigzanie liniowej teorii sprezystosci dla zagadnienia czystego rozciggania preta
pryzmatycznego utwierdzonego z jednego korca daje nam:

o 0 0 1 0 O Xy
g=|0 0 0| , 83:%0 -v 0|, u=%—vx2 , O =— =const.
0 0 O 0 0 -—v -V x,

(75)

gdzie P jest zewnetrzng sitg rozciggajaca, A polem powierzchni przekroju poprzecznego preta,

E to modut Younga, a v to wspotczynnik Poissona. Stan jednoosiowego rozciggania lub
Sciskania zaktada rownomierny rozktad stanu naprezenia w catym przekroju poprzecznym preta —
jedyna niezerowg sktadowg jest sktadowa normalna na kierunku obcigzenia.

Wychodzac z rozwigzania liniowo-sprezystego i zaktadajagc model ciafa idealnie sprezysto-
plastycznego (bez wzmocnienia), mozemy stwierdzié:

* spetnienie warunku plastycznosci nastepuje jednoczesnie we wszystkich punktach
przekroju.

* Naprezenie normalne w przekroju w toku postepujgcego obcigzenia nie przekracza
naprezenia granicznego o = o, (brak wzmocnienia).

* Najwiekszg sitg, jaka mozna przytozy¢ do preta jest sita odpowiadajgca jego nosnosci
plastycznej P” = 0,4 . Odksztatcenie przyrasta do nieskorficzonosci (pret , ptynie”).



Na ilustracji ponizej kolorem rézowym zaznaczono zasieg strefy plastyczne;j.
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Oczywiscie w rzeczywistos$ci ostatecznie dojdzie do wzmocnienia lub tez materiat ulegnie
peknieciu, jednak ten etap analizy sprezysto-plastycznej w zagadnieniach inzynierskich — podobnie
zresztg w pozostatych przypadkach obcigzenia — jest pomijany z uwagi na zbyt duzg niepewnos¢
modelowania tych zjawisk.



6.2 UPLASTYCZNIENIE PRZEKROJU ZGINANEGO

Rozwigzanie liniowej teorii sprezystosci dla zagadnienia czystego zginania preta
pryzmatycznego utwierdzonego na jednym koncu daje nam:

X, X
x 0 0 13
_ M X3 O 0 e M 3 M _VX2x3
O=—(0 0 0| , €=—770 —-vx; 0 , U=— ,
1 EI Ell1 ) s 5
0 0 0 0 0 —VXx, E(—x1+\/(x2—x3))

(76)

gdzie M jest wielkoscig momentu zginajgcego, I to gtdéwny centralny moment bezwtadnosci
przekroju poprzecznego wzgledem osi réwnolegtej do wektora momentu zginajgcego, E to
modut Younga, a v to wspodtczynnik Poissona. Stan czystego zginania zaktada w zakresie
liniowo-sprezystym liniowo zmienny rozktad naprezienia normalnego i odpowiadajgcego mu
odksztatcenia liniowego w catym przekroju poprzecznym preta.

Wychodzac z tego rozwigzania przyjmiemy, ze po uplastycznieniu rozktad odksztatcen nadal
bedzie liniowy. Inaczej niz w przypadku stanu jednoosiowego, uplastycznienie zachodzi¢ tu bedzie
w réznych punktach dla danego poziomu obcigzenia. Wyrdzni¢ mozemy tutaj dwie sytuacje
graniczne:

e uplastycznienie pierwszego widkna przekroju — odpowiada¢ temu bedzie wielkos$¢
momentu zginajgcego, ktéry nazwiemy nos$noscia sprezysta przekroju zginanego i
oznaczymy M°

e uplastycznienie catego przekroju — odpowiada¢ temu bedzie wielkos¢ momentu
zginajacego, ktéry nazwiemy no$noscig plastyczna przekroju zginanego i oznaczymy M

Jest jasne, ze uplastycznieniu w pierwszej kolejnosci ulegng wtékna, w ktérych naprezenie
normalne jest najwieksze, tj. wtdkna skrajne. Nosnosc¢ sprezysta przekroju jest réwna:

M*=Wo, (77)
gdzie W jest wskaznikiem wytrzymatosci przy zginaniu.

Strefa plastyczna rozrasta sie z dwoch stron w strone osi obojetnej przy czym potozenie
osi obojetnej dla przekrojow niesymetrycznych zmienia sie wraz z postepujagcym docigzeniem
ponad no$nos¢ sprezysta.

W przypadku skrajnym — petnego uplastycznienia przekroju — warunek réwnowagi sit
wewnetrznych, danych dwoma obszarami statego naprezenia normalnego (rozcigganie — Sciskanie),
wymaga, aby o$ obojetna znajdowata sie w takim miejscu, ze pole powierzchni przekroju ponad
osig obojetna w stanie catkowitego uplastycznienia jest takie samo jak pole powierzchni obszaru
ponizej tej osi, inaczej niz w zakresie sprezystym, w ktérym potozenie osi obojetnej wymagato



réwnosci momentdéw statycznych obszaréw po obu jej stronach. Nosnos¢ plastyczng wyznaczamy
jako moment pary, w ktorej kazda z sit tej pary jest sumg uktadu naprezen po jednej i po drugiej
stronie osi obojetnej, zas potozenie tych sit wyznaczamy w zwykty sposdb, za pomocg momentu
statycznego.

Na ilustracji ponizej przedstawiono jak zmienia sie rozktad odksztatcen i naprezen w
przekroju zginanym na rdznych etapach obcigzenia. Kolorem rézowym zaznaczono zasieg strefy
plastycznej.
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Zakres sprezysty:
Pole powierzchni przekroju:
Moment statyczny wzgledem dolnej krawedzi:

Potozenie osi obojetnej:
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Odlegtos¢ widkna skrajnego:
Wskaznik wytrzymatosci:
Nosnos¢ sprezysta:

Petne uplastycznienie przekroju:
Potozenie osi obojetnej:

Suma uktadu naprezen powyzej/ponizej osi obojetnej:

Potozenie sumy gérnego ukfadu:
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Na przyktadzie przekroju zginanego w prosty sposéb mozna zilustrowac takie zagadnienia
jak trwatos$é¢ odksztatcen plastycznych, sprezysty charakter odcigzenia, obecno$é naprezen
resztkowych. Dla prostoty rozwazmy przekréj prostokagtny. Niech punkt O oznacza potozenie osi
obojetnej, punkt A — potozenie granicy strefy plastycznej, punkt B — widkna skrajne. Niech przekrdj
obcigzony bedzie momentem A, , ktdry skutkuje uplastycznieniem obejmujacym tacznie jedna
trzecig wysokosci przekroju. Warto$é tego momentu jest réwna:

— LN R v | IR ROV (O 0. ) P P 2
M1—2[(00b6(3+26))+200b3 3 3] 108bh 0,~0.213bh"0,

Nos$nos¢ sprezysta przekroju: M= ébhzo0 ~0,167bh° 0,

Nos$nos¢ plastyczna przekroju: M" = %b h’o,~ 0250bh° 0,

M <M, < M" = zakres sprezysto-plastyczny.

Naprezenia i odksztatcenia o o, € 15¢
po obcigzeniu w punktachO,A,B: [ | T TH
0'0 £0
0,=0 g,=0
O-0
0,=0 €, =8y = —
A 0 A 0 E
z o, | | A
Oz =0, SB:Z_jeA:LSE '\/l1 _____________

Nastepnie odcigzymy ten przekrdj, tj obcigzymy go momentem zginajgcym o tej samej
wartosci lecz przeciwnym zwrocie, pamietajgc przy tym, ze odcigzenie ma charakter spreiysty,
zatem odpowiadajgacy mu rozktad napreien i odksztatcen jest w catosci liniowy. Dodatkowe
naprezenia i odksztatcenia od odcigzenia w punktach O, A, B:

M,
06 =0 o=~ 700
M, M, 9,
O'A:—TZA:—O,85200 g, =——z,~—0,852

1

o
032—7232—1,27800 €p=— —zz~—1278—

€
1,278 ¢,

0,852 ¢,



Naprezenia i odksztatcenia po odcigzeniu w punktach O, A, B:

0,=0-0=0 e,=0-0=0
Ml Ml 00
0A=OO—TZAN0,14800 8A=80—E—ZANO,14SE
Ml Ml 0-0
Op= 0y~ TZBN—O,QJSO'O sle,SEO—Ezgmo,zzz—
obcigzenie

(zakres sprezysto-plastyczny)

odcigzenie
(sprezyste)

naprezenia resztkowe odksztatcenia plastyczne
(trwate)

Mozna zauwazy¢, ze z uwagi na symetrie uktad naprezen resztkowych jest w rownowadze,
a zatem przekrdj w istocie nie jest obcigzony. Jednoczesnie widzimy, ze po odcigzeniu przekroju
pozostat pewien liniowy rozktad odksztatcen, ktéry odpowiada trwatej (plastycznej) krzywiznie
wygietego preta. Ponowne obcigzenie przekroju ma charakter sprezysty, o ile tylko moment
zginajacy nie przekroczy M, . Po powtdrnym przytozeniu momentu M, stan naprezenia i
odksztatcenia jest taki, jak po pierwszym jego przytozeniu.



6.2.1 KLASY PRZEKROJOW STALOWYCH

Normy do projektowania konstrukcji stalowych wyrdzniajg 4 klasy przekrojow stalowych, z uwagi
na ich zdolno$¢ do odksztatcenia plastycznego:

e KLASA 1 - przekr6j moze o0siggna¢ swojg nosnosc¢ plastyczng a po catkowitym
uplastycznieniu danego przekroju zachowuje swobode deformacji, przez co mozliwe jest
uksztattowanie przegubu plastycznego. W przypadku uktaddéw statycznie niewyznaczalnych
obecnos¢ takiego przegubu powoduje zmiane schematu statycznego uktadu, co z kolei
prowadzi do zmiany rozktadu sit wewnetrznych (redystrybucja sit wewnetrznych). W
konsekwencji uktad moze (jako catos¢) wykaza¢ wiekszg nosnosé, niz wynikatoby to z
nosnosci jego przekroju. Dopiero utrata statecznosci ukfadu wskutek powstania zbyt duzej
liczby przegubow plastycznych okresla catkowitg nosnosé plastyczng uktadu.

* KLASA 2 — przekréj moze osiggnaé¢ swojg nosnosc plastyczng, jednak ma ograniczong
mozliwo$é deformacji, stad nie dopuszcza sie w takim przypadku zatozenia, ze w przekroju
catkowicie uplastycznionym powstaje przegub plastyczny.

e KLASA 3 - przekrdj moze o0siggnac¢ swojg nosnosc sprezysty, tj. nosnos¢ przekroju
ograniczona jest tylko do momentu uplastycznienia pierwszego widkna przekroju.

e KLASA 4 — przekrdj lokalnie traci statecznos¢ z uwagi na zbyt duzg smuktos¢ jego
elementéow sktadowych (np. wyboczenie $rodnika lub podtki Sciskanej) zanim jeszcze
uplastycznieniu ulegnie pierwsze wtékno tego przekroju.



6.3 UPLASTYCZNIENIE PRZEKROJU SKRECANEGO

Rozwigzanie liniowej teorii sprezystosci dla zagadnienia czystego, swobodnego skrecania
preta pryzmatycznego utwierdzonego na jednym koricu daje nam:

oy oy oY oy
0 (Qw_,) (9w, o (QR_,) (Qv, w(x,,x,)
R s et RO L e N e | B L

’ _xl x3 ’
0 0 0 0
sym 0 sym 0 1%
(78)

gdzie O jest jednostkowym katem skrecenia, G to modut Kirchhoffa, a funkcja 1y nazywana
funkcjg spaczenia opisuje deplanacje przekroju poprzecznego. Jednym ze sposobdw opisu
zagadnienia czystego skrecania jest wprowadzenie funkcji naprezen Prandtla ¢ , takiej ze:

o 28—q), o, =20 (79)
0 X

12 31 B
X

tatwo sprawdzié, ze dla przyjetego stanu naprezenia wyrazenie jego sktadowych za pomoca funkcji
naprezen Prandtla gwarantuje automatyczne spetnienie wszystkich réwnan réwnowagi. Jednym
warunkiem, ktory musiatby by¢ ponadto spetniony jest warunek zgodnosci odksztatced. Warunek
taki mozemy uzyskac obliczajgc wyrazenie:

6031 _ 8012 =®G azw +1]-= azw -1
ox, 0x, 0x,0x, 0x,0x,

Uwzgledniajac zaleznos¢ sktadowych stanu naprezenia od funkcji naprezenia, mozemy napisac:

=206 (80)

2 2

Vip = 00" L 90 _ 550 (81)
ox:  Ox:
2 3

a zatem funkcja naprezen Prandtla ¢ , ktora gwarantuje spetnienie rownan rownowagi oraz
warunkéw zgodnosci odksztatcen, spetnia rGwnanie Poissona.

Pochodna kierunkowa ¢ jest rowna naprezeniu stycznemu na kierunku prostopadtym
do kierunku, dla ktérego wyznacza sie pochodng. Statyczny warunek brzegowy dla preta
skrecanego wymaga, aby naprezenie styczne na kierunku normalnym do konturu przekroju byto
zerowe, cO wymaga zerowania sie pochodnej kierunkowej na kierunku stycznym do tego konturu —
warunek ten spetniony jest wtedy, gdy funkcja ¢ przyjmuje na catym konturze wartos¢ stata, np.
0. Réwnanie powyzsze wraz z warunkiem brzegowym ¢=0 na brzegu przekroju poprzecznego
pozwala wyznaczy¢ ¢ w sposdb jednoznaczny, a to z kolei pozwala wyznaczy¢ rozktad naprezen
w precie skrecanym.

Réwnanie powyisze opisuje rownoczesSnie inne zagadnienie mechaniki — deformacje
wiotkiej membrany czy tez bfony utwierdzonej na brzegu o ksztatcie konturu rozwazanego



przekroju poprzecznego i obcigzonej réwnomiernie roztozonym obcigzeniem. Jesli sztywnos¢
membrany okreslona jest parametrem D , a jej obcigzenie oznaczymy przez ¢ , to rownanie,
ktore spetnia funkcja opisujgca ugiecie membrany w , ma postac:

Viw = (82)

q
D
Gdyby zatem funkcje ¢ interpretowac jako rozktad ugiecia membrany, to jej pochodna
czastkowa wzgledem x,, x, , tj. tangens kata nachylenia zdeformowanej membrany na kierunku
x,,x, W danym punkcie jest miarg odpowiedniego naprezenia stycznego w tym punkcie
przekroju. To spostrzezenie nazywa sie niekiedy analogia membrany Prandtla. Aby wyznaczy¢ teraz
moment odpowiadajacy ciggtemu uktadowi naprezen stycznych, nalezy obliczy¢ catke:

M = [[ (0% — 0nxs)dd = ﬂ( w4 20y )dA (83)

Catke powyzszag mozemy scatkowac przez czesci:

H(N 3+a—q)x2)dA gﬁ[ (3,1, + xymy)|d 4 — ffq>[ai )+6%3(x3)]d/1

0A

(84)

gdzie n =|[n,,n,| jest normalna zewnetrzng do brzegu. Poniewaz na catym brzegu 064 funkcja
¢=0 , zatem catka po konturze jest tozsamosciowo rowna 0. Mamy zatem:

M=-2[[¢d4

Catka po prawej stronie jest objetoscig bryly zawartej miedzy ptaszczyzng (x,,x,) a
powierzchnig dang funkcja ¢ . A zatem objetos¢ bryly zawartej miedzy ptaszczyzng przekroju a
powierzchnig zdeformowanej membrany jest miarg momentu skrecajgcego:

M =2V (85)

W stanie granicznym (uplastycznienia pierwszego widkna) jest on réwny nosnosci sprezystej
przekroju. Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej moment skrecajacy przekracza nosnos$é sprezysty
przekroju i zatézmy, ze przekroju tym jedynymi naprezeniami réznymi od 0 sg wtasnie naprezenia
styczne. Zaktadajgc, ze materiat nie wykazuje wzmocnienia wypadkowe naprezenie styczne w
strefie plastycznej przyjmuje wartos¢ graniczng T, , ktéra dla materiatu bez wzmocnienia jest
stata, tj.:

2 2
oLt0y =T, = (S—f) +((§—x¢) =|grad ¢ = T, = const. , (86)
2 3



Wracajagc do analogii membrany réwnanie powyzsze mozna interpretowaé nastepujgco:
maksymalny kat nachylenia membrany (dtugos¢ wektora gradientu zdeformowanej powierzchni)
w obszarze odpowiadajgcym strefie plastycznej musi by¢ staty, rowny o , gdzie kat ten
odpowiada granicznemu uplastyczniajagcemu naprezeniu stycznemu T,

'té = tg’ o = const. (87)

W strefie odksztatcen sprezystych nadal obowigzuje rdwnanie (82), a kat nachylenia jest
mniejszy niz stata wartos¢ odpowiadajagca T, . Mozemy wiec rozszerzy¢ analogie membrany w
taki sposéb, ze nad obszarem odpowiadajagcym strefie plastycznej rozpinamy nad membrang
nieskoniczenie sztywny dach o nachyleniu t, . Membrana odksztatcajac sie¢ pod wptywem
ci$nienia w obszarach odpowiadajacych deformacji sprezystej odksztatcac sie moze swobodnie —
w obszarach odpowiadajacych deformacji plastycznej przylega scisle do dachu. Spostrzezenie to
nosi nazwe analogii dachu Nadaia. Objeto$¢ bryty zawartej pod membrang jest miarg momentu
skrecajgcego.

W przypadku petnego uplastycznienia membrana scisle przylega do dachu nad catym
przekrojem i nosnos¢ plastyczng przekroju obliczamy na podstawie objetosci zawartej pod
dachem. Dach wychodzi z konturu przekroju i nachylony jest pod statym katem do ptaszczyzny
przekroju — taki sam ksztatt przyjmuje materiat idealnie sypki (bez kohezji) o ustalonym kacie
tarcia wewnetrznego, sypany réwnomiernie na cata powierzchnie przekroju. S3 to tzw.
powierzchnie réwnego spadku. Objetos¢ usypanego stosu jest zatem miarg nosnosci plastycznej
przekroju — spostrzezenie to nosi nazwe analogii wzgdrza piaskowego Nadaia. Na ilustracji ponizej
przedstawiono charakter rozktadu naprezen stycznych w kotowym przekroju skrecanym na réznych
etapach obcigzenia — kolorem rézowym zaznaczono zasieg strefy plastycznej.
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Analogia Sadovsky'ego stanowi uogélnienie analogii wzgérza piaskowego Nadaia na przypadek
skrecania przekrojow wielospéjnych (z otworami). Metoda wyznaczania nosnosci plastycznej na
skrecanie dla takich przekrojéw jest nastepujaca:

* sypiemy wzgdrze piaskowe na obszar o ksztatcie odpowiadajgcym ksztattowi przekroju
poprzecznego preta, przy czym w miejscu wystepowania otworu umieszczamy wysoka rure
o przekroju poprzecznym odpowiadajgcym ksztattowi otworu. Z uwagi na obecnos$¢ rury
piasek nie wsypuje sie do srodka, tylko optywa rure z bokdw.

* Po nasypaniu wzgdrza piaskowego na tak przygotowany obszar zaczynamy opuszczac rure,
tak ze przez jej krawedz piasek zaczyna wsypywac sie do jej $Srodka. Obnizamy rure az do
momentu, gdy piasek zsypuje sie wzdtuz catego brzegu rury.

*  Nos$nos$¢ plastyczna przekroju na skrecanie odpowiada objetosci wzgdrza piaskowego
usypanego na przekroju wokét rury powiekszonej o objetos¢ wnetrza tej czesci rury, ktéra

zawarta jest miedzy ptaszczyzng przekroju, a krawedzig, przez ktérg zsypywat sie piasek.

Przyktadowo:
* nosnosc plastyczna przekroju prostokatnego przy skrecaniu

Objetos¢: V= %b2(3h—b) tgo

Nosnoéé plastyczna:  M"” = ébz(3h—b)r0

* nosno$¢ plastyczna przekroju kotowego przy skrecaniu

Objetosc: V= %nR3 tgo
0 Nosnoéé plastyczna:  M” = %n R’T,
2R

* nos$nos¢ plastyczna przekroju rurowego przy skrecaniu

:: Objetos¢: V= %T[(R3—I’3)tgot
“
O
— No$nos¢ plastyczna: M " = %T[(R3—r3)'[o
2R



6.4 UPLASTYCZNIENIE RURY GRUBOSCIENNEJ OBCIAZONEJ CISNIENIEM WEWNETRZNYM

Rozwigzanie liniowej teorii sprezystosci dla zagadnienia
rury grubosciennej, o promieniu wewnetrznym R, ipromieniu
zewnetrznym R, , obcigzonej jednorodnym cisnieniem
wewnetrznym ¢ daje nam (we wspétrzednych biegunowych):

C
ur(r)=C1r+—2
,

e C e
S)V(r) = Cl 722 ’ 8q>q>(r> - Cl + }"22
2C,G
Orr(r)ZZCI(G+>\‘)_ ;
r
2C,G
Oyol7) =2C,(G+N) + —35 (88)
r
qR; ___qRIR

gdzie: C,=

(89)

’ 2 =

(2G+1)(R—RY) 2G(R;—R7)

G to modut Kirchhoffa, A to parametr Lamego. Zaktadamy, Zze rura ma peftng swobode
odksztatcania sie wzdtuz swojej osi, tj. 0_=0 . Rozwazmy przypadek, w ktédrym cisnienie
wewnetrzne prowadzi do uplastycznienia materiatu. Charakter rozwigzania w strefie odksztatcen
sprezystych bedzie identyczny. Zapiszmy wyrazenia na rozktad naprezen:

D D
Grlr(”>:D1__22 0qﬁ¢(’”):D1+r—22 (90)
r

przy czym gorny indeks | oznacza¢ bedzie strefe odksztatcen sprezystych, indeks Il natomiast —
strefe plastyczna.

Zmienig sie jednak state catkowania, poniewaz zmianie ulegng warunki brzegowe:

Warunek brzegowy dla powierzchni swobodnej pozostanie bez zmian o’ (R,)=0

* Kolejnym warunkiem bedzie warunek ciggtosci naprezen radialnych na granicy strefy
plastycznej: o!/(R,)= ! (R,)

* Drugi z warunkdw zszycia na granicy strefy plastycznej, ciggtos¢ naprezen stycznych, jest
spetniony wobec faktu, ze o,, =0

e Warunek brzegowy na powierzchni wewnetrznej o’ (R,)=—¢ stuzy¢ bedzie
wyznaczeniu rozktadu naprezen w strefie plastyczne;j.



Inaczej niz w uprzednio omawianych przypadkach, stan naprezenia jest teraz bardziej
ztozony i konieczne jest okreslenie warunku plastycznosci, dla ktérego prowadzimy analize. Niech
bedzie to warunek Coulomba-Tresci-Guesta. Poniewaz sktadowe o, oraz o,, sg jedynymi
niezerowymi sktadowymi tensora naprezenia sg zatem naprezeniami gtéwnymi a ich réznica jest
maksymalnym naprezeniem stycznym:

0y—0, 4C,G

max — 2 r 2

(91)

Wyrazenie powyzisze przyjmuje najwiekszg warto$¢ dla najmniejszego » , zatem
uplastycznienie rozpocznie sie od powierzchni wewnetrznej. Minimalna wartos¢ cisnienia
wewnetrznego, ktéra skutkuje uplastycznieniem jest réwna:

_ _ _ _ 1
2Tmax - O¢¢_Or'r - - - O0 = o = 1——

4GC,  2q,R, o,[. R
Rl (R—R)

Granice strefy plastycznej wyznaczamy z warunku:

2D
21{?1(0:(Rp1):OéQ)(Rpl)_Oir(Rpl): 22 :00
Rpl
co daje nam:
2D 1
Rp[ = 002 = DZ == EOORi’l (92)

Dla materiatu bez wzmocnienia w kazdym punkcie strefy plastycznej musi byé spetniony warunek:

n big _
2T,,=0, = 0,0, =0, (93)

Réwnanie rownowagi dla zagadnienia osiowosymetrycznego (zarowno w strefie
plastycznej jak i w strefie odksztatcen sprezystych) ma postac:

00 0,—O
rr + rr (010} :0 (94)
or r

co po uwzglednieniu ograniczenia (93) daje nam réwnanie rownowagi w strefie plastycznej:

oo’ o
z = o (95)

or r




Rozwigzaniem tego roéwnania rézniczkowego jest rozktad naprezen radialnych:
o' =0,Inr+D, (96)
Ze zwigzku (93) wyznaczamy naprezenia obwodowe:
Oy = Oy+0,, = 0,(1+1n7)+D, (97)

State catkowania D,,D,,D, wyznaczmy z warunkéw brzegowych:

D
o (R,) =0 = D,——+=0
R;
fi(Rl) =—q = D;+0glnR, =—¢q (98)
o
G;Ir(sz)_OZ(sz) =0 = D - 70 Dy —0oylnR, =0
Uwzgledniajac zwigzek (92) mamy:
2
D _ O—ORgl
1 2 ’
2R?
skad:
o,k R o, R’ R.
1 _ 0 [ -2 1 _ 0 ! 2
o,(r)=—2%1- Oyolr)=—2(1+ 99
( ) 2R§ ( 2) q>cp( ) 2R§ 7'2 ( )
Z warunku rownosci naprezen radialnych na granicy strefy plastycznej mamy wtedy:
00 Rzgl R; C50 Rzgl R;
2 __2 :D3+001anl = D3: B l__2 _Oolanl
2R; R, 2R, ol
co daje nam:
R, 1 . R R>, R
"=0,—2—-=—In—2 ol =0, —Z+=—In—2 100
24 0 2R§ 2 n r 030} 0 2R§ 2 n r ( )

tatwo zauwazy¢, ze w takiej sytuacji rowniez rozktad naprezen obwodowych jest ciggty na
granicy strefy plastycznej. W uzyskanym rozwigzaniu wystepuje parametr R , ktory do tej pory
nie zostat wyznaczony. Wyznaczymy go z warunku brzegowego na wewnetrznej powierzchni rury:

R, 1 R
n —_ ply A1 ol 9
0,(R)=—q¢ = I 3 - 2(1 s ) o



Réwnanie powyzsze jest rownaniem nieliniowym z uwagi na R, i musi by¢ rozwigzane
numerycznie. Rozwigzanie zaleze¢ bedzie od stosunku = R,/R, oraz od stosunku y =gq/0,
Parametr B€(0,;1) . Minimalng wartoécig parametru y , dla ktérego zachodzi uplastycznienie
jest warto$¢ odpowiadajgca cisnieniu uplastyczniajgcemu ¢, , za$ warto$¢ maksymalna vy,
odpowiada sytuacji, gdy R, = R,

q 1 1
Yoin = 5, = 5(1—52) Yner = Ing

Na ilustracji ponizej przedstawiono charakter rozktadu naprezen radialnych i obwodowych w rurze
grubos$ciennej obcigzonej cisnieniem wewnetrznym na réznych etapach obcigzenia — kolorem
rézowym zaznaczono zasieg strefy plastycznej.




7. NOSNOSC PLASTYCZNA UKLADU KONSTRUKCYJNEGO

Uplastycznienie w punkcie a nawet uplastycznienie catego przekroju poprzecznego jednego
z elementdéw konstrukcji pretowej nawet w przypadku materiatu bez wzmocnienia (czyli przy
catkowitej swobodzie deformacji po uplastycznieniu) nie musi oznacza¢ zamiany konstrukcji w
mechanizm, tj. utratg statecznosci catego uktadu. W przypadku ukiadoéw statycznie
niewyznaczalnych schemat konstrukcji i podparcia moze nadal gwarantowac¢ geometryczng
niezmienno$¢ uktadu nawet po uplastycznieniu fragmentu konstrukcji — jednego lub kilku
przekrojéw — i ukfad nadal mozie przenosi¢ obcigzenie. Maksymalne obcigzenie, jakie moze
przenies¢ uktad zanim zamieni sie w mechanizm wskutek uplastycznienia odpowiednio duzej liczby
przekrojéw, nazywamy nosnoscig plastyczng konstrukcji i niejednokrotnie jest ona wyzsza od
nosnosci plastycznej przekroju. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, Zze pomimo geometrycznej
niezmiennosci konstrukcja moze nie spetnia¢ np. warunkéw uzytkowalnosci wskutek nadmiernych
jej odksztatcen.

Stosuje sie dwa podejscia do wyznaczania nosnosci plastycznej uktadu konstrukcyjnego:

e analiza sprezysto-plastyczna — wymaga ona analizy kolejnych etapéw obcigzenia
konstrukcji oraz wyznaczenia strefy uplastycznienia. Daje ona petng informacje o catym
przebiegu obcigzenia bywa jednak bardzo ucigzliwa z matematycznego punktu widzenia.

* wyznaczenie nosnosci plastycznej poprzez obustronne oszacowania — podejscie to,
bazujgce na zatozeniu, ze uktad jest sztywno-idealnie plastyczny (bez wzmocnienia),
wykorzystuje dwa twierdzenia o oszacowaniu dolnym i oszacowaniu gérnym nos$nosci
plastycznej. Podejscie to pozwala wyznaczy¢ jedynie warunki wystepowania stanu
granicznego i nie udziela zadnych informacji na temat stanu konstrukcji w zakresie
czesciowego uplastycznienia.



7.1 ANALIZA SPREZYSTO-PLASTYCZNA

PRZYKtAD 1

Rozwazmy prosty uktad kratowy, jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.

2L 3L

Y D

Naszym zadaniem jest wyznaczenie maksymalnej wartosci parametru obcigzenia P , dla
ktérej uktad powyzszy zamieni sie w mechanizm. Przeprowadzimy analize sprezysto-plastyczng. Na
poczatku uktad pracuje w catosci w zakresie sprezystym — aby wyznaczy¢ sity przekrojowe,
konieczne jest rozwigzanie zadania statycznie niewyznaczalnego:

Najwieksza sita obecna jest w precie srodkowym — to on najwczesniej ulegnie
uplastycznieniu. Stanie sie to dla wartosci parametru obcigzenia:

0,662P=N"=0,4 = P=1511N"

Pret uplastyczniony moze odksztatcac sie juz bez ograniczen (ptyniecie plastyczne) a sita w
tym precie jest caly czas rowna N’ . Sytuacje te mozemy odwzorowaé w naszym modelu
zastepujac pret uktadem dwéch przeciwnych sit N”' przytozonych w weztach koricowych tego
preta.

NP
P

Uktad powyziszy w dalszym ciggu jest uktadem geometrycznie niezmiennym. Wyznaczmy
sity przekrojowe w tym nowym ukfadzie. Mozemy skorzysta¢ w tym celu z zasady superpozycji,



osobno wyznaczajgc sity przekrojowe od obcigzenia zewnetrznego oraz od sity zastepujacej
uplastyczniony pret i dodajac je do siebie.

Musimy obecnie sprawdzi¢, dla jakiej wartosci parametru P sita

pretach osiggnie wartos¢ N”'

w poszczegdlnych

Pret Sita w precie N, P: N, = N
1 0,849 P — 0,849 N” 2,178 N”
3 0,721 P—0,721 N” 2,387 NP

A zatem kolejnym pretem, ktéry ulegnie uplastycznieniu jest pret nr 1. Podsumowujac:

s dla P=P= 1,5110,4 uplastycznieniu ulegnie pierwszy pret — pret nr 2. Uktad nadal jest
geometrycznie niezmienny. Odpowiadajgca tej sytuacji wielko$¢ obcigzenia stanowi
graniczng nosnos¢ sprezystag (uplastycznienie pierwszego punktu) oraz graniczng no$nos¢
plastyczng (uplastycznienie pierwszego przekroju) uktadu.

* dla P*=2,1780,4 uplastycznieniu ulegnie kolejny pret — pret nr 1. Uktad zamienia sig¢ w
mechanizm. Odpowiadajgca tej sytuacji wielkos¢ obcigzenia stanowi nosno$é graniczng

uktadu.



PRZYKtAD 2

Rozwazmy kratownice dwukrotnie wewnetrznie statycznie niewyznaczalng, w ktorej
wszystkie prety majg ten sam przekrdj poprzeczny

Naszym zadaniem jest wyznaczenie takiej wartosci parametru obcigzenia P , dla ktoérej
uktad powyziszy zamieni sie w mechanizm. Przeprowadzimy analize sprezysto-plastyczng. Na
poczatku uktad pracuje w catosci w zakresie sprezystym — aby wyznaczy¢ sity przekrojowe,
konieczne jest rozwigzanie zadania statycznie niewyznaczalnego:

Widzimy, ze najwieksza sita osiowa pojawi sie w precie 10 — tam najpierw dojdzie do
uplastycznienia. W wyniku uplastycznienia w precie tym pojawi sie sita N” = 0,4 iwartosc ta
juz sie nie zmieni w toku dalszego docigzania konstrukcji (brak wzmocnienia). Uplastycznienie
nastgpi, gdy parametr obcigzenia przyjmie wartosc:

1,895P=0,4 = P=0,528 N”

Nalezy pamieta¢, ze zniszczenie konstrukcji moze nastgpi¢ juz wczesniej wskutek
wyboczenia smuktych pretéw sciskanych.



Zastepujemy pret 10 uktadem dwdéch przeciwnych sit N” przytozonych w weztach
koAcowych tego preta — jest to sita rozciggajaca.

2(P+AP)

Uktad powyzszy w dalszym ciggu jest uktadem geometrycznie niezmiennym. Wyznaczmy
sity przekrojowe w tym nowym uktadzie. Mozemy skorzysta¢ w tym celu z zasady superpozycji,
osobno wyznaczajgc sity przekrojowe od obcigzenia zewnetrznego oraz od sity zastepujacej
uplastyczniony pret i dodajac je do siebie.

-2 (P+AP) 1,207(P+AP)

-2 (P+AP)

-2,793 (P+AP)
-0,793 (P+AP)




pretach osiagnie wartoé¢ +N*

niektdrych pretach.

Musimy obecnie sprawdzi¢, dla jakiej wartosci parametru P sita w poszczegdlnych
- zmiana schematu statycznego moze doprowadzi¢ bowiem nie
tylko do zmiany proporcji wielkosci sit osiowych w pretach, ale rowniez do zmiany znaku sit w

Pret Sita w precie N, N,(AP=0) AP: N=-N" | AP: N=N"
1 -2 (P+AP) + NP -0,056 N” 0,472 N” -0,528 N*
2 1,207 (P+AP) — 0,104 N” 0,533 N -1,270 N 0,387 N
3 -2 (P+AP) + NP -0,056 N” 0,472 N -0,528 N*
4 2,828 (P+AP) — 1,414 N*' 0,079 N -0,382 N 0,326 N
5 2,828 (P+AP) — 1,414 NP 0,079 N* -0,382 N* 0,326 N”
6 -2,793 (P+AP) + 0,896 N”' -0,579 N*' 0,151 N*' -0,565 N”
7 1,121 (P+AP) + 0,146 N” 0,738 N -1,550 N 0,234 N
8 -1,707 (P+AP) + 0,146 NP -0,755 N* 0,143 N -1,028 N*
9 -0,793 (P+AP) — 0,104 N*' -0,523 N” 0,602 N -1,920 N”
10 N® N - -

11 1,207 (P+AP) — 0,104 NP 0,533 N* -1,270 N* 0,387 N

Najmniejszy przyrost parametru obcigzenia, ktéry spowoduje uplastycznienie kolejnego
preta, to AP =0,143N” - uplastycznieniu ulegnie pret nr 8. Wartoé¢ parametru obcigzenia w
chwili uplastycznienia preta 8:

P'=P+AP=0671N"



Zastepujemy pret 8 uktadem dwdch przeciwnych sit N?” przytozonych w weztach
koAcowych tego preta — tym razem jest to sita Sciskajgca. Warto przy tym pamietaé, ze analiza
nasza catkowicie pomija zagadnienia utraty statecznosci (wyboczenia).

2(P'+AP)

Uktad powyzszy w dalszym ciggu jest uktadem geometrycznie niezmiennym. Wyznaczmy
sity przekrojowe w tym nowym uktadzie. Mozemy skorzysta¢ w tym celu z zasady superpozycji,

osobno wyznaczajgc sity przekrojowe od obcigzenia zewnetrznego oraz od sit zastepujgcych
uplastycznione prety i dodajac je do siebie.

-2 (P'+AP)

-2 (P'+AP)

0,707 N*

0,707 N”



Musimy obecnie sprawdzi¢, dla jakiej wartosci parametru P sita w poszczegdlnych
pretach osiaggnie wartos¢ +N”

Pret Sita w precie N, N.(AP=0) AP: Ni:—Np’ AP: NI:N”I
1 -2 (P'+AP) + NP -0,342N” 0,329 N” -0,671 N*
2 -0,707 N* 0,707 N* - -

3 -2 (P+AP) + NP -0,342 N” 0,329 N -0,671 N”
4 2,828 (P'+AP) — 1,414 N*' 0,484 N -0,525 N 0,183 N”
5 2,828 (P'+AP) — 1,414 NP 0,484 N*' -0,525 N*' 0,183 N*
6 -4 (P'+AP) + 1,707 N”' -0,977 N* 0,00575 N” -0,494 N”
7 2,828 (P'+AP) - NP 0,898 N*! -0,671 N* 0,0362 N*
8 -N” -N” - -
9 -2 (P'+AP) + 0,707 N”' -0,635 N” -0,183 N -0,818 N*
10 NP! NP! - -
11 0,707 N*' 0,707 N*' - -

Najmniejszy przyrost parametru obcigzenia, ktéry spowoduje uplastycznienie kolejnego
preta, to AP = 0,00575N” - uplastycznieniu ulegnie pret nr 6. Warto$¢ parametru obcigzenia w
chwili uplastycznienia preta 6:

P"'"=P'+AP~0,676 N"

Zastepujemy pret 6 ukltadem dwdch przeciwnych sit N? przytozonych w weztach
koricowych tego preta — jest to sita Sciskajaca.

2(P"+AP)

2(P"+AP)

Uktad powyzszy jest juz uktadem geometrycznie zmiennym — uplastycznienie pretéw 10, 8 i 6
prowadzi do zniszczenia konstrukcji. Nosnos$¢ graniczna uktadu jest zatem réwna:

P*~ 0,676 N”



PRZYKLAD 3

Dana jest belka jednokrotnie statycznie niewyznaczalna,
obcigzona jednorodnym obcigzeniem ¢ . Naszym zadaniem jest
wyznaczenie takiej wartosci parametru obcigzenia ¢ , dla IM
ktorego belka zamieni sie w mechanizm wskutek uplastycznienia.

Przeprowadzimy analize sprezysto-plastyczng. Na poczatku uktad L
pracuje w zakresie liniowo sprezystym — wyznaczamy rozktad sit L—»‘

przekrojowych.
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Najwieksza warto$¢ momentu zginajgcego wystepuje w utwierdzeniu — tam najwczesniej
dojdzie do uplastycznienia. Jesli no$noé¢ plastyczng przekroju belki oznaczymy przez M” , to
uplastycznienie przekroju utwierdzenia nastgpi dla wartosci ¢ odpowiadajgcej granicznej
nosnosci plastycznej uktadu:

M
L2

q=38

Uplastycznienie przekroju skutkuje powstaniem przegubu plastycznego. Przegub plastyczny
dla przekrojéw stalowych 1 klasy ma swobode obrotu i tym samym zapewnia uktadowi dodatkowy
stopien swobody. Rézni sie od zwyktego przegubu tym, ze przegubie tym obecna jest stata wartosc¢
momentu M” , podczas gdy w przegubie zwyktym warto$¢ momentu musi by¢ zerowa.

Uplastycznienie uwzglednimy zatem przez wprowadzenie q
przegubu na podporze A (zamiane utwierdzenia na podpore
przegubowg nieprzesuwng) oraz obcigzenie momentem M7 (w M
ogélnosci obustronne, na koncu belki — jednostronne) przekrojow M” —

przylegtych. Uktad ten w dalszym ciggu jest uktadem L

geometrycznie niezmiennym.



Wyznaczmy rozktad sit przekrojowych.

Poszukujemy przekroju, ktéory jako kolejny ulegnie |<—>|

uplastycznieniu — zajdzie ono w lokalnym ekstremum

q
rozktadu momentow zginajacych w przesle belki. To
kolejne uplastycznienie z pewnoscig spowoduje zamiane E‘\ 3 L
uktadu w mechanizm, tj. zniszczenie belki. Mamy zatem: /M,ﬂ A\
Momenty zginajgce: %qL+ |\/|TpI T%qL- M*>
_ _ar. [49L M” _ x_z M :
M(x) M+(2+qu2 |
: >
Sity poprzeczne: '
Me
o(x) =M _ gL _M") _ e
Voax T\t )9 X,
Lokalne ekstremum rozktadu momentéw:
L M”
=0 == 4+
0(x)=0 = x=3+7
pl\2 pl 2
I
2qL 2 2
W chwili uplastycznienia M (x,) =+M?" , co bedzie spetnione, gdy:
pl pl
g, = (6—4\/§)M2 ~ 0,34315M2
4(Mp/)2—12qL2Mpl+q2L4:O N v L 1 Ll
M" M?”
g, = (6+4+2) s 11,657 e
Wielkosciom tym odpowiadajg wartosci potozenia ekstremum x,
wo= i —1 lr~341421 , x,=|te— L |1 ~058579L
“t 2 (6-442) ’ T2 (6+442) ’

Warto$¢ ¢, jest mniejsza od g , co sugerowatoby natychmiastowe uplastycznienie
przekroju przestowego zaraz po uplastycznieniu przekroju utwierdzenia wskutek zmiany schematu
statycznego — widaé jednak, ze dla g nowy schemat statyczny daje ten sam rozktad momentéw
zginajacych, co uktad pierwotny i moment przestowy jest mniejszy od granicznego. Poza tym
rozwigzanie x,, jest poza dziedzing. Ostatecznie zatem nos$nos¢ graniczna belki odpowiada

wartosci:

_ pl pl
g* = (6+4\/2)A/22 ~ 11,657 M2




Warto w tym miejscu zwrdcié uwage na fakt, ze choé pojawienie sie przegubu plastycznego
w utwierdzeniu nie zmienia w samej chwili uplastycznienia rozktadu sit przekrojowych, to jednak
rozktad ugiec rézni sie zasadniczo — w zakresie sprezystym kat ugiecia w utwierdzeniu jest zerowy,
natomiast po uplastycznieniu przekroju utwierdzenia mozliwy jest tam swobodny obrét, co
skutkuje pogtebieniem ugie¢ w przesle. llosciowy opis tego przyrostu ugiecia jest jednak trudny.
Wiadomo bowiem, ze rozktad ugiecia zalezy od przestrzennego rozktadu sztywnosci gietnej
EI(x) — ta za$ zalezy z kolei od stopnia uplastycznienia przekroju zginanego. Scisty sposdb
wyznaczania ugiecia belki pracujgcej w zakresie sprezysto-plastycznym powinien dla kazdego
przekroju wyznaczy¢ zakres strefy plastycznej i na tej podstawie okresli¢ jego sztywnos¢ gietng
EI(x) . Dopiero dla tak otrzymanego rozktadu sztywnosci po dfugosci preta nalezy scatkowaé
réwnanie belki:

Dla uktadéw statycznie niewyznaczalnych rozktad sit przekrojowych zalezy od rozktadu
sztywnosci — a w zakresie sprezysto-plastycznym rozktad sztywnosci zalezy od rozktadu sit
przekrojowych. Widzimy zatem, ze funkcje te s3 wzajemnie sprzezone i wyznaczenie
przemieszczen ukfadu statycznie niewyznaczalnego pracujgcego w zakresie spreiysto-
plastycznym jest zagadnieniem nieliniowym.



7.2 OSZACOWANIE GORNE | DOLNE NOSNOSCI PLASTYCZNE)J

Oszacowania nosnosci plastycznej konstrukcji dokonuje sie na podstawie nastepujgcych
twierdzen:

TWIERDZENIE O OSZACOWANIU OD DOtU (z niedomiarem)

Konstrukcja nie ulega zniszczeniu albo znajduje sie w stanie réwnowagi
granicznej pod wptywem obcigzenia zewnetrznego, jesli da sie znalei¢ statycznie
dopuszczalne pole naprezen odpowiadajgce temu obcigzeniu. W takiej sytuacji
nosnos¢ plastyczna jest co najmniej wiasnie taka jak to obcigzenie lub wieksza — jest
to oszacowanie od dotu.

Statyczna dopuszczalno$¢ pola naprezen stawia nastepujace wymagania:
* uktad naprezen jest w rownowadze z obcigzeniem zewnetrznym,
e uktfad naprezen spetnia warunki rwnowagi wewnetrznej,
e uktad naprezen spetnia statyczne warunki brzegowe,
* naprezenia nie przekraczajg naprezenia granicznego o,

Podsumowujac, jesli dla zadanego obcigzenia zewnetrznego znajdziemy taki uktad reakcji i sit
przekrojowych, ktéry jest w rdwnowadze z tym obcigzeniem oraz w rownowadze wewnetrznej, a
odpowiadajgcy mu ukfad naprezen nie przekracza wartosci granicznej, to uktad rzeczywiscie
przeniesie takie obcigzenie, choé¢ moze tez przenies¢ obcigzenie wieksze.

TWIERDZENIE O OSZACOWANIU OD GORY (z nadmiarem)

Konstrukcja ulega zniszczeniu, jesli da sie znalez¢ kinematycznie dopuszczalne
pole predkosci, takie ze catkowita moc obcigzen zewnetrznych jest nie mniejsza od
mocy sit wewnetrznych. W takiej sytuacji no$nos¢ plastyczna jest co najwyzej wiasnie
taka jak to obcigzenie lub mniejsza — jest to oszacowanie od gory.

Kinematyczna dopuszczalnos¢ pola predkosci stawia nastepujgce wymagania:
e pole predkosci spetnia kinematyczne warunki brzegowe (jest zgodne z wieziami
przytozonymi do uktadu konstrukcyjnego),
* pole predkosci gwarantuje ciggtos¢ przemieszczen,
* catkowita moc obcigzenia zewnetrznego na predkosciach jest dodatnia.

Podsumowujac, jesli dla zadanego obcigzenia zewnetrznego znajdziemy taki schemat zniszczenia,
ktéry jest zgodny z uktadem podpér i zasadami rozktadu predkosci w bryle, a moc obcigzenia jest
nie mniejsza od mocy sit wewnetrznych, to uktad rzeczywiscie ulegnie zniszczeniu, cho¢ mozliwe
jest, ze zniszczeniu ulegnie nawet dla mniejszego obcigzenia.



Przedstawimy teraz dowody powyzszych twierdzen. Zaktadamy model ciata sztywno-
idealnie plastycznego, tj. model Lévy'ego—Misesa, w ktérym zaktada sie catkowity brak deformacji
az do chwili spetnienia warunku plastycznosci, po jego spetnieniu za$ zaktada sie ptyniecie
plastyczne bez wzmocnienia (w konsekwencji réwniez i brak odksztatcen sprezystych).

Wprowadzmy pojecie uogdlnionych naprezen. Uogdlnionym naprezeniem nazywaé
bedziemy wszystkie sity przekrojowe — sumy (catki) odpowiednich uktadéw sktadowych stanu
naprezenia, np. site osiowg, sity poprzeczne, moment skrecajacy, momenty zginajgce — oraz ich
liniowe kombinacje, za pomocg ktorych opisujemy stan uktadu mechanicznego, zapisujemy
warunek uplastycznienia itd. Przyjmujemy, ze takich uogdlnionych naprezen jest n . Oznaczmy je
przez S, (i=1,2, n) . Mozna je wyrazi¢ za pomocg sktadowych stanu naprezenia, tj.

S, = Si(ojk) . Warunek plastycznosci mozna wtedy zapisaé w postaci:

flo)=f(8,.5,,...8,)=0 (101)

Powyzszemu warunkowi plastycznosci odpowiada n -wymiarowa hiperpowierzchnia
plastycznosci. Poniewaz zatozyliémy, ze materiat w procesie deofrmacji plastycznej nie wykazuje
wzmocnienia, zatem powierzchnia ta jest stata w czasie. Zaktadamy ponadto, ze powierzchnia
plastycznosci jest wypukta, co koresponduje z postulatami statecznosci Druckera.

Definiujemy nastepnie uogdlnione odksztatcenia E, (i:1,2, n) odpowiadajgce uogoélnionym
naprezeniom S, jako takie wielkosci kinematyczne, dla ktérych przyrost gestosci pracy naprezen
na odksztatceniach plastycznych mozna zapisa¢ w postaci:

dW, =0,del =cS,E, (102)

gdzie ¢ jest pewnym mnoznikiem. lloczyn skalarny tensora naprezenia i tensora przyrostu
odksztatcen plastycznych jest skalarem niezaleznym od przyjetego ukfadu wspoétrzednych. Dla
przyjetego zestawu uogdlnionych naprezen réwnosc (102) definiuje nam odksztatcenia uogélnione.
Odksztatceniom tym odpowiadajg uogdlnione predkosci odksztatcenia plastycznego Ei , takie ze

aw ,
ds

= oS, E, (103)

Jest to gesto$é mocy rozpraszanej w procesie deformacji plastycznej. Z zatozonej statecznosci
materiatdw wynika stowarzyszone prawo ptyniecia wyrazone przez uogoélnione naprezenia i
uogdlnione odksztatcenia:

E = B% (104)

gdzie =0 jest pewnym mnoznikiem, oraz warunek normalnosci:

df _0f ¢ _
T as,.S" 0 (105)




Oznacza to, ze wektor predkosci uogdlnionych odksztatcen jest ortogonalny do powierzchni
plastycznos$ci. Warunek plastycznosci jest jednoczesnie potencjatem plastycznym, tj. okresla nie
tylko kiedy konstrukcja ulegnie uplastycznieniu, ale rowniez w jaka bedzie postac¢ plastycznej
deformacji.

Pole przemieszczenia punktéw konstrukcji odpowiadajgce zatozonemu obcigzeniu
oznaczamy sktadowymi Ui(x) (i=1,2,3) . W analizie nosnosci granicznej przyjmujemy, ze
obcigzenie zewnetrzne dane jest pewnym polem sit uPi(x) (i= 1,2 ,3) , ktérego wielko$¢ ro$nie
proporcjonalnie do wartosci parametru obcigzenia W . Wartos¢ parametru obcigzenia
odpowiadajgce stanowi granicznemu oznaczymy przez U,

Okreslamy:
* statycznie dopuszczalne pole naprezen uogdélnionych S;(x) , ktére
= jest w réwnowadze z obcigzeniem zewnetrznym,
= spetnia rownania rownowagi wewnetrznej,
= spetnia statyczne warunki brzegowe,
= odpowiada co najwyzej stanowi granicznemu, tj. naprezenia wynikajace z tego pola
nie przekraczajg granicy plastycznosci.

* kinematycznie dopuszczalne pole predkosci U;-k , ktére:
= spetnia kinematyczne warunki brzegowe (jest zgodne z wieziami kinematycznymi,
podporami),
= spetnia odpowiednie warunki ciggtosci przemieszczen w przestrzeni fizycznej,
= pozwala wyznaczyé niezerowe sktadowe uogélnionych predkosci odksztatcen Ef ,
= jest takie, ze catkowita moc obcigzen zewnetrznych na tych predkosciach jest
dodatnia:

L,=[[uPU/da>0 (106)
A

gdzie A4 oznacza powierzchnie konstrukcji, do ktérej przytozono obcigzenie
zewnetrzne.

Wsréd statycznie dopuszczalnych pdl naprezen uogdlnionych istnieje pole naprezen
rzeczywistych. Podobnie wsrdd kinematycznie dopuszczalnych pél predkosci istnieje pole predkosci
rzeczywistych. Pole uogdlnionych naprezen odpowiadajgce pewnemu kinematycznie
dopuszczalnemu polu predkosci nie musi by¢ statycznie dopuszczalne — moze np. nie spetniac
rownan rownowagi lub warunkdéw statycznych brzegowych. Musi to jednak by¢ pole, dla ktdrego
zachodzi¢ bedzie rozpraszanie energii, co ma miejsce tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
plastycznosci.

Jesdli dla pewnej wartosci uw = u, mozna znalez¢ jakiekolwiek statycznie dopuszczalne pole
naprezen uogolnionych, to Wg nazywamy statycznie dopuszczalnym mnoznikiem obcigzenia.
Jesli dla pewnej wartosci W = u, mozna znalez¢ jakiekolwiek kinematycznie dopuszczalne pole
predkosci, to w, nazywamy kinematycznie dopuszczalnym mnoznikiem obciazenia.



Rozwazmy obecnie stan graniczny konstrukcji. Rzeczywiste przemieszczenia U, s zatem
przemieszczeniami odpowiadajgcymi chwili uplastycznienia, a obcigzenie zewnetrzne jest réwne
u; P, . Przemieszczenia rzeczywiste sg przemieszczeniami kinematycznie dopuszczalnymi, s3
zatem przemieszczeniami wirtualnymi. To samo dotyczy predkosci oraz predkosci odksztatcen.
Zapiszmy zasade predkosci wirtualnych dla takich wtasnie predkosci wirtualnych, przy czym
zapiszmy te zasade dwukrotnie — dla obcigzenia w;P; i odpowiadajagcego mu pola naprezen
uogdlnionych S, oraz dla obcigzenia ug P, i odpowiadajagcego mu pola naprezen uogolnionych

*

s

1

[fsiEdv = [fusP,U.d4 (107)
Wy s Edv = [fusPU,d4 (108)

Poniewaz w obydwu przypadkach obszar catkowania jest ten sam (materiat jest sztywny), zatem:
.Uf (Si_Sj)EidV:(MG_MS>fj PiUidA (109)
14 A

Poniewaz catka po prawej stronie jest wielkoscia mocy sit
zewnetrznych, musi ona by¢ dodatnia. Jesli chodzi o catke po
lewej stronie, to z faktu, ze Sf lezy wewnatrz powierzchni
granicznej, z warunku normalnosci oraz z wypuktosci
powierzchni granicznej wynika, ze réwniez iloczyn skalarny
stanowigcy funkcje podcatkowg musi by¢ nieujemny.
Rownos¢ bedzie zatem spetniona tylko wtedy, gdy

Ws S Ug (110) f(S)

a zatem, jesli dla pewnej intensywnosci obcigzenia W, da sie znalez¢ statycznie dopuszczalne
pole naprezen uogdlnionych, to nosno$¢ graniczna odpowiada wtasnie tej lub jeszcze wiekszej
intensywnosci obcigzenia. Dowodzi to twierdzenia o oszacowaniu od dotu.

Mozemy powtdrzy¢ te rozwazania dla dwéch uktadow obcigzen — rzeczywistego, granicznego
rownego W;P,; oraz pewnego obcigzenia w, P, , skutkujagcego pewnym kinematycznie

dopuszczalnym polem przemieszczenia Uf , stanowigcym réwniez pole wirtualne, dla ktérego
zapiszemy zasade predkosci wirtualnych.

JIf s:E;dv = [[u.p,Uid4 (111)
4 A

JIf sfE;dv = [JucPUd4 (112)
v A



gdzie S, jest rzeczywistym granicznym pole naprezen uogdlnionych, a SZ-K jest polem
odpowiadajgcym obcigzeniu u, P; . Poniewaz w obydwu przypadkach obszar catkowania jest ten
sam (materiat jest sztywny), zatem:

[If (s5=s$)E;dV = (ue—uo) [ P,Ud 4 (113)

Zatozylismy, ze dla obcigzenia W, P; rzeczywiscie zachodzi
ptyniecie plastyczne, zatem catka po prawej stronie musi by¢
dodatnia jako moc obcigzenia zewnetrznego. Jesli chodzi o
catke po lewej stronie, to z faktu, ze S[K dochodzi do
powierzchni granicznej, z warunku normalnosci oraz z
wypuktosci powierzchni granicznej wynika, ze réwniez i
iloczyn skalarny stanowigcy funkcje podcatkowg musi byc
nieujemny. Réwnos$é bedzie zatem spetniona tylko wtedy,
gdy

f(S)

N

Mg < Uy (114)

a zatem, jesli dla pewnej intensywnosci obcigzenia W, da sie znalezé¢ kinematycznie

dopuszczalne pole predkosci (mechanizm zniszczenia), to nosnos¢ graniczna odpowiada wtasnie
tej lub mniejszej intensywnosci obcigzenia. Dowodzi to twierdzenia o oszacowaniu od dotu.



PRZYKtAD 4

Wyznaczy¢ nosnosc¢ graniczng uktadu przedstawionego na
rysunku, korzystajgc z twierdzen o oszacowaniu gérnym i
dolnym nos$nosci granicznej.

2L

sina =

o -
(@)
2
Q
I
ol

sinf} = e cosf} = N

OSZACOWANIE OD DOtU — PODEJSCIE STATYCZNE

Uktad zamieni sie w mechanizm, gdy uplastycznieniu ulegng dwa sposrdd trzech pretdw. Mamy
zatem trzy mozliwe przypadki:

1) Uplastycznienie pretéw 1i2 N2=N"’I

SX=-N"cosa+ Nycosp=0 =

N,= g N ~0,84984 N”

N,<N" > ukfad statycznie dopuszczalny. P
SY =N"sina+ N” =P+ N;sinf=0 = P~2,]178N"

Noénoéé graniczna jest réwna P ~2,1785N”'  lub wieksza.

2) Uplastycznienie pretow 1i 3

SX =-N"cosa+ N”cospp =0 =

1 / 3 !
NP 2N
V2 V13

rownanie rownowagi nie jest spetnione - uktad statycznie niedopuszczalny.

3) Uplastycznienie pretéw 2i 3

SX=-N,cosa.+ N"cosp=0 =
_ 3726
3

3~ 1,1767 N "

N,

N,>N” - ukfad statycznie niedopuszczalny.



OSZACOWANIE OD GORY — PODEJSCIE KINEMATYCZNE

Uktad zamieni sie w mechanizm, gdy uplastycznieniu ulegng dwa sposrdd trzech pretow. Mamy
zatem trzy mozliwe przypadki:

1) Uplastycznienie pretéw 1i2

Przyrownujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:

D, (I) =
= (sz cosa)-(vsinB) + (N”sina)(veosP) + N”-(vcosp) = P-(vcosp)

P ~2,1785N"
No$nos¢ graniczna jest réwna P* ~ 2,1785N” lub mniejsza.

2) Uplastycznienie pretéow 1i3

Przyréwnujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:

CI) = (I) =

= (N"cosa)v —(N"cosp)v =0

Catkowita moc obcigzenia zewnetrznego na polu predkosci jest niedodatnia -
pole przemieszczen jest kinematycznie niedopuszczalne.



3) Uplastycznienie pretéw 2i 3

Przyréwnujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:

cj)w = (Dz =
= (N”cosp)-(vsina) + (N”sinp)-(vcosa) + N”-(vcosa) = P-(vcosa)
P ~23868N"

No$noé¢ graniczna jest réwna P* ~ 2,3868 N lub mniejsza.

Biorgc pod uwage wszystkie powyzsze rachunki, mozemy stwierdzic:

* Oszacowanie od dotu wskazuje, ze no$nos$¢ graniczna jest nie mniejsza niz
P*~21785N"

* Oszacowanie od gory wskazuje, ze nosnos¢ graniczna jest nie wieksza niz
P*~ 21785 N"

* No$no$é graniczna jest zatem réwna P* ~ 2,1785 N



PRZYKtAD 5

Wyznaczy¢ nosnos¢ graniczng uktadu przedstawionego na rysunku, korzystajgc z twierdzen o
oszacowaniu gérnym i dolnym nosnosci granicznej.

3P 2pP

l |

A 7
A B C

2
E

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny — aby zamienit sie w mechanizm, musza
w nim powstac¢ dwa przeguby. Powstang one w miejscach wystepowania najwiekszych momentow
zginajacych. Poniewaz ukfad obcigzony jest sitami skupionymi, zatem rozktad momentu
zginajacego jest przedziatami liniowy i osigga swoje ekstrema na granicach przedziatow
charakterystycznych — albo nad podporami, albo pod sitami skupionymi. Tam wiasnie pojawig sie
przeguby plastyczne.

OSZACOWANIE OD DOtU — PODEJSCIE STATYCZNE

Pierwsze uplastycznienie w przekroju B

Otrzymujemy belke statycznie wyznaczalng:

3P 2P
\ l
NCARVAN A
MP MP — —
\' Y IV
A C E
L L 2L 2L

pl
SMy=0. -V, L+M"=0 = VA:ML
19 3 M
e pl VC:_P——
SM, =0 ~M"+V L—6PL+5V,L=0 _ 4 2 L
Y =0 VAVAV,-5P=0 v _lP_lM”’
Fog 2 L

Momenty w przekrojach Ci D:

M(C)=4V_ L—4PL=2M" —3PL
PL

M(D)=2V,L=M"+ 5



Kolejne uplastycznienie zajdzie w przekroju C,gdy M (C)=-M" = P=

Wtedy: M(D)z%M"SM” = schemat statycznie niedopuszczalny.

Kolejne uplastycznienie zajdzie w przekroju D, gdy M (D)=M" = P=0

Wtedy: M (C)=2M">M" = schemat statycznie niedopuszczalny.

Pierwsze uplastycznienie w przekroju C

Otrzymujemy belke statycznie wyznaczalna:

3P 2P
M MP l
N
Sy A
v Iv Iv
A C E
L L 2L 2L
pl
SMo=0: —-M"+3PL-2V,L=0 = VA=%P—A2/IL
M

SM7=0: M"—4PL+4V,L=0 = V,=P-

Momenty w przekrojach B i D:
M(B)=V,L= —%M” + %PL

M(D)=2V,L= —%Mp[-l- 2PL

pl
Kolejne uplastycznienie zajdzie w przekroju B, gdy M (B)= M” = P = ML

Wtedy: M(D)z%M”’>Mp’ = schemat statycznie niedopuszczalny.

M”
L

Kolejne uplastycznienie zajdzie w przekroju D, gdy M (D)=M" = P= %
Wtedy: M (B)= %M”’ = schemat statycznie dopuszczalny.

pl
Nos$nos¢ graniczna belki jest rowna P* = %M

lub wieksza.



Pierwsze uplastycznienie w przekroju D

Otrzymujemy belke statycznie wyznaczalna:

3P

2P
1 &
é Mpl MP' é
v, Ivc IVE

L L 2L 2L
pl
SM7=0: 2V, L-M"=0 = p,=M
2L
1 M
. V,=—=P+
SM, =0 M" =2V L+9PL—-4V ,L=0  _ 4 2 L
Y =0 VAV AV, —5P=0 v _1_1P_3Mp’
) 2 L

Momenty w przekrojach Bi C:

M(B)=V,L =M”l—%

M(C)=2V ,L—-3PL=2M"+4PL
Kolejne uplastycznienie zajdzie w przekroju B,gdy M (B)=M" = P=0
Wtedy: M (C)=2M">M" = schemat statycznie niedopuszczalny.

pl
Kolejne uplastycznienie zajdzie w przekroju C, gdy M (C) = M > P= %Ai

Wtedy: M(B)z%M”’ = schemat statycznie dopuszczalny.

pl
Nos$nos¢ graniczna belki jest réwna P* = %M

lub wieksza.




OSZACOWANIE OD GORY — PODEJSCIE KINEMATYCZNE

Uplastycznienie w przekroju B i C

3P 2P

Przyréwnujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:

. . pl
b, =db, > M Lim"Yim" Y =3py = p=M
L L L L
pl
Nosnos¢ graniczna jest rowna P* = M lub mniejsza.
Uplastycznienie w przekroju Bi D
3P 2P
M 1 M
— Mpl Mpl

Przyréwnujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:

Ci)wz(i)z = M

" Yem
L L L

s

=2P2v—-3P-y
L

pl

L

Nosnos¢ graniczna jest rwna P* =4 lub mniejsza.

=




Uplastycznienie w przekroju Ci D

3P 2P

Przyréwnujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:

M?”

. . 3
d =P MPI-L—i—Mpl-L—i—Mpl-L:ZP- p==
w7 2L 2L 2L vz 4 L

.. . ) , 3 M7
Nosnos¢ graniczna jest rowna P* = 11

lub mniejsza.

Biorgc pod uwage wszystkie powyzsze rachunki, mozemy stwierdzic:

* Oszacowanie od dotu wskazuje, ze no$nos¢ graniczna jest nie mniejsza niz

3 M
P* ==
4 L

* Oszacowanie od gory wskazuje, ze nosnos¢ graniczna jest nie wieksza niz

3 M
P* ==
4 L

3 M
4 L

* Nosnos¢ graniczna jest zatem rowna P* =



PRZYKtAD 6

Wyznaczy¢ nosnos¢ graniczng uktadu przedstawionego na rysunku, korzystajgc z twierdzen o
oszacowaniu gérnym i dolnym nosnosci granicznej.

P =4qL

v A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 l

4L 2L L

Uktad jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalny — aby zamienit sie w mechanizm, muszg
w nim powsta¢ dwa lub trzy przeguby. Powstang one w miejscach wystepowania najwiekszych
momentéw zginajacych. W przedziatach nieobcigzonych rozktad momentu zginajgcego jest
liniowy i osigga swoje ekstrema na granicach tych przedziatéw charakterystycznych — albo nad
podporami, albo pod sitami skupionymi. W przedziale obcigzonym obcigzeniem cigglym nie
jesteSmy w stanie z géry przewidzie¢, w ktorym miejscu wystepowac bedzie lokalne ekstremum
momentéw, tj. gdzie powstanie przegub plastyczny. Jednym z rozwigzan moze by¢ okreslenie
potozenia tego ekstremum za pomocy pewnego zmiennego parametru, a nastepnie poszukiwanie
ekstremum oszacowania nosnosci z uwagi na ten wifasnie parametr. Zaczniemy od podejscia
kinematycznego z uwagi na prostote tego oszacowania. Dla wyznaczonego w tym podejsciu
potozenia przegubu dokonamy nastepnie oszacowania od dotu. Jesli odpowiadajacy takiemu
schematowi rozktad naprezen bedzie statycznie dopuszczalny, a oszacowania beda zgodne, to
oszacowanie to bedzie rzeczywistg no$noscig graniczna belki.

OSZACOWANIE OD GORY — PODEJSCIE KINEMATYCZNE

Uplastycznienie w przekrojach B, C, D

q P=4qlL
pl m®
A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 VV’l\ M ,
— Mpl\QMpl > M
A B C D
4L 2L L

Przyrownujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:
: : 3mM”
b, =P M e Y Y = 4g L =
w2 2L 21 L RS R i




pl

L2

Nosnos¢ graniczna jest rowna ¢* =0,75 lub mniejsza.

Uplastycznienie w przekroju B oraz pod obcigZzeniem ciggtym

q P=4ql
v v wfl\w L 4 v w,l\ 1 [|
N4 N
— | | Mpl p— Mpl
A m° MmP B C D
P
4L 2L L

\
A
\
A
\

-t
Bl

Przyréwnujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:

. . 3 Mp]
D, =P M’y —Y oy —Y e Yy g(a-8) L _2
Nosnos¢ graniczna jest rowna ¢* = M”’# lub mniejsza.
2EL(4-E)

Poszukujemy ekstremum tego oszacowania z uwagi na parametr EE(O ; 4)

dg* o E'+8E-16
997 _ " STOS7I0 g S =-9,6569 , £,=1,6569
dg 28°L°(4-E) 5 =

Pierwszy z pierwiastkow nie nalezy do dziedziny. Sprawdzamy znak drugiej pochodnej:

2 E3 pl
dg*l 037533 2L
3 L

>0 = minimum lokalne

M"

2

Nosnos¢ graniczna jest rdwna ¢* = 0,72855 lub mniejsza.




Uplastycznienie w przekrojach Ci D oraz pod obcigZzeniem ciggtym

q P =4qlL
l M° 1 M
v A4 VV, \VV v v A4 v
N4 \
— | | — |
A M M B c M p
P
D 4L | 2L oo
Przyrownujemy moc sit zewnetrznych i moc sit wewnetrznych:
b, =, =
2v \ v 2v
Mo Yo=Y = ge LY 4 g(4-E)L-L - 4qL-
EL (4-E)L a-gjp) " 95bg Tal Sy~ el
4+5
= qZ—Mpl—2 :é
gL

Ujemna wartos¢ nosnosci wskazuje, ze mozliwy schemat zniszczenia bedzie miat przeciwny zwrot
predkosci:

g P =4qlL
i L
v 2 w’l\w 2 \ 4 2 2 ,
N~/ -
— | | — |
A M M B C M D
PN
p 4L | 2L S L
¢W: -Z =
[V Y2 N P 2 R A RS A (/R A SR AN S
EL (4-8)L e I R R
N q:Mp,4+513,

EZLZ



,4+5E
Mp EZ L2

Nosnos¢ graniczna jest rowna ¢* = lub mniejsza.

Poszukujemy ekstremum tego oszacowania z uwagi na parametr £€(0 ; 4)

dg* __ m5E+8 _

dg 28817

0 = E=-16

Pierwiastek nie nalezy do dziedziny. Wartosci ekstremalne nosnosci odpowiadajg granicznym
wartosciom parametru € .Dla E—0 mamy g¢g*—o ischemat zniszczenia traci sens (przegub
plastyczny pod obcigzeniem ciggtym zbliza sie do podpory przegubowej z lewej strony — dla
zachowania ciggtosci predkosci predkos¢ tego przegubu musi by¢ nieskoriczona). Przypadek ten
odrzucamy. Dla E=4 otrzymujemy pierwszy z omawianych schematéw zniszczenia, tj.
uplastycznienie w punktach B, Ci D. Zgadza sie réwniez oszacowanie nosnosci:

pl

qg*=0,75 A]/fz

Ze wszystkich analizowanych schematdéw zniszczenia, schemat drugi dla £=1,6569 daje nam
najnizsze oszacowanie od gory. Wykorzystajmy te informacje dokonujgc oszacowania od dotu.

OSZACOWANIE OD DOtU — PODEJSCIE STATYCZNE

Pierwsze uplastycznienie w przekroju B

Otrzymujemy belke statycznie niewyznaczalna.

Rozwigzujemy belke metodg sit, metodg przemieszczen lub korzystamy z tablic reakcji i wykresow
sit przekrojowych dla belek prostych. Reakcje podporowe sg rowne:

_ g4l M" _ M”
v, =122 _—24L -
AT T 4L 1T
4 3M” g4L  M"\ _ 70 3M”
V,=|—4gL+=> + + = —gL+=
2 (27 1 23L) ( Y A



23 3IMP” 92 1 M”
V,=224gL—-= Sy
DTyt Ty T 79 T T

5 M”20 ., M”
M,=—(4gL)(3L)— =gl —

Moment pod obcigzeniem ciggtym:
x° M” x°
M(x)=V x—qg—=|2qL— —q—=
(¥)=V.,x=q7 gL~ 77 |x—a5

Ekstremum momentéw pod obcigzeniem ciggtym:

dM m"”
—=0 =2L—-
dx - e 4qL
2 3 pl\2
M= mix) = BT
32gL
. 32 »
Moment w przekroju C: M(C)= VDL_MD:EQL
pl
Moment w przekroju D: M(D)=-M,= —%qu + Ag

Rozwazy¢ musimy teraz 3 przypadki:
* gdy drugie uplastycznienie zajdzie pod obcigzeniem ciggtym
e gdy drugie uplastycznienie zajdzie w przekroju C
e gdy drugie uplastycznienie zajdzie w przekroju D

Drugie uplastycznienie zajdzie pod obcigzeniem ciggtym, gdy:

M?
g = 0,72855 2 = x,=1,6569L
_ nl
M,=M" = Vv N
q = 0,021447 Iz = x,=—-9,6569L

Drugie rozwigzanie nie nalezy do dziedziny zadania. Przyjmujemy pierwsze rozwigzanie.

Witedy: M (C)=0,025418 M"<M” = schemat statycznie dopuszczalny.
M (D)=0,45234M"<M"” = schemat statycznie dopuszczalny.

pl

Nosnos¢ graniczna belki jest rowna ¢* =0,72855 lub wieksza.

L2

Oszacowanie to jest identyczne z oszacowaniem od gory podejsciem kinematycznym. Jest to zatem
rzeczywista nosnosc¢ graniczna belki.
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