15. Efekty drugiego rzedu

W mechanice ukladéw pretowych efektami II rzedu nazywamy zjawiska, w ktorych
przemieszczenie wywolane obciazeniem powoduje wzrost wartosci sit przekrojowych, co z kolei
prowadzi do poglebienia przemieszczenia i spowodowanego tym dalszego wzrostu wartosci sil
itd. az do osiagniecia nowego stanu réwnowagi. W dotychczasowych rozwazaniach nie
uwzglednialiSmy takich zjawisk. W przypadku konstrukcji statycznie wyznaczalnych wrecz
przyjmowalidSmy zasade zesztywnienia, w mysl ktorej deformacja konstrukciji jest na tyle mala, ze
nie wplywa na zmiang rozkladu sit zewnetrznych a co za tym idzie, nie wplywa na wartosci sit
przekrojowych. W ukladach statycznie niewyznaczalnych konieczne bylo okreslenie
przemieszczen konstrukeji, tak aby na podstawie znanych (jednoznacznych) zalezno$ci miedzy
przemieszczeniami i sitami przekrojowymi wyznaczy¢ te drugie, jednakze nieliniowa interakcja
przemieszczenia z obciazeniem zewne¢trznym nadal nie byla uwzgledniana.

Wsrod efektow II rzedu wymienic¢ nalezy: A

* Efekty P—A (tzw. ,efekty P-duze delta”) - zwiazane =z
przemie-szczaniem si¢ weztow konstrukcji. W szczegolnosci,
uklad sit przylozony w tych wezlach po wigkszej deformacii
oddzialuje na konstrukcj¢ w jakosciowo odmienny sposob.

* Efekty P—-90 (tzw. ,efekty P-male delta”) - zwiazane ze
uwzglednieniem  zmiany rozkladu sil  przekrojowych

o
spowodowanych deformacja pretow na ich dlugosci - l
przykladowo sila osiowa przylozona na koncach preta, w
sytuacji, gdy ulega on wygieciu, wzgledem niektorych 3 =
przekrojow preta nie dziala juz w jego osi. W szczegdlnosci,

Sciskanie pretow zginanych poglebia ich ugiecie i powigksza
moment zginajacy - przy rozciaganiu, sytuacja jest odwrotna.

* Wpyboczenie - jest to zjawisko gwaltownego przejscia z
jednego stanu réwnowagi, w jakoSciowo odmienny stan, po
przekroczeniu  pewnej krytycznej wartoSci obciazenia
zewnetrznego

* Zagadnienie belki na podloiu sprezystym

(podlozu Winklera) - model podloza sprezystego l

Winklera, jest najprostszym modelem opisujacym Qﬂ?@gg&
deformacje preta, ktéory spoczywa w os$rodku

stawiajacym opor tej deformacii.



Uwzglednienie interakcji odksztalcenia z obciazeniem zewnetrznym, wymaga
zmodyfikowania przyjetego modelu. Przyjmujac, ze znamy rozklad momentéw zginajacych,
wyznaczonych z pominieciem efektow II rzedu (oznaczmy go przez M,(x) ), w prosty sposob
mozemy uwzgledni¢ ich powigkszenie w kazdym przekroju wskutek dzialania sily Sciskajacej,
redukujac uklad sit rownoleglych do osi nieodksztalconego preta do srodka ciezkosci przekroju
na osi zdeformowanej - mimosrod dzialania tej sily jest rowny po prostu ugieciu w danym
punkcie:

Znajac zalezno$¢ miedzy ugieciem a momentem zginajacym, mozemy wyznaczyé rownanie
rzadzace zagadnieniem zginania ze $ciskaniem:

2 M N
dv __ Ly = W (x) + K w(x) = ——= k=\/l
dx ET EI El

Rownanie powyzsze jest niejednorodnym liniowym roéwnaniem roézniczkowym zwyczajnym
drugiego rzedu o stalych wspoélczynnikach - réwnanie posiada¢ musi ponadto dwa warunki
brzegowe, odpowiadajace sposobowi podparcia. Jego rozwiazaniem jest rozklad ugiecia belki,
uwzgledniajacy efekty II rzedu.

Rozwiazanie to uwzglednia wplyw ugiecia poprzecznego belki na rozklad sit wewnetrznych, w
dalszym ciagu jednak pomija przemieszczenia podluine (wzdluz osi preta). Trzeba o tym
pamietac

Sily przekrojowe (sily poprzeczne i momenty zginajace), ktére uwzgledniaja wplyw ugiecia na
ich rozklad, otrzymuje si¢ odpowiednio przez druga i trzecia pochodna funkcji ugiecia.:

3
d w
3

dzf O(x)=—-EI
dx dx

M(x)=—EI

Rozwiazanie powyzszego rownania jest suma calki ogdlnej réwnania jednorodnego (tj. naszego
rOwnania po przyjeciu prawej strony réwnej 0) i dowolnej calki szczeg6lnej réwnania
niejednorodnego. Calke ogolna tego réownania znajdujemy stosujac typowa metode dla réwnan
liniowych o stalych wspoélczynnikach. Zakladamy rozwiazanie w postaci funkcji wykladniczej

w(x)=e" i podstawiamy do réwnania, dzielac nastepnie przez e“ (ktére jest zawsze rézne od
0). Otrzymujemy rownanie charakterystyczne:

k=0

Calka ogolna jest kombinacja liniowa funkcji odpowiadajacych pierwiastkom roéwnania
charakterystycznego, przy czym:

* Pierwiastkom rzeczywistym 7, odpowiadaja funkcje postaci A4-¢"* , gdzie A jest
dowolng stala.

e Sprzezonym pierwiastkom zespolonym 7,.7,,1=7, odpowiadaja funkcje postaci
e” (r”)-[A'sin(S(r,,))+B'cos(S(r”))] , edzie A i B sa dowolnymi stalymi, a R(r,) i I(r,)
oznaczaja odpowiednio cze$¢ rzeczywista i czeS¢ urojona 7, .



* Jesli otrzymujemy pierwiastek wielokrotny, wtedy rozwiazan poszukujemy wsrod funkceji
takich jak wspomniano powuyzej, przy czym stale parametry zastepujemy wielomianami
wyzszych stopni.

W naszym przypadku, z uwagi na dodatnio$¢ k otrzymujemy dwa sprzezone pierwiastki
zespolone r;=ki, r,=7 =—ki | ktorym odpowiada calka ogolna roéwnania jednorodnego
(CORJ) postaci

wgg(x) = A-sin(k x) + B-cos(k x)

Calke szczegdlna rownania niejednorodnego (CSRN) znajdujemy np. poprzez metode
uzmienniania stalej lub - w przygpadku prostych funkcji M,(x) - przewidujac ja w tej samej
postaci co funkcja M, (np. wielomianu odpowiedniego stopnia).

Pojawiajace si¢ stale calkowania wyznaczamy z kinematycznych warunkéw brzegowych
zwiazanych z podporami lub przemieszczeniami, ktérych obecno$¢ przewidujemy w nowym
stanie réwnowagi - w takim przypadku to nieznane przemieszczenie jest kolejna stala
podlegajaca wyznaczeniu. Wazne:

1) Rozwazajac nawet proste prety, jeSli przemieszczeniu ulega wezel, w ktérym
przylozona jest sila osiowa, wtedy, wyznaczajac reakcje oraz funkcje M, , musimy
uwzgledni¢ to nowe ramie¢ dzialania sily osiowe;.

2) Musimy pamietaé, ze funkcja M, okresla moment sil wzgledem Srodka ciezko$ci
przekroju przed deformacja. A zatem wyznaczamy M, rozpatrujemy sily zewnetrzne i
reakcje w konfiguracji zdeformowanej, jednak okreslamy moment tych sil wzgledem osi
przed deformacja.

W przypadku ukladéw statycznie niewyznaczalnych - tj. jes$li zastosowane podparcie narzuca
wiecej niz 2 kinematyczne warunki brzegowe (ktére nie moga byé¢ w ogo6lnosci spelnione przez
rozwiazanie réwnania rézniczkowego 2 rzedu) - wtedy wprowadzamy nowe parametry zadania
podlegajace wyznaczeniu - np. nieznane reakcje podporowe.

SCISKANIE MIMOSRODOWE

Do tej pory, rozpatrujac przypadek mimosrodowego Sciskania preta, redukowalismy uklad
obciazen zewnetrznych do s$rodka ciezkoSci przekroju - uzyskujac obciazenie zlozone z sily
osiowej i momentu zginajacego - a nastepnie przyjmowaliSmy rozwiazanie (m.in. rozklad
naprezen) bedace prosta superpozycja (dodaniem) rozwiazan zagadnienia $ciskania osiowego i
prostego zginania. Calkiem pomijaliSmy efekty II rzedu. Teraz zajmiemy si¢ tym problemem
dokladnie;j.

Rozpatrzmy  belke  swobodnie podparta o  przekroju
bisymetrycznym o wysokosci h, $Sciskang mimosrodowo.

Podobnie, jak wczes$niej, sile Sciskajaca N na mimosSrodzie e \—"’ “—‘\jlfe
zastapimy ukladem sily osiowej N i skupionego momentu A A
zginajacego (pary sil) o wartoéci Ne . Dla ustalenia uwagi, L =
przyjmijmy, ze sila przesunieta jest wzgledem $rodka cigezkosci § L "

wzdluz wysokodci, tj. wzdluz osi z, co skutkuje zginaniem
momentem M , w plaszczyznie (z,z).



Rozklad momentéw zginajacych od obciazenia zewnetrznego, z pominieciem efektéw II rzedu
jest dany funkcja: Myx)=Ne .

Rownanie rozniczkowe opisujace zginanie belki z uwzglednieniem sily osiowej:

M
w'(x)+ Ew(x) = —— k= N
EI EI

Calka ogo6lna réwnania jednorodnego (CORJ): ng(x) = A-sin(k x) + B-cos(k x)

Poniewaz funkcja z prawej strony réwnania niejednorodnego jest funkcja stala, stad calke
szczegoblna rownania niejednorodnego (CSRN) przewidujemy w postaci: w,(x)=C .
Rozwiazanie réwnania - calka ogoélna réwnania niejednorodnego (CORN) - jest réwne:

w(x)=w,+w,= A-sin(kx)+B-cos(kx)+C
Funkcja ta musi spelnia¢ nasze réwnanie rézniczkowe:

M
w(x)+ Ew(x) = 0 = kKC=-

Ne Ne
0 A = C = —
El EI k> EI

Musi ona ponadto spelnia¢ warunki brzegowe. Warunki podporowe dla belki swobodnie
podpartej daja nam nastepujacy uklad rownan:

w(0)=0 _ [w(0)=B+C =0 _ [Becse )
Iw(L)=0 {W(L)=Asin(kL)+Bcos(kL)+C=0 A=_C*‘Sﬁl??;()ﬂ):e[lsilfF;L(ch)]

Poniewaz uklad jest symetryczny, stad najwigkszy moment zginajacy wystepowac bedzie w
srodku przesta, tam gdzie mimosréd dzialania sily (suma mimosérodu wstepnego i ugiecia
bedacego efektem II rzedu) jest najwiekszy. Ugiecie w Srodku przesta:

_ [LY_ |1—cos(kL) . (kL K\ . |_ kL\
f—w(z)—e[ sin (kL) sin 2)—i—cos 2) 1 —elsec( 2) 1
k

Moment zginajacy w Srodku przesta: M (%) =N(e+tf)=eN sec(TL)

y

M
Maksymalne naprezenie normalne: O, = %+_Iy z = % 1+_§’2. c % \/ _ZJZVI
N he
Dla poréwnania, pomijajac efekty II rzedu, otrzymalibysmy: Ome = — 1+F

Wartoéci funkcji secans sa zawsze wigksze od 1, a zatem pominiecie efektow II rzedu w
zagadnieniu S$ciskania mimosrodowego jest zawsze niedoszacowaniem stawiajacym nas po
stronie niebezpieczne;j.



2
EI
Pamietajac, ze dla belki swobodnie podpartej N, T[Lz , mozemy napisac:
N he N
= — 1+—- l -
O y Y se 2\ W

Latwo zauwazyé, ze dla N—N_ naprezenia O,,—% . Stad wniosek, ze pret S$ciskany
mimosérodowo predzej ulegnie zniszczeniu wskutek przekroczenia naprezen dopuszczalnych, niz
wskutek utraty statecznoéci (tj. wskutek wyboczenia).

WYBOCZENIE

Ze zjawiskiem wyboczenia mamy do czynienia w sytuacji, kiedy pret prosty, obciazony
sila osiowa, ulega gwaltownemu przejsciu do nowej, jakoSciowo odmiennej, krzywoliniowe;j
postaci, w ktorej uklad przylozonych sit osiaga nowy stan réwnowagi. Wyboczenie moze zajs¢
nawet w przypadku, gdy nie sa obecne zadne obciazenia poprzeczne, zginajace, jednak wskutek
deformacji ukladu, na podporach pojawia si¢ reakcje - to one wyznacza¢ beda funkcje Mo(x)
Zajmijmy si¢ zatem poszczeg6élnymi schematami podparcia belki. Za kazdym razem przyjmujemy
calke ogo6lna rownania postaci:

W, (x) = A-sin(k x) + B-cos(k x)

BELRA SWOBODNIE PODPARTA

W przypadku belki swobodnie podpartej z rownan réwnowagi wynika, \_, 1_\
ze nawet w krzywoliniowym stanie réwnowagi (po wyboczeniu) reakcje A A
podporowe musza byé¢ rowne 0 - stad uzyskujemy M o(x)=0 i v t T
rozwiazanie rownania jest rowne calce ogdlnej rownania jednorodnego: A Vs

/I|/ L il
w =w,, = Asin(kx )+ Bcos kx)

Warunki brzegowe:
w(0)=0  _ B=0
w(L)=0 Asin(kL)=0

Przyjecie A=0 celem spelnienia drugiego warunku daje nam rozwiazanie trywialne, ktore
odrzucamy. Réwnanie to moze byc¢ zatem spelnione jedynie w przypadku, gdy:

N nm n’m EI
kL=nn = k”:VE_:T = N,= 2

Widzimy zatem, ze uklad moze przyja¢c nowy, krzywoliniowy stan réwnowagi, jesli tylko sila
Sciskajaca przyjmie warto$¢ okreSlona powyzszym wzorem. Im wigksze n, tym wigksza jest
wymagana sila - oczywiste jest, ze wyboczenie nastapi juz przy najmniejszej z nich, tj. dla n = 1.
Otrzymujemy stad wzér na sile krytyczna (wyboczeniowa):

2
Y E[ min

cr 2
L




nazywany wzorem Eulera, ktéry podal to rozwiazanie. We wzorze zastapiliémy wielko$¢ [

(moment bezwladno$ci przekroju) symbolem [7,, - w przypadku jednakowego

podparcia we

wszystkich plaszczyznach, pret ulegnie wyboczeniu w tej plaszczyznie, dla ktorej energia
potrzebna na zmiane¢ Kkonfiguracji jest najmniejsza a w konsekwencji i sita wyboczeniowa jest
najmniejsza. Jest to oczywiscie plaszczyzna najmniejszej sztywnosci gietnej, tj. plaszczyzna

prostopadla do osi minimalnego momentu bezwladno$ci.

WSPORNIR
. . . . . : M,
Rozwiazanie zadania w przypadku wspornika przebiega nieco Pa
odmiennie. Spodziewamy si¢ bowiem, jak bedzie wyglada¢ posta¢ m
wyboczenia, tj. jaki moze przyja¢ ksztalt wspornik Sciskany, tak aby —j N i S
deformacja ta odbyla si¢ najmniejszym kosztem energetycznym - —
schematycznie pokazano to na ilustracji obok. Wida¢ zatem, ze \-TJ
koniec wspornika, do ktérego przylozono obciazenie osiowe, ulega I - )

malemu przemieszczeniu 0 - w konsekwenciji sila Sciskajaca dziala

na pewnym mimosrodzie wzgledem punktu utwierdzenia, co skutkuje wystepowaniem reakciji

momentu utwierdzenia M ,= N0 . Ponadto, z rownania rownowagi XY=V ,=0.

Rozklad momentéw zginajacych: M, (x)=—M ,=—N2d

CORJ: w=w,, = Asin (kx )+ Bcos (kx)
CSRN przewidujemy w postaci: ~ w, =C
CORN: w=w, +w,_= Asin(kx)+ B cos(kx)+C
M
Podstawiajac do réwnania rézniczkowego w4+ k°w = _E—IO otrzymujemy:
N N
KC="2 = =
El k*EI
Warunki brzegowe:
w(0)=0
dw B+C=0 A4=0
cp(0)=d— =0 = A=0 = B=—C=-%
¥ le=o Asin(kL)+ Bcos(kL)+C =5 cos(kL)=0
w(L)=8
Ostatnie rownanie jest spelnione jest, gdy
BN 2
N _nm nEl,,
kL - ﬂ k — \/_ - - N — nin
2 v TVEm 2L T YT ary

BELKA OBUSTRONNIE UTWIERDZONA M
Vs

Jest to przypadek statycznie niewyznaczalny - reakcje i spowodowany N

I_l)ﬁ
=

nimi rozklad momentéw zginajacych nie sa znane i musza byc —j

wyznaczone razem z przemieszczeniem ukladu. Wprowadzamy

dodatkowe nieznane parametry zadania M ,, V. \-’J
-

I_It.

il

S —
-
w“l



Rozklad momentéw zginajacych: M (x)=M +V ;-x

CORJ: w = w,, = Asin (kx)+Bcos (kx)
CSRN przewidujemy w postaci: ~ w, =Cx+D
CORN: w=w,,+w_= Asin(kx)+Bcos(kx)+Cx+D
M
Podstawiajac do réwnania rézniczkowego w”+k*w = _E_IO otrzymujemy:
co—ta_ Vu
2
kZCx—i-kzD:—&x—% = k"EI N
EI" EI M, M,
D e —_—— —_——
KEI N

Warunki brzegowe:

w(0)=0
dw B+D=0
0)="2| =0
v(0)="7 . | k4+c=0
w(L):O Asin(kL)+Bcos(kL)+CL+D=0
dw k Acos(kL)—k Bsin(kL)+C=0
CP(L)Zd— =0
X lx=L
I M, c v, , . . . .
Przyjmujac B = —DZT, A= _;:—N , pozostale rownania mozna zapisa¢ w postaci:

V ,(sin(kL)—kL)+k M ,(cos(kL)—1) =0
V (cos(kL)—1)—k M ,sin(kL)= 0

Jest to uklad réownan jednorodnych na V,1M , . Rozwiazanie niezerowe istnie¢ bedzie jedynie
wtedy, ¢dy wyznacznik macierzy wspodlczynnikéow tego ukladu bedzie réwny O:

det=(sin (kL)—kL)-(—sin(L))—(cos(kL)—1)* = kLsin (kL)+2cos(kL)—2 =0

Jest to spelnione, gdy

AT 2
kL=2nnt = kn:\/ﬂ:hm - NC,,=T[EI’"’;’
EI L (0’5 L)
UTWIERDZENIE - PODPORA PRZEGUBOWA M,

Postepujac analogicznie, jak w poprzednich przypadkach, otrzymujemy:

— A T
Rozklad momentéw zginajacych: M (x)=V (L—x) L | "B
CORJ: w=w, = Asin (kx)+ B cos(kx) 5 L !
CSRN przewidujemy w postaci: ~ w, =Cx+D
CORN: w =w,,+w,_= Asin(kx)+Bcos(kx)+Cx+D



M
Podstawiajac do réwnania rézniczkowego w4+ k*w = _E_IO otrzymujemy:

VB VB

C = = -

k2Cx+k2D=ﬁx— Vsl = KEL N
EI EI VgL VgL

D = — = —

kK*EI N
Warunki brzegowe:
w(0)=0
B+D=0

o(0)= —o = k A+C=0

dx |, Asin(kL)+ Beos(kL)+C L+D=0
w(L)=0
V,L
Przyjmujac B = —D= ]f\?] A= _%:— ﬁ , ostatnie rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci:

B

N [—sin(kL)+kLcos(kL)] =0

Powyzsze rownanie bedzie spelnione dla V; roznego od 0, jesli tylko wyrazenie w nawiasie
bedzie rowne 0. Mozemy traktowac je jako nieliniowe réwnania na zmienna kL.

—sin (kL) +kLcos(kL)=0 =  tg(kL)=kL

Najmniejszym pierwiastkiem tego réwnania (odpowiadajacym najmniejszej sile wyboczeniowej),
ktory mozna znalez¢ na drodze obliczen numerycznych jest:

2 2
EI,.
kL~44934 = kLz\/NL = 44934 = | N, =
EI (0,699 L)
M, Mg
UTWIERDZENIE - UTWIERDZENIE Z PRZESUWEM ? I 2
N |
Z réwnania réGwnowagi: 2Y=0 = V,=0 ] |
Rozklad momentéw zginajacych: M J(x)=M, V. t N
CORJ: w=w, = Asin (kx)+ B cos(kx) AL L
CSRN przewidujemy w postaci: ~ w, =C 7 L 1
CORN: w=w,tw, = Asin (kx )+ B cos(kx)+C
. . 7 . S 1 2 MO .
Podstawiajac do rownania rézniczkowego w"+k"w = %7 otrzymujemy:
kZC:—& = C:—MA :_%
El k*EI N



Warunki brzegowe:

w(0)=0
_dw| _ B+C=0 B=—C
v(0)="7 0 | ka=0 L | 4=0
w(L)=9 Asin(kL)+ Bcos(kL)+C=39 —Ccos(kL)+C—8=0
dw k Acos(kL)—k Bsin (kL)=0 k Csin(kL)=0
mUJ=;§ =0
x=L

Ostatnie dwa roéownania stanowia uklad réwnan na niewiadome C,0. Bedzie on posiadal
rozwiazanie niezerowe, jesli wyznacznik macierzy wspolczynnikow tego ukladu bedzie rowny 0.

det=[1—cos(kL)]-0—ksin(kL)-(—1) = ksin(kL)=0

Jest to spelnione, gdy
2

EI,,

kL=nm = k:\/lzn_le = N :K min

UTWIERDZENIE Z PRZESUWEM - PODPORA PRZEGUBOWA

7. rownan réownowagi: ZY=0 = V,=0 )};
SM,=0 = M,=N§ I .
Rozklad momentéw zginajacych: M (x)=M ,—N§ =0 5 i :|| A“—
CORJ: w = w,, = Asin (kx)+ Bcos(kx) Jﬁ—r r
CSRN przewidujemy w postaci: ~ w,, =0 : tVB
CORN: L L
w=w,+tw_ = Asin (kx )+ B cos( kx) k L !
. / . s . big 2 Mo .
Podstawiajac do réwnania rozniczkowego w"+k"w = 7 otrzymujemy:
Warunki brzegowe:
w(0)=5
dw B=% A=0
(p(O)Zd— =0 = {kA=0 = B=3%
* l=o Asin(kL)+Bcos(kL)=0 cos (kL)=0
w(L)=0

Ostatnie rownanie jest spelnione jest, gdy




Podsumowujac powyzsze rozwiazania, mozemy napisa¢ ogélny wzor na sile krytyczna:

EI,
cr = Lz

w

Gdzie L, to dlugo$¢ wyboczeniowa roéowna L, =ul | za§ wspolczynnik dlugosci
wyboczeniowej u okreslamy na podstawie schematu podparcia:

J |
| j | ] 4'L 1
tT T T

n=1 n=1

. min

L 4
Wprowadza sie wielkoé¢ A =— nazywana smukloécia preta - ; = 4/11’:‘1’” oznacza tu

minimalny promien bezwladnos$ci. Jest to parametr bezwymiarowy. Zauwazmy, ze uwzglednia
on wszystkie informacje dotyczace geometrii ukladu: dlugos¢ preta, sposob podparcia oraz pole
powierzchni i moment bezwladnosci przekroju. Dzielac wyrazenie na sile krytyczna przez pole
powierzchni preta otrzymamy wzér na Eulerowskie naprezenie krytyczne:

cr

.
T4 L4 5

_7wEl,, E

Funkcja o,(n) jest hiperbola drugiego stopnia - jeéli smuklo$¢ preta zmierza do 0 (pret jest
bardzo krotki, albo jego przekroéj bardzo duzy), wtedy naprezenie krytyczne - naprezenie przy
ktéorym nastepuje wyboczenie - roénie do nieskonczonoéci. Nie moze to by¢ oczywidcie prawda
- zanim pret uleglby wyboczeniu, predzej uleglby uplastycznieniu. Co wigcej, juz po
przekroczeniu granicy proporcjonalnosci R, , wzér na O, przestaje by¢ poprawny, poniewaz
zostal on wyprowadzony przy zalozeniu prawa Hooke'a, ktore dla naprezen powyzej R, nie
obowiazuje. Graniczna warto$¢ smuklosci dla ktorej wzor Eulera jeszcze obowiazuje nazywamy
smukloécia graniczna A, :

E
O—cr()\‘gr) = RH = )\‘gr = \/R_
H

O ile smuklo$¢ jest parametrem charakteryzujacym element, o tyle smuklo$¢ graniczna jest
charakterystyka materialu. Tak wiec dla A <A, nie mozemy stosowac Eluerowskiego wzoru
na sile krytyczna. Stosuje sie rézne hipotezy dotyczace zaleznosci o,(n) dla A<k, . Do
najprostszych i najpowszechniej stosowanych naleza:

* hipoteza Tetmajera-Jasinskiego
* hipoteza Johnsona-Ostenfelda
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Dla naprezen krytycznych okreslonych zgodnie z jedna z powyzszych hipotez, sile krytyczna
wyznacza si¢ po prostu jako:

N =0 A4

cr cr

HIPOTEZA TETMAJERA - JASINSKIEGO

Jest to najprostsza z hipotez, ktora zaklada, ze maksymalna wartoScia naprezenia krytycznego
jest granica plastycznosci R, (tj. dla nieskonczenie krepego preta, dla A=0 , wyboczenie
pojawia si¢ w chwili uplastycznienia przekroju), za$ zaleznosc¢ OC,(X) dla XE(O,M,) jest
liniowa:

o, (A=0)=R, a=R,
Og(X)Za—b-?\ TJ( _ ) _ = _( .—R,)
O (A=h,)=Ry, b=

HIPOTEZA JOHNSONA - OSTENFELDA

Jest to hipoteza w duzej mierze analogiczna do hipotezy Tetmajera-Jasinskiego, zakladajaca
jednak, ze zaleznos¢ o,(M) zadana jest funkcja kwadratowa:

o (N)=a—b)

Warunki na okreslenie wartoéci stalych a i b okresla si¢ dwojako:
 Zadajac, aby maksymalnym dopuszczalngm naprezeniem byla granica plastycznoéci R, i
wymagajac ciaglosci o, (A) w A=A, (tj. aby parabola Johnsona-Ostefelda i hiperbola

Eulera mialy w tym punkcie t¢ sama warto$¢) otrzymujemy:

a=R,
( e Rh)
)\’2

8r

R, b

8”:

 Zadajac, aby maksymalnym dopuszczalngm naprezeniem byla granica plastycznoéci R, i
wymagajac ciaglosci 0,(A) i jej pochodnej na granicy styku paraboli Johnsona-
Ostefelda i hiperboli Eulera otrzymujemy:

a=R
O‘cl’ro(}\‘zo):Re eIQZ
o(r=F)=0, (1.~ p= 2
Jo = 4 E
docr docr
= ~ 2F
dh | dMN | =7 R

W tym drugim przypadku hipotezy JO, to nie smuklo$¢ graniczna A, jest minimalna warto$cia
smuklosci preta, dla ktérej mozna stosowaé wzoér Eulera, lecz pewna warto$¢ ) okreslona
powyzej - nie ma ona konkretnej interpretaciji fizyczne;j.
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Zaleznosci ©,.(A) dla kazdej z hipotez i ich poréwnanie z teoretyczna krzywa Eulera
przedstawione sa na wykresie ponize;j.

——— Euler

= Tetmajer-Jasinski

——— Johnson-Ostenfeld (styk w Ay )
Johnson-Ostenfeld (ciaglo$¢ pochodnych)

BELKA NA PODLOZU SPREZYSTYM TYPU WINKLERA

Jednym ze zjawisk, ktéore mozna opisa¢ dzieki uwzglednieniu wplywu deformacji ukladu na
rozklad sil przekrojowych jest interakcja belki ze sprezystym podlozem, na ktéorym spoczywa.
W ogdlnoéci jest to zagadnienie bardzo trudne - jak kazde z tzw. zagadnien kontaktowych.
Mozna jednak rozwiaza¢ ten problem w przygblizony sposéb stosujac model podloza
sprezystego typu Winklera - model ten zaklada, ze op6r podloza jest wprost proporcjonalny
to przemieszczenia, jakiego ono doznaje:

przy czym wspotczynnik proporcjonalnoéci jest iloczynem odporu gruntu ¢ [MPa/m]| i szerokosci
podstawy belki b. Model ten ma jedna istotna wade¢ - zaklada, ze wig¢zy miedzy belka a gruntem
sa symetryczne, tj. belka odrywajaca si¢ od podloza przyciagana jest do niego proporcjonalnie
do miary tego przemieszczenia. Jednakze w przypadku belek dlugich i obciazonych w sposoéb
nie powodujacy istotnie nieréwnomiernego osiadania (szyny, lawy fundamentowe), model ten
moze da¢ dobre oszacowanie.

Rzeczywiste zachowanie podloza Model Winklera
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Rownanie belki spoczywajacej na podlozu Winklera uzyskujemy ze zwyklego réwnania belki,
dodajac  do gestoSci obciazenia zewnetrznego zwrdcony przeciwnie opoér  gruntu

9ear(x) = q(x)—q,(x) . Stad otrzymujemy:

q(x)

) b | TTT
' El

wW + z4-w =
EI

gdzie:
¢ - odpo6r gruntu [MPa/m]
b - szeroko$¢ belki [m]

Jest to niejednorodne liniowe roéwnanie roézniczkowe zwyczajne czwartego rzedu o stalych
wspotezynnikach. Pierwiastkami réwnania charakterystycznego sa dwie pary sprzezonych

rozwiazan zespolonych 7, = %(lii), Fag = %(—lii), co daje nam calke ogolna postaci:

zx z
V2 V2

+ Czcos(

_z
/ .
+ e *|C,sin

W, =e' [Clsin(j—; +C4cos(%)]

Stale calkowania wyznaczamy na podstawie odpowiednich (kinematycznych i statycznych)
warunkow brzegowych.
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