NAJWAZNIEJSZE WZORY:

Gestosc energii odksztalcenia sprezystego: D = %0'8 lél
Dla cial izotropowych: =0 + P,
Gestosc¢ energii odksztalcenia objetosciowego:
(ONES %A0~As “ 18K ((5 +0,+0, )2 = g(svareyy%rszz)z K = 3(1€2V)
Gestos¢ energii odksztalcenia postaciowego:
D, = %DO-De = ﬁ[(ow—oﬂ)z + (ozz—oxx)z + (oxx—o}y)z + 6(‘tiz+'[§x+'tiy)] =
= g[(sw—eﬂ)z + (szz—exx)z + (sm—syy)z + 6(eiz+£§x+siy)] G = 2(1E+v)

Calkowita energia potencjalna sprezystosci:

U= [[fear=U,+U +U,+U,
4

Energia sprezysta (wzory przyblizone obowiazuja w przypadku przedzialami stalego

rozkladu sil przekrojowych i sztywnosci preta):

N(x) N} L,
* rozciaganie/$ciskanie: Uu=f (x) dx =~ Z—

' 2EA(x) ~ 2 EA,
s . . _ Qy(x)2 Qz( ) sz 1
Scinanie: U, = %y_{ 2GA(x)dx + %Z{ 2GA(x) dx ~ Z 2GA
M, (x) M.(x) ML, 5 ML
° i ie* = —_— + - ~ 2 +
zeinanie: s f 2Ely(x)dx f 2Bl ()7 Z 2EI, Z 2El

* skrecanie: U, =

\ 2GI,(x) T~ 2GI,
4 o Siz)
Energetyczny wspolczynnik Scinania: n, = —2f s—dA
Iy A by(Z)
i 10
- przekroj kolowy: ="y
- przekroj prostokatny: ® = g



TWIERDZENIE MENABREI

., Rzeczywisty rozktad sit wewnetrznych i przemieszczen w ukitadzie liniowo sprezystym obcigzonym
sitami zewnetrznymi odpowiada najmniejszej catkowitej energii potencjalnej sprezZystosci
zgromadzonej w uktadzie.”

W  szczegolnosci, jesli energia calkowita U zalezy od n wielkosci hiperstatycznych

(nadliczbowych reakcji podporowych) X, X,,...X,, wtedy:
a—UZO i=1,2,..n
0X,

TWIERDZENIE CASTIGLIANO

,Pochodna czgstkowa catkowitej energii potencjalnej sprezystosci wzgledem pewnej sity
uogolnionej jest rowna odpowiadajgcemu jej przemieszczeniu uogolnionemu.”

oU B N? M’ 1
S, = = + Zdx+..| = —N—d+ yd+
‘= 9P, 0P| 2E4 Yt EA I M,y 6P *

WZOR MAXWELLA-MOHRA

M, +szMzd +
X £l X

6=—d+f yd+

s A

+J‘M();'[Mx—dx+f0(,%Mydx+faAhTyMzdx+IGTONdX—;R_k.A

s X K z s y

CALROWANIE GRAFICZNE METODA WERESZCZAGINA

I I ) b S
A A A A
L L L L
al ] abl Tanr Lasr Zaf1
L
GIA Lanr lafni %abl lafL
Aa Llanr %abl lasvt Laf.l
qL
UWAGA: Strzalke paraboli f wyznaczamy zawsze jako [ = 2 gdzie q jest gestoScia

obciazenia na danym przedziale, za§ L jest dlugoScia tego przedzialu obciazonego
obciazeniem ciaglym, liczona prostopadle do kierunku dzialania tego obciazenia.



ZADANIE 15.1
Wyznaczy¢ gesto$¢ energii odksztalcenia sprezystego w punkcie ciala izotropowego, w
ktorym stan odksztalcenia opisuje tensor:

0,75 —0,18 —0,12
e=|-0,18 —0,77 0 [ %0]
—0,12 0 027

Modul Younga E =210 GPa , wspoélczynnik Poissona v =0,28 . Wyznaczy¢ gestosé
energii odksztalcenia objetoSciowego oraz gesto$c energii odksztalcenia postaciowego.

Wyznaczamy pozostale stale sprezyste:

pierwszy parametr Lamego: A= (1+v§5( ;,_2\/) = 104,40 GPa
E
i : - 82,03 GP
modul Kirchhoffa: G 2(1 +V) 82,03 GPa
E
: K =————7—=159,09 GP
modutl Helmholtza: 3(1-2v) ,09 GPa

Wyznaczamy skladowe tensora naprezenia:
0, =2Ge, +M(g, +e,+ey;) = 149,15 MPa 0, = 2Ge,; =0 MPa
0,, = 2Ge,,+h(e,,+ey,+8e,;) =—100,23 MPa o, = 2Ge,, = —19,69 MPa
0y =2Gey+A (g, +8,+85;) = 70,40 MPa o, =2Ge,, = —29,53 MPa

Gesto$¢ energii odksztalcenia:

O = %o-s = %(0”8”+022822+033833+2023823+203]831+20128]2 =111699,72 é
Gestosc energii odksztalcenia objetosciowego:
1 2 J
O, = B—K(om—l-oyy-l-ozz) = 4971,59 =
Gestos¢ energii odksztalcenia postaciowego:
1 2 2 2 2 2, 2 J
®, = =0, ~0.) + (0.0, +[o, 0, [ +6(x 41| = 10672813 -

D +®,=111699,72 = ®

Aby wyznaczyc¢ gestosci energii odksztalcenia objetoSciowego i postaciowego mozna
rowniez wyznaczyc¢ aksjatory i dewiatory naprezenia i odksztalcenia.

Naprezenie $rednie: o,= %(0114- 0,,+0;) = 39,77 MPa

Odksztalcenie Srednie: €, = %(8114—8224-833) = 0,083 %o



1 00
Tensor jednostkowy: I=|0 1 0
0 0 1
39,77 0 0 109,38 —29,53 —19,69
A,=0,I=| 0 3977 0 D,=0-0, 1= —140 0 [MPa |
0 0 39,77 sym 30,63
0,083 0 0 0,667 —0,18 —0,12
A,=¢,I=| 0 008 0 D,=¢g—¢,I=|-0,18 -0853 0 [ %o]
0 0 0,083 —-0,12 0 0,187
Latwo sprawdzi¢ prawdziwos¢ zwiazkow: A;=3KA,
D, =2GD,
Energia odksztalcenia objetosciowego: O = %AG-A8 =4971,59 [J/m’]

Energia odksztalcenia postaciowego:

1
©, =Dy D, = 106728,13 [J/m’]



ZADANIE 15.2

Obliczy¢ energetyczny wspoélczynnik Scinania dla przekroju:
a) prostokatnego
b) kolowego

2
Definicja wspolczynnika Scinania % = —2
A Z
y

2
y
a) Przekroj prostokatny

A=bh by(z):b
b’ _ bR
] =21 b(h _
712 S 4 ( 4 )
b (h 22)2
b2 w2 T4 T b12 w2 o 2
414
® = bh2 —dzdy=3—65f dyf(h——zz) dz =
b_h3 Y=—bl2 z=—hI2 b bh™ yy ~ i\ 4
12
W2 [ 4 2 4 2 hi2
= g h——h—zz+z4 dz = % h—z—h—z3+lzs =6 1,2
ht 5.\ 160 2 n |16 6 5 | S
b) Przekroj kolowy
A=nR’ by(z)ZZ\/R ~7
R 2
1,== S,(z)=F(R*=2")"
42 2y
(R -z )
R’ 9 16 2|2
® = = dydz =
nR' 2[! 4(R2—zz) - 9xR° fA‘” #ay
4
R hid R T
16 3 f f r( —rzsinz(p)zdrd(p __16 I f f (R4r—2R2r3sin2(p+r5sin4(p)2drd(p =
97[R r=0 g=—m r=0 g=—m

4 2 R .
S IS AT e

Horzysta]qc ze wzoru na calke potegi funkc]l sinus otrzymujemy:

fsm odo=— lsm (pcosq)] +—fsm ‘pdo
n « N

J’ .2 -1 .
sin“pdp=— Esm(pcoscp

J‘ . 4 _ 1 -3
sin"od p=— Zsm @ CcosSQ

_n+5_'[[d(p =TT

T

+%_J;sin2(pd(p = %7{

—T

® = fd(p fsm (pd(p—|— fsm odo| =

987[(27t—7t+l-§7[) =104 JA11(1)

97[ 34 9



ZADANIE 15.3

w ! 12 Nm \ 5 Nm
Dany jest pret skrecany jak na rysunku. f--—-—--- pe——— o= E
Wyznaczyé calkowita energie sprezysta iz ¥ b ¥
nagromadzona w precie. Modul Kirchhoffa A 0mm Ty 120;_“; c
= Pa.
G =85 GPa lommT ﬂ
M_=-1245=—7 [Nm] 10wl o

I.,=p(1)bh=0,141-(0,01)-0,01 = 1410-10™"* [m’]

D' m0,006" 12 4
Lo=—5 =3, = 1272310 [m*]

Energia spreiysta:
(=7)-50-107° N (5)-120-107°

L, =50-10" [m]
L,=120-10" [m]

vi= Z“2Gl

ZADANIE 15.4

2-85-10°-1410-10°"%  2-85-10°-127,23-10° "

= 0,149 [J]

D . . . . . . % UL N

any jest obustronnie utwierdzony pret obciazony osiowo jak na

rysunku. Wyznaczyc¢ calkowita energie sprezysta nagromadzona w % R |

precie. Modut Younga E = 70 GPa. % a v b

/1 iIm 1 05m"

a-da bh-b

Zagadnienie  statycznie = niewyznaczalne. Prawa  podpore :Emm

zastepujemy nieznana sila reakcji, ktorej warto$¢ wyznaczamy z

warunku zerowania si¢ przemieszczenia prawego konca preta. Sity Smm ‘E"

osiowe:

N,=10-10°—R, [N] 4,=6410°m> L =1m
N,=-R, [N] 4,=3610"°m> L,=1m

Calkowite wydluzenie preta (przemieszczenie punktu B)

3
AL ZNL (10-10°— R)1+ (iB)l .
E4;  64-10°°70-10°  36-107°-70-10

i

Energia spreZysta

(4,706-10°)*-1 (—5,294)-0,5
U, E +
2EA

270 10°-64-10°  2-70-10°-36-10°°

R, =5,294-10° [N]
N, =4,706-10> [N]
N, =-5294-10" [N]

= 5252 [J]



ZADANIE 15.5 a
Dany jest pret utwierdzony dlugoéci L=1m o gy _ b
liniowo zmiennym przekroju kolowym - od $rednicy I N

D, =20mm w utwierdzeniu do D, =18mm na

|
koncu preta. Pret obciazony jest osiowo sila C'V bl/
skupiona  przylozona na jego koncu oraz 7 L=1m 71
obciazeniem réwnomiernie rozlozonym na calej a-a b-b
dlugosci. Wyznaczy¢ calkowita energie sprezysta Q >0mm O -
nagromadzona  w  precie. Modul  Younga
E =205 GPa.
Zmiennos$¢ $rednicy na dlugosci preta: D(x)= Dl—(Dl—Dz)-%
2 2
Pole powierzchni: A(x) = M = %l[)l_(l)l _Dz).%l
Rozklad sit osiowych: N(x)=P+q(L—x)
Energia sprezysta:
L 1.2 L L 4 4 2
5-10°+10"-(1—
b LE NG, 2 b (Peglima ] 1Y)
24 EA(x) nE nE i x
D,—(D,—D,)-* 7 20-10°—(20—18)-10 T
2 ¢ 10%6—x) 210* [ _10° ¢ (6—x)
- -6 2 dx = 9 6 f dx
nE 5 10°(20—2x) m-205-107-4-10"° 10— 4107 % (10— x)?

Calka w wyrazeniu powyzszym jest calka funkcji wymiernej. Nalezy podzieli¢ wielomian w
liczniku przez wielomian w mianowniku:

[
(x"=12x+36) : (x"=20x+100) _ (6—x)* 4 8x—64
+(=x’+20x—100) (10—x)° x*—20 x+100
8x—64

)

1+8x 64]6[ _J-d +J- 2x 20+20—16) J-d+4f 2x—20 dx+16f(dx

(10—x)? —20x+100 —20x+100 x—10)
fdx =x
2x—20 t=x"=20x+100 dt )
X7V = == =t/ = In(x=10
Jan_zoerlo() o dt=(2 x—20)dx f ¢ nlr| = In(x—10)
J' dx t—x 10 fdt———=— 1
(x—10)? x—=10
1 16 | 53 81
d = | x+41In(x—10)*— == 4+4In— ~ 0,334894
{ 10—x x = | x+4in(x=10) x—m] 45 100 =
Ostatecznie:
10°
~ J
4107 [ ]



ZADANIE 15.6 P=2 kN
Dana jest belka swobodnie podparta dlugosci 4 m o I
przekroju rurowym $rednicy 6,5 cm i $ciance grubosci 5

mm. Belka obciazona jest sila skupiona P = 2 kN w yaN

srodku przesta. Wyznaczy¢ energie sprezysta belki od /||/

zginania. Modul Younga £ = 205 GPa. L=4m D =6,5cm
4 4
D.=65cm D, =D —2t=55cm I, = 7[(D26—;Dw) = 42,706-10"° [m*]
P

x€(0,05L): T
Rozklad momentéw zginajacych: M(x)=

x€(0,5L ; L): g-(L—x)

Energia sprezysta:

¢ M*(x) 1 ? P |
Uh:JO‘2EI dx—2 yf[z a’x—l—L_/f2 (L— x)]dngE] J‘xdx—#i&L xd =
p2 e L2 )& I’ P23
Y [3 L —3l) 8EI 47007 24| |7 o6, = 3046

Wiedzac, ze ugiecie belki swobodnie podpartej, obciazonej w $rodku przesla wyraza sie
PL’
48 E1
jest rowna pracy sil zewnetrznych:

wzorem: A = , latwo zauwazy¢, ze praca sil wewnetrznych (energia sprezysta U, )

1 Pr’
L= PA=5ggr =Us

ZADANIE 15.7 HEN 2 KN/m
Dana jest rama prostokatna o przekroju prostokatngm, — A% L 11
obciazona jak na rysunku. Slup BE ma dwukrotnie ;-
wigksza wysokos¢ przekroju. Wyznaczy¢ calkowita
energi¢ sprezysta. Modul Younga E =72 GPa ,
wspoélczynnik Poissona v =0,32.
Stale sprezyste:

modul Younga E =72 GPa

wspolczynnik Poissona v =10,32

modut Kirchhoffa G = =——— = 27,3 GPa + m

2(1+v)

Charakterystyki geometryczne przekrojow:

3
I, = 141;4 10*=3201,3-10" [m'] e
A,=14>10*=196-10" [m’]

3
1,= 1225107 = 25610710 [m']

A, =14-28-10*=392-10"" [m’]



Reakcje podporowe:
3X=2-H,=0 = H,=2

IM)=46-4V,+2:42-22=0 = V,=9  [kN]

SY =44V ,—244V,=0 = V,=3

Sity przekrojowe:
AB x€(0;2)
N(x)=0
0(x)=—4
M(x):—4x
BC x€(2;6)
N(x)=0
O(x)=—3+2(6—x)=9-2x
2

CD x€(0;2)

N(x)=-3

O(x)=2
M(x)=—2(2—x)=2x—4
EB x€(0, 4)

N(x)=-9
0(x)=0
M(x)=0

Energia sprezysta:

Przedzial AB:

* obc.osiowe: U,=

e $cinanie: U,=
* zginanie: U,=—

Przedzial BC:

* obc.osiowe: U,=

* zginanie: U,=——

6
|
2
6
. cinanie: U, = [[(9=2x)-10°] ax
62
|
2

M(x)=3(6—x)—5(6—x)2—2-2 = —x’+9x-22 @

[(—x*+9x-22)10°] dx =

o (P

®

_ %38:10°
3G4,

_416-10°

15 El,




Przedzial CD:

* obc.osiowe: U, = | j‘(—3'103)2dx= 9-10°
' © Y 2EA; EA
2 6
Scinanie: __ % 1032 e — %410
Scinanie: U, 2G4 { (2:10°) dx o
2
S 1 3P
L] . _ 2 _4 .1
zginanie: U, EL { [(2x—4)-10°] ax

Przedzial EB:

4 6
. . _ 1 0.1 g — 102-10
rozcigganie: u,= 2EA, _([( 9-10°)°d
4
o X 2
e 3 : = 0)°dx=0
$cinanie: U= 3 A !( ) dx
1 4
S _ 2 _
zginanie: U, 2EIbJ; (0)dx =0

Calkowita energia od rozciggania / $ciskania:

9 162 6

=104+0+ —=—+—-[10"~ 0,06378

Y, FEA, EAb] ’ ]

Calkowita energia od $cinania:

16 38 4

U, = + + +0
' 1G4, 3GA, GA

10° ~ 0,06105 [J]

a

Calkowita energia od zginania:

64 416 16

U,= - - +0
" |3EI, 15EI, 3EI,

10° ~ 23,60125

Catkowita energia sprezysta:
U=U+U+U,~ 23,726 [J]

10



ZADANIE 15.8

Dany jest wspornik o dlugosci L i sztywnosci EI, obciazony T T 1 lq
rOwnomiernie rozlozonym obciazeniem ciaglym o gestosci q. e
Wyznaczy¢ ugiecie konca belki  metoda analityczna Clebscha, = %
metoda graficzna Mohra, metoda Castigliano oraz za pomoca wzoru L /1

Maxwella-Mohra.

Metoda Clebscha:

Reakcje podporowe:

Rozklad momentéw:

2 AB
Rozklad kata ugiecia: o(x)= —% C,— %(x—o) + 25 (x—0)P—2L(x-0) ]
1 2 AB
= 9 0P+ 2 (x—0)P =L (x—0)*
Rozklad ugieé: w(x) = 7 C,+C,x (x=0P+Z=(x-0) 24(x 0) ]
, : w(0)=0 C,=0
7. warunkow brzegowych: [cp(O)zO € =0
g | L L 1
w(x) EI[ 4776 24x]
Ugiecie konca belki: w(L)= al’
8EI

o
2
Metoda Mohra: _N

Wykres momentoéw zginajacych i belka zastepcza: —

12

Moment fikcyjny w prawym skrajnym punkcie: %
A BT N B B
wil)= ML) =\355L (4L)_ 8EI

Metoda Castigliano:

Poszukujemy  przemieszczenia  pionowego  konca  belki.
Przykladamy w tym miejscu fikcyjna pionowa sil¢ skupiona P. Po
wyznaczeniu energii sprezystej i jej zrozniczkowaniu wzgledem P,
przyjmiemy P = 0, poniewaz w rzeczywistosci sila ta w miejscu
tym nie wystepuje.

2
Reakcje podporowe: M, = %+PL V,=qL+P

11



qL

Rozklad momentow: M(x)= ST PL |+

(qL-l—P)-x—%x2

Rozklad sil poprzecznych: Q(x)=qL+P—qx
Rozklad sit normalnych: N(x)=0

Pochodne rozkladéw sil wzgledem sily na kierunku poszukiwanego przemieszczenia:

oM
Rozklad momentow: P = (x—L)
: 20 _
Rozklad sit poprzecznych: op
oN
Rozklad sit normalnych: —=0
oP
L 2 L 2 L 2
. . M 0 N
Energia sprezysta: U= dx+x dx + dx
Bla SPrezy {2EI {2AG £2EA
Przemieszczenie'
oU _ o ¢ N
=9 - M dx+ dx| =
P 0P 2EI * “szA * IzEA .,
L
oM 1 00 1 0N
or fGAQan f TRy
Przemieszczenie od zginania:
L L
1 oM 1 ql? q >
— | M —d = — +PL L+P)x—= —-L)d =
EI"([ opP ., EIJ. 2 gLt P)x=7x |(x )x,,zo
Lplfat’ gL’ gL| > q s
— (W L&+PL |L-| L+ PL+(qL+P)L|x+|(qL+P)+ L | x* =4
1 qL gL’ X’ gL | x> ¢ x* '
== +PL|Lx—| L+ PL+(qL+P)L| 2 +|(qL+P)+L= | 21X -
EIl\ 2 2 lgL+P)L|5+(g )2324X0P:0
1 qL 2 gL L gL\ L’ ¢qL*
- +PL|L +PL+(qL+P)L| =+ (qL+P)+L | L= | =
EIl\ 2 (2 (Q)Z(Q)2324P,O
IR FARE VA ARl I
EI 2 4 2 8 S EI
Przemieszczenie od Scinania:
L aQ L 2 L
%
X [pL& L+P—gx]ldx| = Lx+P =
GA{QGP M = GA lq qx)- . GA[CI x+Px—q— LOPO
2 2
_ e L) —xal?
2 |, 2G4
: . U 1 ¢, 0N
Przemieszczenie od rozciagania / Sciskania: —f N——dx] =0
EAY " orP ™,
gL’ nql’

Przemieszczenie konca wspornika: § = —
8EI  2GA



Wzér Maxwella-Mohra (z calkowaniem graficznym metoda Wereszczagina):

Wykresy sil przekrojowych od Wykres sit przekrojowych od obciazenia
obciazenia zewnetrznego jednostkowego na kierunku przemieszczenia
_ q _ 1
1 1 1] Y
_ EI _ EI
L L
Ny - X Ny - E
® A ® 5
Q‘F q]; Q‘F !
ql¥
= L
K S
> _ *x
My My
Przemieszczenie:
L — L = L =
o= [ MM iy [LL gy [ NNy
) EI ) 4G ' EA
Przemieszczenie od zginania:
= 2
j o 1 ~— <&~
i dx = L L = — L L ~ =
BT B e [TE| e e
L AI/ L AIJ ‘l/ L AII
1|1 gL’ 1 gL’ o qL4
_Ell3L2L 3hs T RE

Przemieszczenie od $cinania:

L e 2

Q0 x N RN E T

Rl I [ Rl ECX Rl ey
L

Przemieszczenie od rozciagania / Sciskania:

L —
N-N dx =20
y EA
4 2
Przemieszczenie konca wspornika: § = aL_ + xgL”
8EI 2GA

13



ZADANIE 15.9

Wyznaczyé przemieszczenie poziome oraz kat obrotu punktu B ramy

przedstawionej na rysunku obok. Przygja¢ sztywnod¢  gietna
EI=1000kNm>. Wykorzysta¢ metode Castigliano, uwzgledniajac

jedynie wplyw zginania.

Obydwa przemieszczenia uogo6lnione mozemy wyznaczyé niezaleznie.

Przemieszczenie poziome punktu B

W  punkcie B jest sila skupiona na kierunku poszukiwanego
przemieszczenia. Przyjmujemy, ze ma ona pewna zmienna warto$¢ P i
poszukujemy pochodnej czastkowej energii sprezystej wzgledem tej
zmiennej. Nastepnie podstawiamy za P jej rzeczywista wartoScC.
Uzyskany wynik jest poszukiwanym przemieszczeniem.

Reakcje podporowe: V , =6 H, =P M,=62+4-P=12+4P
Rozklad momentéw zginajacych:

AB x€(0;4): M 4(x)=—-M,+H ,x=—-12—4P+Px

BC x€(0;2): My(x)=-6(2—x)

Pochodne rozkladu momentow:

oM
AB x€(0;4): —H—yx—
oP
oM
BC x€(0;2): -0
oP
Przemieszczenie poziome:
w_oU| _ o (M _ L yoM -
% = 3P|, " P 4 Yol PR ) M5 &
) 4 2 T
= —| [ (12— 4P+ Px)(x—4)dx+ [ —6(2—x)-0dx
EI 0 0 _P:4
s X ) 1 [64 544
= | P4 (-12-8P) 2 +(48+16P = —|2Zp+ =22
EY[ 3 8P) 5 +(48+16 )X]OP=4 B30, T3

4
_ L[ py—1o—
_Elgpx +(—12—8P)x+(48+16 P)dx

6 kN
4 kN
—e 74
4m
L~
/1 4

6 kN

MA(’I_ —

P=4

Wartoéci obciazenn podawane byly w kN. Podstawiajac EI w kNm? uzyskamy wynik w

metrach.
544
8 = S 08l [m] = 80~ 18 cm
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Rat obrotu punktu B 6 kN

4 kN
W  punkcie B nie ma sily uogoélnionej (momentu skupionego) —
odpowiadajacej poszukiwanemu przemieszczeniu uogo6lnionemu NV M

(obrotowi). Przykladamy zatem w tym miejscu pewien moment skupiony
o zmiennej wartoéci M i poszukujemy pochodnej czastkowej energii
sprezystej wzgledem tej zmiennej. Nastepnie podstawiamy za M wartos¢
0, poniewaz sila ta w rzeczywistosci tam nie wystepuje. Uzyskany wynik I
jest poszukiwanym przemieszczeniem. \1;('

Reakcje podporowe: V,=6 H,=4 M,=62+44-M =28—-M
Rozklad momentéw zginajacych:

AB x€(0;4): M 4 (x)=—M +H ,x=—-28+M+4x

BC x€(0;2): My(x)=-6(2—x)

Pochodne rozkladu momentow:

oM
AB x€(0; 4): 45—
oM
oM
BC x€(0;2): 5~
oM
Obrét:
ouU 0 M?
= — M _— =
5= oM | oM 2ET Y, f dx Mo
1] F L
= | [(—28+M+4x)1dx+ =— [ -28+M+4 =
Z7 .(])‘( 8 x) dx_! de]MO EI'{ 8 deM:O
| 2 1 80
=_—|-28 z = — - =_22
EI[ x+Mx+4 | EI[4M 80],,_o i

Wartosci obciazenn podawane byly w kN. Podstawiajac EI w kNm? uzyskamy wynik w
radianach.

80 .
ch=—E—OO8 [rad] = ¢,~4,58
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ZADANIE 15.10
Wyznaczyé przemieszczenie poziome wezla A kratownicy jak na
rysunku. Przyja¢ modul Younga E =205 GPa i pole przekroju ,,

pretow kratownicy 4 =4 cm. Wykorzystaé metode Castigliano.
7

2m

Celem wyznaczenie przemieszczenia poziomego wezla A,
przykladamy w tym wezle pewna sile¢ P. Wyznaczamy
nastepnie reakcje i sily przekrojowe w pretach.

Poniewaz rozklad sit w kazdym precie kratownicy jest staly,
zatem odpowiednia calke opisujaca energie sprezysta zastapic
mozemy suma:

N? < N?Li
dx =
) 2EA™ ,.;2EA,.

Wyniki zapiszemy w tabelce:

Nr | Dlugosé | Sztywnos¢ | Sita osiowa Energia
preta| L, wzgledna N, N2L,

E4, 2(EAEA) EA

EA
1 2 1 10+ P (10+ P)*/ EA
2 2 1 10+2P (10+2 P)’/EA
3| 242 1 —(10+P)V2 2v2(10+P)*/EA
4 | 242 1 P2 272 P’/ EA
5 4 1 —P 2 P’/ EA

3 = [(74+4V2) P?+(60+402) P+(200+200+2)]/ EA

Calkowita energia sprezysta:

U= é[w +472) P*+(60+402) P+(200+2002)]

Przemieszczenie poziome:

_ovp _ 1 > _ 60+40V2 116,569
o= 5pl - EA[2(7+4¢2)P+(60+40J§)HP:0— = =

Warto$¢ liczbowa przemieszczenia wyznaczamy pamigtajac, ze obciazenie stale
przyjmowane bylo w kN.

3
- 2;5161,(5)96i 11(())4 = 1,422-10_3 [m] = & ~ 1,422 mm
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ZADANIE 15.11 2 kKN/m

12 kKNm
Wyznaczyé przemieszczenie pionowe i kat obrotu Srodka qr 2m
rygla ramy obciazonej jak na rysunku. Zastosowac¢ wzoér e
Maxwella-Mohra. Przyja¢: E = 210 GPa, G = 82 GPa, za$ ) 2m
I =4860 cm*, 4=180cm? x=1.2. AN
i i
A1 6m g

Rozpatrujemy trzy stany obciazenia ramy:

* stan od obcigzenia zewngetrznego (tzw. ,,stan P”)
* stany od jednostkowych obcigzen na kierunkach poszukiwanych przemieszczen
uogo6lnionych:
= obcigzenie jednostkowa pionows silg skupiong (przemieszczenie pionowe)
= obcigzenie jednostkowym momentem skupionym (obrot)

Wyznaczamy rozklad sit przekrojowych w kazdym z tych stanow:

Obciazenie jednostkowa sila skupiona:

=} |——] =
? 1
2

Obciazenie jednostkowym momentem skupionym:

N S
v 5 A 2
§ OF 1O
EZ -1 ﬁz
VAN JAN AN
t
Stan P
30
2 -9 -9
[ 11 Hi=9 -18 |© N6 -9 11 2] |
2
e - I ) Koy A
g V=1 oM 0
® M [0} N

17



Przemieszczenie pionowe: A = MtMldx%-%th_Qld +J~N.N1 dx
P ‘ 'Rl ) "G4 EA
Przemieszczenie od zginania:
B & e g ED o
M-M P RN - - 2 4
_r Ly = 1 15 — (=_L1 15 15 15 1= NS
P EI EI /I IR El %I %I /] IN IN
Ay A= S T S T R
1 1 1,9 1 1,9 135
= |- —-3. 1 __...1 + —. ._.1 __...1 4+ — _1 [ ~ —
E[[ 6330 )5 3 3-6-1,5 33 1 5 336 ,5 33 1 5 o 3,307 mm
Przemieszczenie od Scinania:
11 5 35 1
fQQl M = VA | B =1 . —]
K 0‘ + |']1 G4 u-_;l + |[|a| + |[|\| - |[|,| - |
e S A A
1 1 1 1 9%
= X |+ 231105 + =3-5:0,5 — =3-5:0,5 + —3-1:0,5| = == ~ 0,00
Gd|" 2 D305 5305+ 53 ] GA 7mm
Przemieszczenie od sit osiowych:
fde: 1" L{1.4.11.05]_2~0006 mm
e BT E | TE Y
4
Q N-N
Obrot: ¢ = f Y2 e+ w f Zdx + [ ———2dx
S EA
Obrot od zginania:
fM.Mzd . Hﬁ R\:/ 1 o~ ] &7 [~ “@‘
. 0,5 0.5 =_1 0.5 0.3 2 0.5 .3
VT TR B [TE| A ] ) B el
S O S S S T A T
1 1 1 9 1,9 15
= |- >:3:300,5 — — + 23-2.0,5 + = — 23:2.0,5|= ——2 ~ —0,0421'
EI[ 63300,5 33605 33 -0,5 33605 3340,5 Yo 0,0

Obrét od Scinania:

11 1
J,Q Q2 % HV _ % IN /] _
s G4 ms G4 1I6| + v+ |
ek A
1 1 1 5%
11— — =6:1— =22~ 2
GA[ 6 6 2 6 6] ‘A 0,000
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Obrét od sil osiowych:

N-N ‘
J‘ 2 Iy = ﬁ nl =1 le1.4.11.l]:£N0’0001“
. EA w1 6| 3EA
—*
Przemieszczenie pionowe $rodka rygla ramy: A = —3,294 mm
@ =—0,0418

Obrét srodka rygla ramy:

ZADANIE 15.12 N
Rorzystajac  ze wzoru Maxwella-Mohra, wyznaczy¢ Kkat e b pmlie. ol e
skrecenia preta jak na rysunku. | SNm 2Nm
i | [
% A A
50 30 15 [cm]

Aby wyznaczy¢ calkowity kat skrecenia preta, przykladamy na jego koncu jednostkowa
sile uogolniona (moment skrecajacy) odpowiadajaca poszukiwanemu przemieszczeniu

uogoélnionemu (katowi skrecenia)

Obciazenie jednostkowe: Stan P
S— - = 6
1 1 1.3 — — — — -
ol N L ol L
| 5 ‘ 2
1 ® 1 @ L2
— 43
Mx ¥ Mx ¥ 6.1

Rat skrecenia (nalezy pamieta¢ o zmiennej sztywnosci preta):
2

x [T ) e
CPZI*GI dx = GI. [ ] 1 || 1] |

s X
¥ J- A A A

* 05 03 0,15
13 43 43 6,1 1,1 2
]_ =
a1 =1 == ==
J ¥ A A SIS

- /|u /|V A A '] >3

705 05

¥ K ¥
= =
0,15

T GIL|2
_ 193
80GI .

1 (1 1 1(1 1
1314 20,5431 +=[=03431+=036,1-1]+ =
05131+ 2:05431 + 2| 503431 + 20346, :

Lo1s 111 + %-0,15-0,15-1 -
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ZADANIE 15.13
Obliczy¢ calkowite przemieszczenie punktu B belki obciazonej

jak na rysunku obok. Uwzeledni¢ wplyw sil poprzecznych oraz
J y gle p1y pop Y Hy 1—1—1—1—1

sil osiowych. Belka ma przekroj prostokatny o wymiarach

b=20cm , h=30cm i wykonana jest z betonu o module
Younga E=33GPa i wspolczynniku Poissona v=0,2 .
Wykorzysta¢ wzor Maxwella-Mohra.

Pole przekroju poprzecznego: A=bh = 600cm’

3
Moment bezwladnoéci przekroju: [ 2% = 45000cm”

Energetyczny wspotczynnik Scinania dla przekroju prostokatnego: »=1,2

E
' : G= = 13,75GP
Modul Rirchhoffa: 2014v) , a
Sztywnos¢ wzdluzna: EA =1980000 kN
Sztywno$¢ poprzeczna: GA = 825000 kN
Sztywno$¢ gietna: EI = 14850 kNm’

Reakgcje i sily przekrojowe spowodowane obciazeniem zewnetrznym.
2X=0: H,~4=0 = H =4
M, =0: V.4-22:1-8=0 = V=3
M =0: =V 4+2:2:3-8=0 = V =1

Przedzial AB: Przedzial BC:
g:;HA:_41 2 N==4
= —agx=1—2x
49 1 O=—V .=—3
M=VAx—5qx2=x—x2 M=V (4—x)-8=4-3x

Przemieszczenie  calkowite  bedzie @ suma  geometryczna
przemieszczenia poziomego i pionowego. Celem znalezienia
odpowiednich przemieszczen skladowych przykladamy
bezwymiarowe  jednostkowe obciazenia na kierunku
poszukiwanych przemieszczen:

L
1s

-4 4
) .
X
NY -3 3
Q .
1 x
|
ay | -8
| -2/@
bx
MY

Przemieszczenie pionowe - fikcyjna, bezwymiarowa, jednostkowa sila pionowa w pkt. B

Reakgcje:

SX=0: H,=0

M ,=0: V.4-12=0 = V=05
M =0: =V 4+1-2=0 = V,=05

20



Przedzial AB: Przedzial BC: 1

[y

>

‘1
N"=0 N"=0
0”03 0"=-0 Tos To
M(Y): O,SX M(Y :0,5(4_)(') o = -
10,5
v A NeRY L.l i) "1 51,
632{ - dx+%.£—d +{ ——dx o
my @1
Przemieszczenie pionowe od zginania:
1 1 1 1.1 1
I M'M(Y) _ l 2 2/18 —l 2 f=q_|-z=1 2 8 =
{ g 4% E W/I — | TE _— <G o ——1
B 2 ") AV 2 " AV 2 Alt /|V 2 I‘Il /|V 2 AI/ AV 2 /|II
1 1 1 1 1 14
=—|-=122+=112- =122 - —182|=—77~-0314
EI| 3 3 3 6 3EI i
Przemieszczenie pionowe od $cinania:
0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
L 0.0 L+ [ - | L+ 1L+ [ - |
2¥ {x= X 3 -% ). 3 -
M{ G4 4T G AP <[ =T
+ 2 o + 2 -+ 2 2 2
7 |1 1 2%

e 5-0,5-1-2 — 5-0,5-3-2 +1:0,53-2|= CA ~ 0,00291 mm

Przemieszczenie pionowe od Sciskania:

Loar arty)
NN dx=10
y EA
2n 14
i i ie pi Ly =2t~ 0,311
Calkowite przemieszczenie pionowe 5 =G4 3EI ,311 mm

Przemieszczenie poziome - fikcyjna, bezwymiarowa, jednostkowa sita pozioma w pkt. B

Reakgcje: 1 _E

SX=0: H,+41=0 = H,=-1 AN A

SM,=0: V4=0 = V.=0 -

SM=0: =V, 4=0 = V,=0 D Sy
1

=

Przedzial AB: Przedzial BC:

D
©

Q
>
|
)
Qi
>
[l
)
fol
- — il —
*‘l’

d
O
\j

3
3
<
=
<”:
=




Lo wlx) L oA

N-N 0-0

8L = dx+x [ =2 —dx+
5 { EA ”{ Gd

Przemieszczenie poziome od zginania:
L (X
M-

dx=10
o EI
Przemieszczenie poziome od $cinania:
L ~.pX
0-0
% dx=0
e

Przemieszczenie poziome od $ciskania:

=

E EA

2

Calkowite przemieszczenie poziome:

Przemieszczenie calkowite punktu B:

L M_M(X)

0

Z dx

8

L (v)
N- 1 4 1
= L = —|1-1-42|= ~ —0,00404 mm
| o 4= ga =2 | 1=z

8
8L = —7 ™~ ~0.00404mm

8,= V(8 2+ (8%) ~ 0,311 mm
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ZADANIE 15.14

Wyznaczy¢ calkowite przemieszczenie wezla B kratownicy
jak na rysunku. Wyznaczy¢ zmiane odleglosci miedzy
wezlami A i B. Wykorzysta¢ wzér Maxwella-Mohra.

Celem wyznaczenia przemieszczenia calkowitego wezla B,

przykladamy w tym wezle jednostkowe sily skupione - /||/ ™ /||/ m /||/
pionowa i pozioma - i wyznaczamy odpowiadajace im
przemieszczenia.

Aby wyznaczy¢ wzgledne przemieszczenie (zmiane odleglo$ci) pomiedzy wezlami A i B,
przgkladamy w kazdym z nich jednostkowa sile skupiona na kierunku laczacym obydwa
punkty, skierowana w strone¢ przeciwna ni¢ drugi z tych punktéw - zmiana odleglosci jest
suma przemieszczen kazdego z punktéw na kierunku laczacym te punktu. Za wartos¢
dodatnia zmiany przyjmujemy zwi¢kszenie tej odleglosci.

Wyznaczamy sity przekrojowe w pretach kratownicy od obciazenia zewnetrznego oraz od
sil jednostkowych:

Stan P: Stan jednostkowy (przemieszczenie pionowe)
N NB) 3

Stan jednostkowy (przemieszczenie poziome) Stan jednostkowy (zmiana odlegloéci)
N(XB) N(AAB) i
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Przy wyznaczaniu poszukiwanych przemieszczen, z uwagi na przedzialami staly rozklad sit

przekrojowych, odpowiednie calki, mozna zapisa¢ w postaci sum:

=2

i

Wyniki zapiszemy w tabelce:

N,N,L
EA,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nr preta L, EA, N, NEYB) NEXB) NEAAB) 2/3 2/3 2/3
A X 4X5 X4X6 X4X7
1 2 1 15 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 0 0 0 0 0
3 2,828 2 7,071 0 1,414 0 0 14,142 0
4 2 1 -15 0 0 0,447 0 0 -13,416
5 2,828 1 21,213 0 0 0,632 0 0 37,947
6 2 1 -25 1 -1 0 -50 50 0
7 2 1 -5 0 0 -0,447 0 0 4,472
8 2,828 2 14,142 0 1,414 0,632 0 28,284 12,649
9 2 1 -10 1 -1 0,447 -20 20 -8,944
> -70 112,426 32,708
Przemieszczenie pionowe punktu B: 65;) = —%
Przemieszczenie pionowe punktu B: 659)() = %
Przemieszczenie catkowite punktu B: 8, = (6(By))2+(6 )? = %
Zmiana odleglosci miedzy wezlami A i B: Ad ;= 321’;[08

24




ZADANIE 15.15 12 kKN

Wyznaczy¢ za pomoca wzoru Maxwella-Mohra reakcje oraz sily :IE%
przekrojowe w belce statycznie niewyznaczalnej obciazonej jak na

rysunku. Uwzgledni¢ jedynie wplyw momentéw zginajacych.

Zadanie rozwiazemy w nastepujacy sposob:

Mamy 4 niewiadome reakcje podporowe, do wyznaczenia ktérych mamy do
dyspozycji jedynie 3 roéwnania rownowagi. Zadanie jest zatem statycznie
niewyznaczalne.

,2Otatyczna” niewyznaczalno$¢ oznacza, ze do wyznaczenia reakcji konieczna jest
znajomo$¢ deformaciji uktadu. Mozemy zatem zwolnic¢ tyle reakcji podporowych, aby
uklad stal si¢ statycznie wyznaczalny i zastapi¢ je pewnymi nieznanymi sitami
uogdlnionymi (reakcjami). Dodatkowe réwnania otrzymamy z warunku zerowania
sie odpowiadajacych im przemieszczen uogolnionych, ktére mozemy obliczy¢ np. na
podstawie wzoru Maxwella-Mohra.

M A

Powyzszy schemat rozwiazania stanowi podstawe tzw. ,metody sil”
- podstawowej metody rozwiazywania ukladéw statycznie
niewyznaczalnych. W naszym przgpadku mamy tylko jedna
nadliczbowa reakcj¢ - tzw. ,hiperstatyczna”. Mozemy ja wybrac
dowolnie. Niech bedzie to reakcja na prawej podporze przegubowe;j

T
Hy J' t

Ve=X=?

- oznaczmy ja przez X . Odpowiadajace jej przemieszczenie

uogolnione A to ugigcie pionowe belki w tym punkcie. Zwalniamy wiec t¢ podpore i
zastepujemy ja nieznana sila reakcji. Wyznaczamy teraz ugiecie belki w punkcie C i tak
dobieramy wielko$¢ reakcji, aby przemieszczenie to bylo réowne 0. Poniewaz uklad jest
liniowo-sprezysty, stad:

przemieszczenie mozemy wyznaczyé osobno od obciazenia zewnetrznego (tzw.
,stan P”) oraz od obciazenia nieznana sila reakcji (tzw. ,stan X”),

A |

+ 7 = Pq Acac=AptAx =0
7 | Ax
| /xt

dla uproszczenia obliczen, mozemy wyznaczyé przemieszczenie O od jednostkowej
wartoSci hiperstatycznej X =1 , za§ przemieszczenie od sily X (z uwagi na
liniowo$¢ ukladu) bedzie odpowiednio proporcjonalnie wieksze A, = X-93.

Stan X =1 7
= 1
_ — 1
VTR ET| I~ EI|3 3EI 5 "
4 2
g MY
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Ll
Stan P —
-40
M'M e -4
A,= dx = >
r f B x
M~
' 2 4 4 2 2
1 I P t oy e B
= = =2 {40 5 4 12 =
El ‘“\; 4K | [T 51 e~ a
- —= N Nt
AV 2 AI’ AV 2 Al’ AV 2 Al/ /|II 2 /II’ /|I, 2 Ah /|V 2 AII
4 4 2 2 4 2 2 2
_1 40 4 40 4 1 1 4
4 5 * K 5 * 3 ¥ 4 5 ¥ + 5 * & 3 & F o 3 -+ +- -+
1 1 1 1 1 1 1 1 1 144
= | —2.2.4.40—-224.4—2.2.2.40—=-2-244—=-2.4.14=-22.1—=-2.2.44=.2.2.] = ——~
EIl 3 0 6 6 0 3 3 3 3 3 EI
Przemieszczenie calkowite: A=Ay +A,=X-0+A,
. . Ap 27
Nieznana reakcja podporowa: A,=0 = Ve=X = S "4 6,75

Pozostale reakcje wyznaczamy z réwnan réwnowagi:

2X=0: > H, =0
2Y=0: = V,=42+12-V,.=13,25
M, =0: > M, =12-2+2:42-V_4=13
Sity przekrojowe: 13

Przedziat AB x€(0 ; 2)

N(x)=0

O(x)=13,25-2x 132

|
P +

M(x)=—13+1325x—x’

Przedziat BC x€(2, 4)
N(x)=0 O
O(x)=13,25-2x—12 :

M(x)=—13+1325x—x"—12(x—2)

H"
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ZADANIE 15.16

Dana jest symetryczna belka dlugosci L, obustronnie utwierdzona, :
obciazona liniowo zmiennym obciazeniem cigglym jak na rysunku. ]ﬁ_
Rorzystajac  z twierdzenia Menabrei (pomijajac  wplyw  sil |
poprzecznych) wyznaczyc reakcje podporowe. /||/ 7

W  sumie obciazenie zewnetrzne roéwnowazy 6 nieznanych reakcji podporowych.
Oznaczymy je kolejno przez X, X,,..X,. Trzy z nich mozemy uzalezni¢ od pozostalych
dzigki rownaniom réwnowagi. Przykladowo:

2X=0: = X,=X, X3 q Xs
sy=0. = x, =% x, A
2 - -
qu Xy X4
IM;=0: = Xe=Tiix-x1 txz txs

Poniewaz uklad nie jest poddany zmianie temperatury, to - z uwagi na zalozenie o malych
przemieszczeniach - mozemy przyja¢ X, =X,=0. Pozostale 4 reakcje (w tym 2 niezalezne)
wyznaczymy na podstawie twierdzenia Menabrei o minimum energii sprezystej. Pomijajac
wplyw sil poprzecznych, calkowita energia sprezysta ukladu moze byé¢ wyrazona przez
funkcje rozkladu momentéw zginajacych - ta za§ moze by¢ wyznaczona przy uzyciu
zaledwie dwdch sposrod czterech niewiadomych, np. redukujac uklad sil z lewej strony:

Rozklad momentéw zginajacych: M (x)=—X,+X, x—6iLx
Calkowita energia sprengta:
L 2
q 3
M = A [ =xrx,x— L | ax =
fZEIx 2El ( S 6Lx)x
1 7 24 29 \ 4
—EO X3+X2'x +36 ) X _2X2X3'x+6LX3 _aXz'x dx:
1 X’ g2 x7 ‘
= —| Xix+ X3 =+ — X, X=Xy xt X, x
2E| T3 362 T Tt s
1 |, » L 4L 2, gL’ A
- | X L+x 44ty x, I+ 42 x 4%
2E[[ T sy s 12 7% 15 2]

Zgodnie z twierdzeniem Menabrei, calkowita energia sprezysta osiaga minimum dla
rzeczywistych wartosci nieznanych hiperstatycznych. Poszukujemy wi¢c minimum funkcji
dwoch zmiennych - w tym celu nalezy wyznaczy¢ takie ich wartoéci, dla ktérych
pochodna energii przyjmuje warto$¢ zero:

oU 20 > gL’ ou gL’

sy =0 2 Xy XeL -2 =0 3:o = X2LXL+12

=0

2

Uzyskujemy w ten sposéb uklad dwoéch roéwnan liniowych na dwie nieznane
hiperstatyczne - pozostale reakcje wyznaczamy z réwnan réwnowagi:

_3 9Ly _ T
0LX,~15X =g’ Xa= 504k Xs= G —X=pptt
12LX,-24X,=qL’ v = L2 X, _ gL’ XX L= g

2 =301 6 207

27



