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2 WSTEP DO STATYKI KONSTRUKCJI
PRETOWYCH

Jak przekonamy si¢ pozniej (w czesci czwartej), w bryle o ksztalcie preta,
rozktad sit wewnetrznych w przekroju preta niezwykle prosto uda sig wyrazi¢
poprzez elementy zredukowanego, odpowiedniego uktadu sit zewngtrznych. Z tej
przyczyny poswigcimy troche wigcej uwagi znajdywaniu tego zredukowanego
uktadu, odktadajac na razie to, co jest naszym celem, a mianowicie znalezienie sit
wewnetrznych, czyli funkcji P = P(7,v) .

2.1 OS PRETA, PRZEKROJ POPRZECZNY, BIEGUN REDUKCJI

W uzupehieniu podanej w czesci pierwszej definicji preta umoOwimy sie
nazywac:

o Osiq preta — miejsce geometryczne punktow, bedqcych Srodkami ciezkosci
przekrojow preta dowolnymi plaszczyznami przecinajacymi jego tworzqce,
o Przekrojem poprzecznym — przekroj plaszczyzng prostopadiq do osi preta.

W procesie redukcji ukladu sit zewnetrznych przylozonych do jednej z
odcigtych czesci preta przyjmiemy statla umowe dotyczaca podziatu preta i bieguna
redukcji, a mianowicie:

e pret dzieli¢ bedziemy na dwie czg$ci przekrojem poprzecznym,
e Dbiegunem redukcji bedzie srodek cigzkosci przekroju poprzecznego.

2.2 UKLADY WSPOLRZEDNYCH

Projektujac konstrukcje pretowe z reguly bedziemy si¢ postugiwaé dwoma
uktadami wspotrzgdnych: uktadem globalnym (czgsto zwanym — uzytkownika) i
uktadami lokalnymi definiowanymi w kazdym prgcie konstrukcji.

2.2.1 UKEAD GLOBALNY, ORTOKARTEZJANSKI

Osie tego ukladu oznaczamy przez X,,X,,X; lub X,Y.Z (rys. 2.1), 1 w nim
zapisujemy:
e Rownanie osi preta w postaci parametryczne;j:

X=X(@t), Y=Y(t), Z=2Z(t), a<t<h 2.1)
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e orientacje¢ przekroju poprzecznego,
e przylozone obciazenie,
o WiQZy,

Zapisujac rownanie osi preta w postaci (2.1), w kazdym przypadku poczatkowa
wartos¢ parametru f=a dobiera¢ bedziemy tak, aby wspolrzedne
X(a), Y(a), Z(a)okreslaty wybrany (jeden z dwdch) krancowy punkt osi preta.
Nazwiemy go poczqtkiem preta

Znajomos¢ osi preta, z oczywistych przyczyn, nie wystarcza dla petnego zapisu
preta, jako bryly, w przestrzeni X, Y,Z. Zapisa¢ jeszcze nalezy polozenie przekroju
poprzecznego dla kazdej wartosci ¢. Szczegélowo omowimy problem w nastgpnym
rozdziale pt. ,,uklady lokalne”.

Zapisanie uktadu sit zewngtrznych oraz wigzéw nie sprawia problemu.

2.2.2 UKLEAD LOKALNY, KRZYWOLINIOWY ORTOGONALNY

W uktadzie tym opisujemy:
ksztalt przekroju poprzecznego,
wszystkie geometryczne charakterystyki przekroju poprzecznego,
sity przekrojowe,
gestosci sit wewnetrznych oraz, z reguly, wszystkie wielkosci kinematyczne
zwiazane z deformacja preta wywotana przytozonymi sitami.
Zanim wykonamy powyzsze czynno$ci najpierw musimy zdefiniowaé uktad
lokalny i zapisa¢ go w ukladzie globalnym. Osie ukladu lokalnego
przyporzadkowanego kazdemu punktowi osi preta (rys. 2.1) oznaczamy przez

X,,X,,X; lubx, y, z. Pierwsza oS jest styczna do osi preta i wyznacza ja Wersor:

s _a
)

5 X(1) Y (1) Z(t)
N2+ Y2(0+27(0) X2+ (0 +27() X2 +Y> () +2°(0)

(2.2).

Jesli parametr jest naturalny!., wowczas:

e [X(5),Y(s), Z(s)]-

1 Bardzo wygodne jest, jesli uda si¢ przyjac tzw. naturalny parametr t = s, to jest taki,

ktérego warto$¢ definiujaca potozenie punktu na osi jest dlugoscia linii od poczatku osi
preta do punktu biezacego. Parametr taki nazywamy takze wspoflrzednag tukowq.
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Zwrot tak obliczonego wersora e, jest zawsze zgodny ze zwrotem tuku

zdefiniowanego rownaniem tuku i dodatnim przyrostem parametru.

Osie, y 1 z leza oczywiscie w plaszczyznie przekroju poprzecznego i sa osiami
glownymi centralnymi tego przekroju. Z reguly litera y oznaczamy o$ wzgledem,
ktérej moment bezwladnosci przekroju poprzecznego jest maksymalny, za$ przez z
— 0§ wzgledem, ktéorej moment bezwladno$ci jest najmniejszy. Zwroty osi
wyznacza prawoskregtno$¢ uktadu (x, y, z). Tak zdefiniowane osie nazywamy
glownymi, a uktad ich wersoréw — reperem gtownym.

O ile okreslenie, w ukladzie globalnym, wersora osi x, jak pokazaliSmy powyze;j,
nie sprawia zadnego klopotu, o tyle powstaje pewien problem, jak zapisa¢ wersory
osi y i z. Poszczegolne przekroje poprzeczne bowiem moga by¢ réznie usytuowane
W przestrzeni, co oznacza, ze rdéznie zapisywane beda ich osie gtowne centralne w
uktadzie globalnym.

Oczywiscie nie ma problemu w przypadku przekrojow, dla ktorych kazde dwie
prostopadte do siebie osie s glownymi. W tym bowiem przypadku kazda o$, byle
prostopadta do osi x moze by¢ przyjeta jako np. oS y.

Rys. 2.1

W innych przypadkach zadanie jest nieco trudniejsze i chociaz nie ze wzgledu na
trud, ale z uwagi na mala przydatno$¢ praktyczna, nie bedziemy si¢ zajmowali
problemem, kiedy of§ preta jest dowolna krzywa przestrzenna a przekroj
poprzeczny — dowolny.

Tak, wigc w dalszym ciagu zajmowac si¢ bedziemy tylko:

e pretami krzywymi, ktorych o$§ lezy w jednej z plaszczyzn uktadu
globalnego (krzywa ptaska), w ktorej lezy réwniez jedna z osi gtéwnych
centralnych przekroju poprzecznego (zreguty z; I, =1, ).

e pretami prostymi dowolnie zorientowanymi w uktadzie globalnym.

W pierwszym przypadku wyznaczenie uktadu lokalnego jest natychmiastowe. e, —

z

wyznaczamy ze wzoru (2.2), e, =e,, a e, otrzymujemy z warunku

ortonormalno$ci.
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Zanim pokazemy tok postgpowania w drugim przypadku (w przestrzeni 3D),
zwroémy uwage (rys. 2.2), ze osie y,z ukladu lokalnego, z réznych przyczyn
(konstrukcyjnych, montazowych, architektonicznych) moga by¢ rdznie usytuowane

wzgledem uktadu globalnego

Y=X;

Y=X,

X=X,
/

v

Tok postgpowania przy okresleniu uktadu osi glownych centralnych przekroju
poprzecznego w uktadzie globalnym (X,Y,Z) z reguly przebiega w dwoch etapach.

Rys.2.2a
plaszczyznie prostopadtej do plaszczyzny XY (rys. 2.2).

Podziat na dwa etapy
wynika przede wszystkim z
faktu, ze w wiegkszo$ci
przypadkow  inzynierskich
konstrukcji pretowych
dominujacym jest obciazenie
pionowe i wdwczas proces
obliczeniowy konczy si¢ na
pierwszym etapie. W tym
etapie przekrd] poprzeczny
orientujemy tak, aby lokalna
o$ z, wzgledem, ktorej
moment bezwtadnosci
przekroju jest minimalny,
oraz 0§ preta x lezaly w
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Na rys. 2.2 przez g,, g,, g;0znaczono wersory osi uktadu globalnego, a przez
e,e,,e;—wersory uktadu lokalnego. Wczesniej pokazalismy, jak nalezy
wyznaczac¢ pierwszy wersor. Skoro ptaszczyzna xz ma by¢ prostopadia do X7, to na
niej lezy réwniez o§ Z (o wersorze g,), a zatem wersor do niej prostopadly
otrzymamy w wyniku iloczynu wektorowego:

_ _ 83%Xe
I
|g 3 %€ |
Wyznaczenie wersora trzeciej osi jest natychmiastowe: e; =e; xe, .

W ten sposdb wyznaczylismy macierz przejscia (o)

O O O3
(ag;): Oy Opp Ops |,

O3 O3 O3

przy pomocy ktorej mozemy zapisac:e; =a.; g ;-

Postepowanie w drugi etapie podejmujemy, gdy zachodzi potrzeba innego
utozenia przekroju poprzecznego w uktadzie globalnym. Innego, to znaczy
otrzymanego poprzez obrot wokoét osi x;. Oznaczmy wersory osi gtownych

centralnych w nowym potozeniu przez E/ . Aby opisac¢ potozenie tych wersoréw w
uktadzie (x,,x,,x;)wystarcza jedynie poda¢ kat B pomigdzy osia x, a osia
gtéwna x), w nowym potozeniu. Macierz opisujaca nowe potozenie uktadu
(x1,x5,x3) wukladzie (x,,x, ,x;) przyjmuje wowczas postac:
1 0 0
B;)=|0 cosp sinp|.
0 —-sinf3 cosP

Nowe wersory mozemy wyrazi¢ poprzez wersory ukladu lokalnego w poprzednim
potozeniu:

Ei' = Bik Ek .
Wykorzystujac zalezno$¢ e; =a;g; mozemy wyrazi¢ nowe Wersory poprzez
wersory uktadu globalnego:

— - =
€; _Bikakjgj =0;8;-
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Tak wigc macierz przejs$cia uktadu osi gtéwnych po obrocie w uktadzie globalnym
przyjmuje postac:
oc;j =Buay -
Zwroé¢my uwage, ze w przypadku preta prostego uklady lokalne w kazdym
punkcie prostej sa
identyczne, jedynie
przesunigte wzdluz osi x
(reper dla prostej jest staty).
Poniewaz w kazdym takim
uktadzie wspotrzedne
danego wektora sa takie
same, przeto w przypadku
pojedynczego preta uktad
lokalny rysujemy w punkcie
Rys. 2.3 poczatkowym osi (rys. 2.3).
We wszystkich profesjonalnych programach komputerowych, tak wtasnie
pokazywany jest uktad lokalny (pokazywane sg takze, z reguly w tej samej
aksonometrii, ikony przekroju poprzecznego).

Nie ma zadnych ktopotow, jak wspomnielismy, z uktadem lokalnym, jesli o$
preta jest krzywa plaska./. Wezmy dla przykiadu krzywa plaska zorientowana w
osiach XZ uktadu globalnego pokazana na rys. 2.5. W tym przypadku nietrudno
wyobrazi¢ sobie 0§ Y i jej zwrot. Z tych samych przyczyn, co w przypadku 3D,
lokalna o$ y bedzie rownolegta do Y (e, =ey,). O$ x wyznacza wersor e, styczny

do krzywej, a wersor e, — tak, aby reper byt ortogonalny i prawoskretny. Na trzech

przyktadach pokazemy tok postgpowania przy wyznaczaniu uktadu lokalnego.

Zadanie 2.1

Zadaniem jest wyznaczenie uktadu
//"x lokalnego dla preta pokazanego na rys. 2.4.
< Przekroj poprzeczny preta jest kotem.
C(2,2,2) , L .
Ogolna posta¢ rownania parametrycznego
prostej ma postac:

X =X,+at,
Y=Y, +bt,
Z=7Zy+ct,
Rys.2.4 gdzie: X .Y, Z, sa wspOtrzednymi

1 ,,ptaskos$¢” krzywej nie oznacza, ze zadanie jest ,,ptaskie”, bowiem obcigzenie nie musi
leze¢ w plaszczyznie osi preta.
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dowolnego punktu na prostej, zas a, b, ¢ sa wspotrzednymi dowolnego wektora lezacego na
prostej tzw. wektora kierunkowego wyznaczajacego zwrot prostej, t jest parametrem.

W naszym przypadku przyjmiemy: X, =Y, =Z,=0 oraz wektor kierunkowy a@(2,2,2), co
oznacza przyjecie poczatku preta w punkcie O. Rownanie prostej przyjmie wowczas postac:

X=26Y=2t Z=2t.

Latwo obliczamy wspodtrzedne wektora stycznego, ktorego dhugos¢ wynosi: |E| =24/3 . Tak, wiec

wersor e, zgodnie z (2.2) ma wspotrzedne:

s_a(1 11

G5
W przypadku przyjetego przekroju poprzecznego kazda o$ lezaca w tym przekroju jest osia
gléwna, tym niemniej 0§ y wyznaczymy wersorem:

- _ g 3 X Ex

€y— — — =
|g3 ><ex

Wersor trzeciej osi wyznacza iloczyn:

Q

.

Uktad lokalny w uktadzie globalnym wyznacza wigc nastepujaca macierz przejscia:

Sl = -

Zadanie 2.2
Wyznaczy¢ wspotrzedne uktadu
lokalnego dla tuku parabolicznego

pokazanego narys. 2.5.
f Jesli poczatek tuku przyjmiemy w O
B wowczas rownanie krzywej przyjmuje

Y.
0u ] postaé:

V<

h 4

— 4 _ _ 2
Rys. 2.5 X=t;Y=0, Z=at” +bt ..

Zwrot tuku wyznacza wektor styczny:
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a(X=1,Y=0,Z=2at+b).
Wyznaczajac state @ 1 b poprzez rozpigtos¢ tuku i strzatke, otrzymujemy:

/ /

a=-
Przyjmujac 1 =10 m i f=2 m, mamy a = 2/25, b=4/5, rownanie paraboli przyjmuje postac:

Xeonv=0z=-20242,
25 5

Wektor styczny do paraboli ma wspohzedne a_(X ,Y,Z):E[l, 0, —%H%], ktore wobec

X =t mozemy réwniez zapisa¢ w postaci:

2
471,0,—1)”i  Ja]=41+ Ayl
257 5 25 5

Zgodnie ze wzorem (2.2) wersor osi X ma wspotrzedne:

1 _iX_{_i
2, .0, 25 5
2 2
1+ ——X+ﬂ 1+ —iX 4
5 25 5
Poniewaz ¢, (0,1,0) przeto e, =e, xe ,»stad
_iX+i 1
el - 25 5 0,
2 2
1+ —ix+i 1+ —iX+ﬂ
25 5 25 5
Zadanie 2.3

Dla okregu pokazanego na rys. 2.6 wyznaczy¢ w
dowolnym punkcie krzywoliniowy ortogonalny
uktad wspotrzednych.

Jesli poczatek uktadu X, Z znajduje si¢ w srodku
Srednicy (rys. 2.6), wowczas tuk opisuje rownanie:

> X =rcosa;Y=0,Z=rsina

Jak tatwo wida¢ poczatek tuku znajduje sig w
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punkcie B(r, 0). Podobnie jak w poprzednim przyktadzie zwrot tuku wyznacza wektor
styczny a(X,Z) .

2.3 DEFINICJA SIL. PRZEKROJOWYCH

Pojecie sit przekrojowych jest pojeciem sztucznym, pomocniczym, nie majacym
zadnego odwzorowania w rzeczywisto$ci, tym niemniej niezwykle wygodnym,
migdzy innymi z nast¢pujacych powodow:

e mozliwosci przypisywania tym wielkosciom pewnej wygodnej interpretacji
fizycznej (podkreslmy: interpretacji),

e prostoty (jak si¢ pdzniej przekonamy) wzoréw opisujacych gestosci sit
wewngtrznych w  dowolnym punkcie kazdego przekroju poprzecznego
konstrukcji pretowej wyrazonych poprzez sity przekrojowe.

Wezmy dowolny pret, na jednej ze Scianek poprzecznych preta przyjmijmy
poczatek tuku (parametru f) i zapiszmy rownanie jego osi w uktadzie (X 1, X5, X 3)
(rys. 2.1). Niech przytozony uktad sit zewngtrznych (czynnych i biernych) bgdzie
rowniez okreSlony w tym ukladzie i niech dane beda wspéhrzedne sit
P’ (Pli P ,P;) oraz punktow A’ (X X5, X ;) przytozenia tych sit.

W dowolnym punkcie osi prgta Q[X (20, X, (2,), X, (to)] okreslmy lokalny

uktad wspotrzednych (x1 X5 ,X5 ) Przez ten punkt ptaszczyzna prostopadia do osi

przecinamy pret na dwie czesci. Tylko jedna z nich charakteryzuje si¢ tym, ze
wektorem normalnej zewngtrznej do przekroju poprzecznego jest wersor e, , lub

inaczej — tylko jedna cze$¢ ma przekrdj poprzeczny dodatnio zorientowany w
ukladzie lokalnym lub jeszcze inaczej: tylko w jednej czg$ci znajduje si¢ przyjety
poczatek osi. Na rysunku 2.1 te¢ czg$¢ oznaczono przez ,,I”.

Przypiszmy punkt Q rozwazanemu przekrojowi poprzecznemu i zredukujmy do
niego uktad sil zewngtrznych przylozonych do drugiej czgsci bryly (w naszym
przypadku — czesci oznaczonej przez ,,/I ). Zredukowany uktad sktada sig¢ z dwoch
wektoréw zaczepionych w Q:

e Sumy uktadu (Z,):

5(zy)=5()= Zf_), )

ieZy

e Momentu uktadu (Z 11) wzgledem bieguna Q:
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M(Z,;)=Mt,)= ZFI‘XI_)H gdzie 7, :Q_Ai'l

(=
Sktadowe wektoroéw

§(t0)=1?;(10)+1?'y(10)+}_7z(t0),
M(to)zﬁx(to)+A7y(to)+ﬁ72(to),

rownolegte do osi lokalnego uktadu wspotrzednych nazywaé bedziemy sitami
przekrojowymi (rys. 2.7a).
Mozemy, wigc przyjac nastgpujaca definicje:

Sitami przekrojowymi na Sciance przekroju dodatnio zorientowanej wzgledem
osi x (nalezqcej do tej czesci podzielonego preta, ktorej wersor normalnej
zewnetrznej v =e,), nazywac¢ bedziemy skladowe, wzgledem lokalnego uktadu
wspotrzednych, zredukowanego do punktu osi, ukltadu sit zewnetrznych
przylozonych do drugiej czesci przecietej bryty.

Miary tych sktadowych okreslaja wspotrzedne:

S|F k), F, (o), F.(to)]

— , (2.3)
M(tO)[Mr (tO )’ My (tO )’ Mz (tO )]

Wektory sumy S(z,) i momentu M (t,) zaczepione w punkcie Q tworza uklad,

ktory jest oczywiscie rownowazny uktadowi (Z;; ) (wszystkich sit przytozonych do
czgsci II) mozemy o nim powiedzie¢, ze niejako reprezentuje dziatanie uktadu (/1)
na przekrdj poprzeczny nalezacy do cz. I.

Przy takiej interpretacji usprawiedliwione staja si¢ nazwy poszczegdlnych sit
przekrojowych i ich miar (z reguty réwniez nazywanych sitami przekrojowymi):

o F, — sita podtuzna (normalna),
o I, F. — sily poprzeczne (tnace),

o M, — moment skrgcajacy,

o M, M — momenty zginajace.

1 W mechanice teoretycznej zwykle przy literze M pisaliémy wskaznik, ktérym byt punkt,
wzgledem, ktorego obliczalismy moment. W naszych rozwazaniach punkt Q zawsze
naleze¢ bedzie do osi preta, przeto wystarcza przy symbolu momentu, zamiast wskaznika,
zapisa¢ argument, jakim bedzie warto$¢ parametru 1=t wyznaczajacego ten punkt: M (fp) .

Tym niemniej uzywac bedziemy réwniez zapisu M, 0.
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Nazwy momentoéw stajg si¢ bardziej zrozumiale, jesli poszczegdlne sktadowe
przedstawimy przez pary, ktorych wektory sa odpowiednio réwne sktadowym
wektora momentu (rys.2.7b).

Na zakonczenie zwréémy uwage na bardzo wazny fakt.
Wyznaczanie sit przekrojowych jest zadaniem stosunkowo prostym. Obliczenia
»reczne” moga by¢ jednakze niekiedy do$¢ zmudne, jesli uktad sit zewngtrznych
jest ztozony i jesli o$ preta jest linia krzywa.

b)

Rys.2.7

Zadanie utatwiaja nam programy komputerowe. Jesli znalezienie sumy i momentu
uktadu sit bedziemy musieli wykonaé bez pomocy komputera, wowczas obliczenia
mozemy, w wielu przypadkach, istotnie ulatwi¢. Nietrudno bowiem zauwazy¢, ze
wspotrzedne sum: S(Z,) i S(Z,,) , jak i momentow M (Z,) i M(Z,) beda miaty
warto$ci przeciwne. Oba uktady sa bowiem rownowazace si¢. Jesli uktad sit (Z;)
jest prostszy, bedziemy oczywiscie szukaé wspolrzednych sumy i momentu
wlasnie tego uktadu, aby nastgpnie zmieni¢ znak na przeciwny.

2.4 UPROSZCZONY RYSUNEK LITEGO PRETA

W teorii pretow litych (takich, ktorych wymiary okreslajace przekrdj poprzeczny

sq tego samego rzedu), umowimy sig, dla potrzeb obliczania sit przekrojowych, ze
uklad ztozony z kazdej sity przylozonej do zewngtrznej powierzchni cz. /I preta
zredukujemy wpierw do tego punktu osi, ktory lezy na tym samym przekroju
poprzecznym, co punkt przylozenia sily na powierzchni.
Nie zmieniq sie tez wartosci sil przekrojowych w przyjetym punkcie osi, jesli
przylozone do cz. 11 sity, ktorych kierunki przecinajq os preta, przesuniemy wzdtuz
kierunkow ich dziatania i zaczepimy w osi preta. Jezeli linia dzialania sily nie
przecina osi preta, wowczas przykladajqc site w punkcie osi nalezy przylozy¢ w osi
preta wektor momentu tej sity wzgledem punktu osi.
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Wykorzystamy w dalszym ciagu t¢ mozliwo$¢ i bedziemy przedstawia¢ schemat
statyczny konstrukcji prgtowych rysujac jedynie osie pretow, do ktoérych
przyktada¢ bedziemy zredukowane do osi obciazenie i wigzy.

Zadanie 2.4
Obcigzmy, rozwazany w zadaniu 2.1 (rys. 2.4), pret sita P (10,0,-20) przylozona w punkcie C

(rys. 2.8) i obliczmy sity przekrojowe w punkcie B.
W zadaniu 2.1 wyznaczylismy wspohrzedne wersorow lokalnego uktadu wspotrzednych x,y,z i
zapisali$my je w postaci macierzy:

e
s~ o Hl-

Przez punkt B dokonajmy przecigcia preta
plaszczyzna do niego prostopadta. Przekroj
Rys.2.8 poprzeczny dodatnio zorientowany
wzgledem osi x uktadu lokalnego nalezy do
czeséci OB. Do punktu B redukowac bedziemy uktad sit przytozonych do czgsci BC.
Wartosci sit przekrojowych: obliczamy w dwoch krokach. Pierwszy to obliczenie
wspolrzednych sumy i momentu w punkcie B w uktadzie globalnym, a drugi — odniesienie
tych wielkos$ci do uktadu lokalnego.
Na sume wszystkich sit przytozonych do czesci BC sktada sig tylko wektor P tak, wiec w
uktadzie globalnym wektor sumy ma wspolrzedne:

S(B) = P(10,0,-20)

Wspotrzedne tej sumy w uktadzie lokalnym, czyli sity przekrojowe otrzymujemy mnozac
skalarnie wektor sumy przez odpowiednie wersory osi uktadu lokalnego. Mamy, wigc:

1 10

Lol gl 10
5B BB
F,(B)=Pe, =10(—%] 0[%}(—20)0:—%,
F.(B)="Pe, =10(—%]+0(—%J+(—20{%):—%.

Wektor momentu wzgledem punktu B sit przytozonych do czgsci BC otrzymamy z nastgpujacego
iloczynu wektorowego:

F.(B)=Pe, =10
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M(B)=BCxP

Wspdtrzedne wektora BC w ukladzie globalnym wynosza: E,’(l,l,l) . Nietrudno obliczy¢, ze:
M (B)(-20,30,—10)
W uktadzie lokalnym wspotrzgdne wektora momentu przyjmuja wartosci:

M (B)=M(B)e, =-20- ! 0,

1 1
—+30-—=—10-—=
NN RN )

M, (B)=M(B)e, :—20-[—L]+30-i—10-0:so-i,

a0 7

— 1 1
M_(B)=M(B)e. =—-20-| —— |+30-| —— |-1

2 30

0-— .
Jo Vo
2.5 UKLADY PLASKIE

Z uktadem plaskim mamy do czynienia wowczas, gdy zarowno uktad sit, jak i1 o$
preta leza w jednej plaszczyznie. W takim przypadku wystarczy rysunek
odniesiony do dwoéch osi uktadu. W zadaniu pokazanym na rys. 2.10 nie ma nawet
potrzeby rysowania osi y. Latwo ja sobie wyobrazi¢, jesli narysowane sa dwie
pozostale osie; kierunek jej jest, bowiem prostopadly do ptaszczyzny rysunku, a
zwrot wynika z prawoskretnej orientacji uktadu.

Powstaje jednak problem, jak w plaszczyznie rysunku narysowaé wektor
momentu, ktorego kierunek jest zawsze prostopadly do plaszczyzny uktadu, a
jedynie moze mie¢ r6zny zwrot. Rozwiazaniem problemu jest narysowanie pary o
danym wektorze momentu, lezacej wlasnie w tej ptaszczyznie.

Poniewaz par o tym samym momencie moze by¢ nieskonczenie wiele i
wszystkie one, jak wiemy z mechaniki teoretycznej, tworza zbiér, w ktoérym
okreslona jest relacja statycznej réwnowaznosci, (tatwo dowieS¢ jest ona
symetryczna, zwrotna i przechodnia), stad mozemy postugiwacé si¢ reprezentantem
zbioru, przedstawiajac go w postaci skierowanego tuku, jak pokazano na rys. 2.9a i
2.9b. Dzigki powyzszej umowie wektor momentu zredukowanego uktadu sit
bedzie reprezentowany przez parg lezaca w plaszczyznie zadania, ktora w dalszym
ciagu nazywac bedziemy (niezbyt szczgsliwie) momentem.
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a) b)
— —_—
s —
Rys. 2.9
Zadanie 2.5

Dla preta pokazanego na rys. 2.10, znalez¢ sity przekrojowe w przekroju o odcigtej x=1/4 .

P
) ) n o
N | Cox=X
v e A
yz=Z
Rys. 2.10

W rozwazanym przypadku, jakim jest pojedynczy pret prosty, w plaskim zadaniu, uktad
globalny X Y,Z pelni rowniez rolg uktadu lokalnego x,y,z. Zgodnie z definicja szuka¢ bedziemy,
w przyjetym ukladzie (x, y, z), wspotrzednych zredukowanego ukfadu sit zewngtrznych
przylozonych do tej czgsci preta, ktora znajduje si¢ po dodatniej stronie normalnej zewngtrznej
przekroju, zgodnej ze zwrotem osi X.

Przekrd) poprzeczny oznaczono na

_ rysunku symbolem ‘). Ukfad sit
C ‘/\M"(x_l/él) zewnetrznych  podlegajacy  redukcji
X sktada si¢ z dwoch sit. Wspodtrzedne
\J wektora sumy tego ukladu s3
e nastgpujace:
y F (x=l/4)
F, =0, F,=-P/2+P=+P/2.
Rys. 2.11

Wektor momentu obu sit jest, jak
wspomnieli$my, rownolegly do osi y, stad pierwsza i trzecia wspolrzedna jest rtowna zeru. Druga
wspolrzedna, czyli wartos¢ momentu wzgledem punktu o odcigtej x =/ /4 C wynosi:

M, =+P/2-31/4~P-1/4=+PI/$.

Sity przekrojowe pokazano na rysunku 2.11. Nietrudno zauwazy¢, ze uklad sit przylozonych do
czescel 1 jest prostszy. Skiada sig, bowiem tylko z jednej sily (reakcji). Skoro, jak wykazalismy
uprzednio, jest on rownowazacy uktad przytozony do czgsci II, przeto aby otrzymac szukane sity
przekrojowe wystarczy znalez¢ wspodtrzedne wektorow sumy i momentu uktadu ,,/”” a nastgpnie
zmieni¢ znaki na przeciwne.

Zmiany znaku dokonamy od razu piszac przed klamra ,,—”. Zgodnie z powyzszym zapiszemy:
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F.=0, F,=-[-P/2]=P/2.
Podobnie postapimy obliczajac warto$¢ momentu:

M, =—[-P/2-1/4]=PIJ$..

Jak widac otrzymalis$my te same warto$ci okreslajace sity w przekroju x =1//4.
2.6 FUNKCJE SIL. PRZEKROJOWYCH

Jak pokazemy w cze$ci czwartej podrecznika, poprzez sity przekrojowe wyrazac
bedziemy rozktad sit wewnetrznych w przekroju poprzecznym preta, ktory z kolei
bedzie miat istotne znaczenie w procesie projektowania, a wigc przy dobieraniu
materialu, odpowiednich wymiaréw przekroju itp. Stad tez wynika potrzeba
znajomosci wartosci sit przekrojowych w kazdym przekroju, aby moc znalez¢ ich
ekstremalne wartosci. Najprostsza droga ku temu celowi jest zbudowanie funkcji
sit przekrojowych, w ktéorych zmienng niezalezna bedzie potozenie przekroju
poprzecznego w uktadzie lokalnym, zas zmienna zalezna kolejna sita przekrojowa.

Szuka¢ wigc bedziemy nastepujacych funkcji:

szEv(x)) Fysz(x), Fz=Fz(x))

M =M (x), M, =M (x), M.=M(»). 29

Wypisanie réwnan okreslajacych szukane funkcje, a wigc rownan sit
podtuznych, réwnan sit poprzecznych i réwnan momentdOw zginajacych i
skrecajacych, rozni¢ sie bedzie tylko tym od znajdywania sit przekrojowych w
ustalonym punkcie (2.3), ze teraz polozenie przekroju poprzecznego okreslimy
zmienna x uktadu lokalnego.

2.6.1 PUNKTY I PRZEDZIALY CHARAKTERYSTYCZNE

q Budujac kazda z funkcji

P luulul (2.4) nie zawsze bedzie

l D E JalAN mozliwe, aby bez

E korzystania z funkcji

J specjalnych opisa¢ ja dla
A BA calego preta  jednym
Rys. 2.12 robwnaniem lub — inaczej —

jednym przepisem. Z reguly
bedziemy opisywac je wigkszg iloscia réwnan. W tym celu wprowadzimy pojecia
punktow charakterystycznych i przedziatow charakterystycznych.
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Punktami charakterystycznymi nazywac bedziemy:

Poczatek i koniec preta,

Punkty przylozenia sit i momentoéw skupionych,

Poczatek i koniec obciazenia ciaglego,

Punkty, w ktorych pochodna funkcji opisujacej o$ preta jest nieciagla.
Przedziatem charakterystycznym nazywamy przedziat zawarty pomigdzy dwoma
kolejnymi punktami charakterystycznymi. Na rys. 2.12 punkty charakterystyczne
oznaczono duzymi literami.

2.6.2 ROWNANIA SIL. PRZEKROJOWYCH

Funkcje sit przekrojowych budowa¢ bedziemy formutujac réwnania osobno dla
kazdego przedziatu charakterystycznego. Nie tracac nic na ogdlnosci, sposob
budowania rownan pokazemy na przykladach wybranych typow statycznie
wyznaczalnych konstrukcji pregtowych (rozdz. 2.7 — 2.11).

2.6.3 WYKRESY SIL. PRZEKROJOWYCH

Analiza funkcji sit przekrojowych bedzie znacznie wygodniejsza, jesli
sporzadzimy ich obraz geometryczny. W tym celu przyjmiemy definicje uktadow
odniesienia dla wykresow poszczegdlnych sit. O§ zmiennej niezaleznej x juz mamy
okreslona. Pozostaje przyja¢ osie zmiennych zaleznych. Przyjmowac je bedziemy
wg nastgpujacej umowy:

e Zwroty osi zmiennych zaleznych F. i M . przyjmujemy zgodnie ze zwrotem osi
2" ukladu lokalnego, jesli wykresy przedstawiamy w przestrzeni 2D, jesli zas
wykresy prezentujemy w przestrzeni 3D, wowczas, z reguly, osie te wyznacza

wersor e(0, l/ﬁ,l/ﬁ) ;
* Zwroty osi zmiennych zaleznych F, i M  (momentu pary, kiora lezy w
plaszczyznie ,,xz ") przyjmujemy zgodnie ze zwrotem osi ,,z” uktadu lokalnego;
* Zwrot osi zmiennej zaleznej F, przyjmujemy zgodnie z osiq ,,y", a zmiennej
zaleznej M., czyli momentu pary lezqcej w plaszczyznie “xy”, co warto
podkres'liél , niezgodnie ze zwrotem 0si ,,y”".

1 Wazna t¢ umowg szczegotowo uzasadnimy na przyktadzie analizowanym w zadaniu 2.6.
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2.7 SILY PRZEKROJOWE W BELKACH

Belkq nazywamy uktad pretow o osiach prostoliniowych potaczonych migdzy
sobg sztywno lub przegubowo, tak jednak, ze wszystkie osie leza na jednej proste;j.
Obciazenie belki stanowi dowolny uktad sit.

2.7.1 BELKA PROSTA

Belkq prostq nazywamy dowolnie obciazony pret prostoliniowy, jednoprzestowy
lub przewieszony tzn. taki, w ktérym co najmniej jedna z podpor nie znajduje si¢ w
krancowym punkcie preta.,.

Zadanie 2.6

Dla belki rozwazanej w zadaniu 2.4 i pokazanej
na rys. 2.13 nalezy wyznaczy¢ funkcje sit
przekrojowych i sporzadzi€ ich wykresy.

W zadaniu 2.1 wyznaczyliSmy wspotrzedne
wersorow lokalnego uktadu wspotrzednych Oxyz i
zapisaliSmy je w postaci macierzy:

; R
' NERVE RN )
oo ape |l L

2

¥ 2 2
1

1

I _ﬁ —E E

Zwroémy uwagg, ze dla zbudowania funkcji sit przekrojowych w rozwazanym zadaniu, nie
musimy wyznaczac sit reakcji. Uktad sit zewngtrznych, przylozonych do po dodatniej stronie
przekroju poprzecznego, ktory bedziemy redukowa¢ w dowolnie polozonym punkcie preta,
stanowia jedynie sily czynne wobec braku w tej czgsci wigzow, a tym samym reakcji.

Zmienng niezalezna funkcji sit przekrojowych jest odcigta x uktadu lokalnego, przeto wektor
wodzacy dowolnego punktu M(x) bedzie miat wspdtrzedne w uktadzie globalnym:

oM :xEx[xL,xL 1 j

BB

Budujac funkcje sit przekrojowych przecinamy pret plaszczyzna do niego prostopadia
przechodzaca przez punkt M. Przekrdj poprzeczny dodatnio zorientowany wzgledem osi x
uktadu lokalnego nalezy do czgsci OM. Do punktu M redukowaé bedziemy, wige ukiad sit
przytozonych do czesci MC.

Funkcje wektorowe sit przekrojowych:

F@F.0.F, (0. F.(0)] i MM, (), M, (x), M, (%)
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obliczamy w dwoch krokach. Pierwszy to obliczenie wspotrzednych sumy i momentu w punkcie
M w ukladzie globalnym, a drugi — obliczenie tych wielkosci w uktadzie lokalnym.

Zwroéémy uwagg, ze w rozwazanym przypadku mamy tylko jeden przedziat charakterystyczny
OcC.

Niezaleznie od potozenia przekroju poprzecznego sumg wszystkich sit przytozonych do czgsci
MC stanowi tylko wektor P . Wektor sumy nie zalezy wiec od zmiennej x. Jego wspotrzedne w
uktadzie globalnym wynosza:

S(x) = P(10,0,-20) = const .

Sity przekrojowe: podtuzna i poprzeczne otrzymamy natychmiast mnozac skalarnie sume przez
odpowiednie wersory osi uktadu lokalnego. Mamy, wigc:

F.(x) = P2, =10—— +0—— — 20} 10

Y E Tl
F,(x)=Pe, :10(—%}0(%}(—20)0:—%,

F.(x)=Pe, = 10(—%} o(—%] +(- 20)(%] = —STZ :

Wektor momentu wzgledem punktu M wyznacza iloczyn wektorowy:

M(x)=MCxP,
wobec: MC =O0C — OM(2 X— ! 2 - xL 2—xL] i P(10,0,—20) moment, w ukladzie
ﬁ’ \/59 \/5 b &
globalnym, ma wspotrzedne:
1 1
M y(x)= [2 ] (2 X J = —20(2—x—3],

My (x) = (2—x%}lO—(2—x%}(—20) = 30(2—x%}
M, (x) :(2—x%J0—(2—x%J10 = —lO(Z—x%j.

Roéwnania momentow wzgledem uktadu lokalnego przyjmuja forme:
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M (x) = Me, = —20(2 - x—]

Wykresy wszystkich zbudowanych powyzej funkcji momentdow sporzadzimy zgodnie z
przyjetymi zasadami w punkcie 2.6.3. Zwroty zmiennych zaleznych momentéw narysowano na

rys. 2.14 zgodnie z przyjgta tam umowa.

Wszystkie rownania momentow sg liniowe, przeto wystarczy zna¢ warto$ci w dwoch punktach,

aby sporzadzi¢ wykresy funkcji. Mamy, wigc:

100

M. (0)=0; M, (0)=—F7; M_(0)=—

72

M, (243)=0; M, (243)=0; M.(2/3)=0.

Rys. 2.14

dodatniej stronie osi y.

Wyjasnimy teraz, dlaczego dla osi
zmiennej zaleznej M, przyjelismy, w
punkcie 2.6.3, tak oryginalny zwrot.
Wezmy pod uwage dowolna rzedng
wykresu M,. Ma ona wartoé¢ dodatnia.
Oznacza to, ze y-owa sktadowa wektora
momentu ma zwrot zgodny z osia y. Para
o takim wektorze, lezaca w plaszczyznie
xz, rozciaga te skrajne wiokna preta, ktore
leza po dodatniej stronie osi z. Wezmy
teraz dowolna rzedna wykresu M,. Ma
ona warto$¢ ujemna. Oznacza to, ze z-owa
sktadowa wektora momentu ma zwrot
niezgodny z osia z. Para o takim wektorze
rozciaga te skrajne widkna, ktore leza po

Widzimy, wigc, ze rzedne wykreséw momentéw znajduja sig, w obu przypadkach, po stronie
wiokien rozciaganych. Dzigki przyjetej umowie o zwrotach osiach zmiennych zaleznych
uktadéw, w ktorych sporzadzamy wykresy momentéw zginajacych, rzedne wykresow
niezaleznie od znaku zawsze beda odktadane po stronie widkien rozciaganych.
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Zadanie 2.7

Dla belki prostej, obciazonej jak na rys. 2.15 napisa¢ rownania sit przekrojowych i sporzadzi¢
ich wykresy. Poczatek uktadu lokalnego przyja¢ w punkcie A.

Punkty charakterystyczne oznaczono duzymi literami: 4, ,B, C, D; wyznaczaja one trzy
przedzialy charakterystyczne

Do budowy réwnan w poszczegolnych przedziatach charakterystycznych mozemy przystapic
oczywiscie dopiero wtedy, gdy znamy wszystkie sily zewngtrzne (czynne i bierne) przytozone do
schematu konstrukcji. Wyznaczamy, zatem reakcje w punktach 4 i B.

X P=2.0kN  M,=4,0 kN.m

N\ q=10 kN/m
o 11 Ul T e
C | D ] AB

A/Q X
f

. 20m 2,0 m 4,0 m
R=2,0 kN R=4,0 kN

z

4

Rys. 2.15

Jak nietrudno obliczy¢ dtugosci ich wynosza: R, =2,0kN, Rz =4,0kN. Zanim
przeprowadzimy redukcje w kolejnych przedziatach charakterystycznych zwroé¢my uwage, ze
mamy tu do czynienia z zadaniem ptaskim okreslonym w uktadzie xz. W takim przypadku druga
wspohrzgdna sumy jest tozsamosciowo rowna zeru (F),(x) =0 ) a takze, jak wspomnieliSmy
powyzej, pierwsza i trzecia wspdlrzedna wektora momentu sa takze tozsamosciowo réwne zeru
(M, (x)=0, M_(x)=0). Bedziemy, zatem budowaé jedynie nastgpujace funkcje:
Fo(x), F.(x) 1 M (x).

Przedzial 0<x <2,0

Wybierzmy w tym przedziale dowolny punkt na osi x, w ktorym dokonamy przekroju
poprzecznego. Podejmujemy teraz decyzje, ktory uktad sit zewnetrznych bedziemy redukowac:
na lewo czy na prawo od przyjetego przekroju. Oczywiscie redukowaé bedziemy ten, ktory
znajduje si¢ na lewo od przekroju poprzecznego, albowiem jest prostszy, sktada si¢ tylko z jednej
sity R, . Pamigta¢ jednak musimy o konieczno$ci zmiany znaku ( ,,-,, przed klamra). Redukujac

wybrany uklad do srodka cigzkosci przekroju poprzecznego znajdujemy bez klopotu:
F(x)={+3]=-3 kN,
F.(x)=—-[-2]=+2 kN,
M, (x)=—-2-x]=2x kN-m.
Roéwnania sit podtuznych, poprzecznych i momentéw w drugim przedziale charakterystycznym
zawartym pomigdzy punktami C i D znajdziemy postgpujac analogicznie. Podobnie jak i w

pierwszym przedziale wygodniej bedzie redukowa¢ uklad sit zewngtrznych przylozonych po
lewej stronie przekroju.
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Przedzial 2<x <4
F.(x)=-[+3]=-3 kN,
F_(x)=—-[-2+2]=0 kN,
M, (x)=-[-2-x+2(x-2)]=4 kN-m.
W trzecim przedziale charakterystycznym D — B szuka¢ bedziemy sit przekrojowych podobnie, z

tym jednak, ze redukowaé bedziemy ukiad sit zewnetrznych znajdujacych si¢ na prawo od
przekroju a wigce ten, ktory bezposrednio wyznacza sity przekrojowe:

. l QHHHHHL .
o M C D /AB x

[ 8,0 kNm
M ?"OkN

| i x
| | | 3,0kN

Rys. 2.16

Przedzial 4<x <8
F,(x)=-3 kN,
F.(x)=—-4+18—x)=4—-x kN,
M, (x)=48-x)-1(x-8)L (x-8)=-1x? +4x kN-m
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Uwazny czytelnik z pewnoScia zwrocit uwage na zapis poszczegélnych przedziatow
charakterystycznych w postaci silnych nierownosci. Czyzby oznaczalo to, ze w punktach
charakterystycznych funkcje sit przekrojowych sa nieokreslone? W szczegdlnych przypadkach
rzeczywiscie ma to miejsce.

Obliczmy lewo— 1 prawostronna granicg funkcji £, (x) w punkcie x =2. Wprost z definicji

sily poprzecznej wnosimy, ze:

lim F,(x)=2,a lim F,(x)=0.
x—2_ x—2,

Poniewaz obie granice s rozne, wynika stad, ze funkcja w punkcie x=2 jest nieciagla.
Podobnie obliczmy lewo— i prawostronng granicg funkcji M, (x) w punkcie x =4. Wprost z

definicji momentu wnosimy, ze:

lim M, (x)=4, lim M, (x)=8.
x—>4_ x—4,

Poniewaz obie granice sa rozne, wiec w punkcie x =4 funkcja jest nieciagta.

Majac rownania sit przekrojowych oraz uklady odniesienia nietrudno sporzadzi¢ stosowne
wykresy. Przedstawiono je na rys. 2.16. Zwr6¢my uwagg na wykresy w punktach nieciaglosci.
Nie zawsze bedziemy tak je rysowaé. Z reguly, naruszajac formalne zasady, bedziemy taczyé
linie, przedstawiajac wykresy w ,,ciaglej” postaci.

Analiza réwnan sil przekrojowych w powyzszym zadaniu podpowiada tatwe w dowodzie
twierdzenia, a mianowicie:

e w punktach przytozenia skupionej sity zewngtrznej o niezerowej sktadowe;j

prostopadtej do osi funkcja sity poprzecznej jest nieciagta;

e w punktach przylozenia skupionej sily zewngtrznej o niezerowej sktadowe;j

réwnoleglej do osi funkcja sity podtuzne;j jest nieciagta;

e w punktach przytozenia skupionego momentu zewngtrznego funkcja momentu jest

nieciagta.
W punktach nieciaglo$ci sit przekrojowych nie definiujemy zadnej wartosci tych sit.

2.7.2 BELKI WIELOPRZESLOWE, PRZEGUBOWE, STATYCZNIE
WYZNACZALNE

Rozwazmy drugi przyktad konstrukcji belkowej, tym razem wieloprzgstowej,
statycznie wyznaczalnej, to jest takiej, w ktérej reakcje zastgpujace wigzy
zewnetrzne (taczace belke z podtozem lub inna konstrukcja) oraz wewngtrzne (w
przegubach taczacych ze soba poszczegodlne belki) moga by¢ obliczone z réwnan
rownowagi.

Podstawowa przestanka stosowania belek wieloprzgstowych, przegubowych
(przy przekryciach wymagajacych kilku przgsel) jest oszczedniejsze zuzycie
materialu w porownaniu z belkami prostymi, jednoprzg¢stowymi. Ideg stosowania
tego typu belek przedstawimy na prostym przykladzie przekrycia dwoch
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pomieszczen stropem, ktérego elementami nosnymi sa belki. Jak pokazano na
rys.2.17a konstrukcje mozemy wykona¢ z dwoch belek jednoprzgstowych.
Schemat zastosowanego rozwigzania przedstawiono na rys., 2.17b. Jesli
uwzgledni¢ tylko cigezar wilasny stropu, to obie belki obcigzone beda cigzarem
jednostajnie roztozonym o gestosci g.

< ¢ »
¢ "¢ »l

® lilllllllllllilllllllllllllilllfullllllllll

Y B C
ya® !’

Rys. 2.17

Wykresy momentoéw przedstawia rys. 2.17c. W srodku rozpigtosci kazdej belki
moment przyjmuje swoje maksimum, ktére wynosi ¢/*/8.
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Rys. 2.18
Wartos¢ tego momentu, jak si¢ pozniej przekonamy, bedzie miala bezposredni
wplyw na wymiary belek.

Inne rozwiazanie konstrukcyjne belek stropowych dla tego samego przekrycia
przedstawiono na rys. 2.18. Belkg A-B — w pordwnaniu z pierwszym rozwigzaniem
— przedtuzono do punktu D i na niej oparto druga belke D—C.

Korzysci stad wynikajace widoczne sa w sposob natychmiastowy:

e belka D-C ma rozpigtos¢ ¢ mniejsza od /, a wigc moment maksymalny
wystepujacy rowniez w polowie rozpietosci wynosié bedzie gc? /8 i bedzie on
istotnie mniejszy od ¢/* /8;

e Dbelka D-C swoim lewym koncem opiera si¢ o belke A—B—D i obciaza ja sila
przeciwna do reakcji R obliczonej dla belki D—-C; sita ta oraz obciazenie ciaglte
na odcinku B-D istotnie zmniejszaja moment w przgsle 4—B w stosunku do
momentu ¢/ /8 w pierwszym rozwiazaniu konstrukcyjnym.

Zwrdéémy jeszcze uwage na punkt D na rys. 2.18c; belka D-C nie moze
przemiesci¢ si¢ w kierunku poziomym na skutek odpowiedniej konstrukcji jej
oparcia o belke A—B—D ani tez nie moze niezaleznie przemiesci¢ si¢ w kierunku
pionowym (np. w dot); moze natomiast dozna¢ niezaleznego obrotu w punkcie D
przy ugigciu. Punkt D mozemy, zatem nazwaé przegubem, a cala belke
schematycznie przedstawic tak jak na rys. 2.18c.

Szczegdtowym wyznaczeniem sit przekrojowych — wykres momentéw pokazano
na rys. 2.18d nie dokumentujac obliczeniami— zajmiemy si¢ nieco dalej. Teraz
przypatrzmy si¢ kilku rozwigzaniom belek ciagltych przegubowych oraz ich
schematom obliczeniowym (rys. 2.19a, b, c¢). Belki, ktore cho¢ jednym koncem



56

opieraja si¢ na innych belkach nazywaé bedziemy drugorzednymi, za$ te, ktore sa
bezposrednio zwigzane z podtozem — podstawowymi.

Znajdowanie sil przekrojowych w dowolnym przekroju poprzecznym belki
wieloprzestowej przegubowej nie przedstawia zadnych trudnosci, jesli potrafimy
poprawnie wyobrazi¢ sobie prace takiej konstrukcji lub, innymi stowy, jesli
poprawnie okreslimy belki drugorzedne i podstawowe. Wyznaczenie sit
przekrojowych rozpoczynamy od belek drugorzednych, ktore sa belkami prostymi.

Po wyznaczeniu reakcji i sit przekrojowych w belkach drugorzednych
obcigzamy belki podstawowe sitami pochodzacymi od belek drugorzednych (sity
przeciwne do sit reakcji tych belek), otrzymujac znow belki proste jednoprzestowe,
dla ktérych wyznaczenie M,(x), F.(x), F(x) omoéwiliSmy w poprzednim punkcie.

Niekiedy wygodniej bedzie jednak postgpowaé nieco inaczej, a mianowicie
wykorzystujac poznane w mechanice teoretycznej twierdzenia o rownowadze ciata
unieruchomionego w jednym punkcie W myS$l tego twierdzenia warunkiem
koniecznym 1 wystarczajacym roéwnowagi ciata unieruchomionego w jednym
punkcie jest zerowanie si¢ momentu wszystkich sit dziatajacych na belke
wzgledem punktu unieruchomienia. Jesli zatem wezmiemy pret, ktorego jeden
koniec zakonczony jest przegubem (rys. 2.20), to warunkiem réwnowagi jest
moment réwny zeru od wszystkich sit do niego przytozonych wzgledem przegubu.



I
>
15

I
™
>

7
N

|
T T

Rys. 2.19

W przypadku belek wieloprzgstowych przegubowych musza wigc zachodzi¢
warunki zerowania si¢ momentu wszystkich sit zewngtrznych (czynnych i
biernych), znajdujacych si¢ po jednej stronie przegubu wzgledem punktu
przegubowego.

P, Warunki te nazywa¢ bgdziemy w dalszym ciagu

/ krétko rownaniami przegubow. RoOwnania te oraz

- \PZ rownania rownowagi dla calej belki daja mozliwos¢
wyznaczenia wszystkich silt biernych, czyli reakcji,

Rys. 2.20 M i . : . N

jesli oczywiscie wszystkich niezaleznych rownan

bedzie tyle, ile jest niewiadomych sil zastgpujacych wigzy. W przeciwnym
przypadku belka bedzie statycznie niewyznaczalna (jesli rownan bedzie mniej niz
reakcji) lub geometrycznie zmienna (jesli rownan bedzie wigcej niz niewiadomych
reakcji). Po wyznaczeniu reakcji znany juz bedzie caty uktad sit zewnetrznych
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przytozonych do belki; sity przekrojowe M, (x), F.(x), F(x) wyznaczamy wedlug
ogoblnych zasad.
Oba omowione sposoby zilustrujemy przyktadem liczbowym.

Zadanie 2.8

Znalez¢ funkeje M, (x), F.(x), F(x) ) oraz sporzadzi¢ szkice wykresow dla belki
pokazanej na rys. 2.21 (moment M, - przylozony jest w punkcie B,)).

Sposob 1. Obliczanie belki rozpoczynamy od wyznaczenia schematu pracy, to jest od
okreslenia belek drugorzednych i podstawowych. Schemat ten przedstawiono na rys. 2.21b.
Zgodnie z nim rozwiazujemy najpierw belke D-E. Reakcje RD i RE obliczamy
natychmiast:

gl _22

=2,0kN.
2 2

Rp =Rp =
Wykres momentéw dla tej belki bedzie parabola drugiego stopnia przyjmujaca swoje maksimum
w $rodku rozpigtoscei:

_gl’ 22’
8

maxMyDE =1L0OkN-m.

Wykresem sil poprzecznych bedzie linia prosta; wystarczy wigc wyznaczy¢ wartosc tej
funkcji w dwoch punktach, np. Di E:

FP =R, =2,0kN, Ff =—R, =-2,0kN.

Szkice wykresow M (x), F.(x) przedstawiono na rys. 2.22, na odcinku D-E.

a) MOZZ.O kNm l P=4.0 kN q=2.0 kN/m

| (. LY

I B F C D /N\E
m m

% 40m 20m 40m —20
bot

>
>

bl) (A | A

c) A
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Rys. 2.21

Przechodzimy teraz do obliczenia belki B-C-D. Belka ta obciazona jest dwiema sitami
skupionymi: w punkcie D sita RD = 2,0 kN (zwro¢my uwage, iz zwrot tej sity w tym
przypadku jest przeciwny do zwrotu reakcji w belce D-E) oraz sita P = 4,0 kN w odlegtosci
2,0 m od podpory B. Z warunku zerowania si¢ momentu wszystkich sit przylozonych do
rozpatrywanej belki wzglegdem punktu B otrzymujemy rownanie:

Rp-8—Rp-6+P-2=0.
Skad znajdujemy:

_Rp-8+P-2 2-8+4-2
6

R, =4,0 kN.

Z warunku zerowania si¢ momentu wzgledem punktu C mamy:
Rz -6-P-4+R,-2=0,
_—Rp-2+P-4 -2.2+4.-4

=2,0 kN.
6

Rp
Dla kontroli poprawnosci obliczen reakcji sprawdzamy warunek konieczny, tzn. czy suma
rzutéw wszystkich sit na o z jest rowna zeru:

Rz—P+R,—R;=2,0-4,0+4,0-2,0=0.

Wykresem momentéw w kazdym przedziale charakterystycznym bedzie linia prosta, wystarczy
wigc obliczy¢ wartosci momentow w punktach charakterystycznych:

MS =-Rp-2=-2-2=-4,0kN-m,

M} =Rp-2=2-2=40kN-m.
Wykres sil poprzecznych bedzie w kazdym przedziale charakterystycznym staly, przeto
wystarczy obliczy¢ sile poprzeczna w dowolnym punkcie kazdego z przedzialow
charakterystycznych. Otrzymujemy wigc:

FPC(x)=R, =2,0kN,

FSP(x)=Ry —R-=2,0-4,0=—2,0 kN,

F2 P (x)=R; =2,0 kN.

Wykresy momentow i sit poprzecznych przedstawiono na rys 2.22 (odcinek B-F-C-D).
Przechodzimy teraz do belki podstawowej A-B. Obciazona jest ona sila skupiong RB =
2,0 kN przylozona w punkcie B (uwaga na zwrot) oraz momentem skupionym M, = 2,0
kNm, przytozonym na lewo od punktu B. W tym szczego6lnym przypadku belki (wspornik)
wykresy momentow i sit poprzecznych mozemy sporzadzi¢ bez koniecznos$ci wyznaczania
reakcji w punkcie 4. Po prostu redukowa¢ bedziemy uktad sit zewngtrznych, przytozonych
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zawsze na prawo od przekroju poprzecznego. Wykres momentow bedzie linig prosta,
wystarczy przeto wyznaczy¢ warto$ci M,(x) w dwéch punktach charakterystycznych:

M, 2.0kNm |P 4.0kN q=2.0 kN/m
| |||
A B F cAN D EAN x
e 40 120 0 40 20 20
10,0 kNm
Iz,omm
v & v > X
] 4.0 kNm 1.0 kN
M)’
0,0 kN QKN
2,0kN 2,0 kN
v FZ
Rys. 2.22

MP=-M;=-20 kN-m,
M'=-M;-R" -4=-20-2,0-4=-10,0 kN-m.

Rownanie sil poprzecznych dla ostatnio rozwazanej belki ma postac: F,(x)=2. Wykres

przedstawiono na rys. 2.22 na odcinku 4-B, otrzymujac w ten sposob szukane szkice wykresow
dla calej belki.

Sposob 2. Rozwiazanie rozpoczynamy od obliczenia reakcji w wigzach 4, C, E (rys.
2.22). W tym celu wykorzystamy rdwnania rownowagi i rownania przegubow.
e Rownania rtownowagi dla catej belki:

M =0; RE 14—¢-2-13+R€10-P-6-M,-M, =
14RE +10RC + M, -78=0,

S, =0; H=0,

. =0; RY-P+R¢ —¢g-2+R* =R"+R“ +RF -80=0.

e Rownania przegubdw:

MP(z,)=0; R".2-q-2:1=2R" —4=0,
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M®(Z,)=0,  R*4-M,+M,=4R" M, +2=0.

Rozwiazujac podkreslony uktad pigciu rownan znajdujemy:
R*=20KkN, R =40KkN, R®=20KkN, M,=10,0 kN-m.

W ten sposob znamy wszystkie sily dziatajace na belk¢ i mozemy oblicza¢ momenty i sity
poprzeczne w kazdym przedziale charakterystycznym wedlug ogolnych zasad otrzymujac
wykresy przedstawione na rys. 2.22

Do wyznaczania funkcji sit przekrojowych i1 ich wykresow dla innych
konstrukcji pretowych wrocimy w drugim kolejnym rozdziale. W najblizszym,
rozwazymy niektore zalezno$ci rozniczkowe pomiedzy funkcjami - sit
przekrojowych a takze pomigdzy tymi sitami a ggstoscia sit zewngtrznych. Uwazny
czytelnik mogt juz zauwazy¢ pewne zaleznosci w czasie rozwiazywania
dotychczasowych zadan.

2.8 ZALEZNOSCI ROZNICZKOWE POMIEDZY SILAMI
PRZEKROJOWYMI I GESTOSCIA SIL. ZEWNETRZNYCH

Powro¢my do réwnan momentdow 1 sit poprzecznych rozpisanych w
poszczeg6lnych przedziatach charakterystycznych rozwazanych przyktadow.
Patrzac na réwnania momentow i sil poprzecznych spostrzegamy, ze we
wszystkich przedziatach sita poprzeczna jest pochodna momentu. Nie jest to
przypadek, jesli pret jest prostoliniowy, co postaramy si¢ udowodni¢. Rozwazmy
najpierw uklad sit zewnetrznych dziatajacych w ptaszczyznie xz, pokazany na rys.

qx) 223 (nie pokazano na tym

P rysunku sit rownolegltych do osi

T Hine x belki, bowiem nie wnosza one nic

YVVVVV VY. » do zaleznosci, ktore zamierzamy

) ) TE wyprowadzi¢). Jesli belka jest w

X Ax rownowadze, woOwczas uklad

vz tych sit  jest réwnowazny
Rys. 2.23 uktadowi zerowemu.

V4 rozpatrywanego preta
wytnijmy element o dlugosci Ax przekrojami poprzecznymi w punktach o
odcigtych: x i x+ Ax . Element ten przedstawiono na rys. 2.24. Na rysunku tym, w
przekroju x+ Ax, zgodnie z definicja sit przekrojowych, przedstawiono
zredukowany uktad sit zewngtrznych  przylozony do  czesci I
M ,(x+Ax), F,(x + Ax).



62

g (x+yAx)
M) ilﬂf M, (x+aAx)
<
™/} | :
] ; } B >
i I P k I J i
z A
Y F(x) F.(x+BAx)
I« X o] Ax »
Rys. 2.24

Uktad sil przekrojowych przylozony do $cianki poprzecznej czesci [
M ,(x), F,(x) jest rownowazny ukladowi sit zewngtrznych przylozonych do

czg$ci Il i Il a przeciwny do uktadu (Z;.). Zgodnie z zasada akcji i reakcji uktad sit
dzialajacych na lewa $cianke wycigtego elementu // bedzie rownowazny uktadowi
(Z,) . Zatem na wycigty element dziala uklad rownowazny (Z,)+(Z,)+(Z,,),
ktory jest roéwnowazny uktadowi (Z) bedacemu z zalozenia rownowaznym

uktadowi zerowemu. Wynika z tego, ze suma wszystkich sil przylozonych do
wycigtego elementu, a takze moment tego uktadu wzgledem dowolnego punktu sa
rowne zeru.

Zanim rozpiszemy te warunki, wykorzystamy twierdzenie Lagrange’a o wartosci
sredniej:

M_(x+Ax)=M_(x) + Mm, ae(0,))
X
F.(x+ A0)=F.(x)+ wm, Be(0,1)

Zatozymy ponadto, ze w punkcie X+ YyAx wartos¢ ¢, (x+yAx) jest Srednig
gestoscig obciazenia z przedzialu (x, x + Ax); y € (0,1).

Wypisujac réwnania rbwnowagi, otrzymujemy:

e rownos¢ zeru trzeciej (S,) wspotrzednej sumy (DS, =0)

_Fz(x)+qz(x+yAx)Ax+Fz(x)+w
X

Ax =0,

e 1ro6wnos¢ zeru momentu wzgledem punktu B (Z Mg=0):

dM  (x + aAx
Jerody)

—My(x)—Fz(x)Ax+qz(x+yAx)Ax-%+My(x)+ p =0.
x
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W pierwszej réwnosci redukuja si¢ F,(x) i —F,(x), w drugiej za§ M (x) i

— M ,(x) . Po redukgcji i po podzieleniu obu rownan przez Ax mamy:

dF, (x+PAx) _

+ yAx) +
q.(x + yAx) T

0,

1 dM ,(x+0Ax)
—Fz(x)+qz(x+yAx)Ax-3+d—:0.
X

Biorac w powyzszych zwiazkach obustronng granice przy Ax — 0, otrzymujemy
nastgpujace zaleznosci w punkcie o odcigtej x:

d
ZZ—X(” - 4.(0),
(2.5)
dM (x)
> :Fz (x)

Roézniczkujac druga z powyzszych zaleznosci wzgledem x i wykorzystujac
pierwsza otrzymujemy kolejng wazna zalezno$¢:
2
d"M ,(x)
dx’
Wyprowadzone rézniczkowe zaleznosci w postaci wzordw (2.5) i (2.6) dotycza sit
poprzecznych, momentu i gegstosci obciazenia lezacych w plaszczyznie xz.

Czytelnikowi pozostawiamy wykazanie nastgpujacych zaleznosci migdzy sitami
lezacymi w ptaszczyznie xy (rys. 2.25):

=q.(x). 26)

dr, (x)
=—q, (%), @7
dx
M- __ g (), (2.8)
dx
2
IMD) _ 4 () (2.9)

dx?
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g, (x+yAx)

R M) Tﬂm M (r+aAx)

4.
| BN R
I — B :
o \l I ‘J 1
F ) F(x+PAx
I¢ X Lo Ax »
Rys. 2.25

Do réwnan (2.5) — (2.9) bedziemy czgsto wraca¢. Odgrywaja one wazng role w
analizie statyczno wytrzymatoSciowej belki prostej. W tym miejscu zwrocimy
uwagg na:

1.

Korzysci, jakie ptyna z tych relacji przy sporzadzaniu wykresow sit

przekrojowych. Mianowicie:

jesli w przedziale charakterystycznym ¢g(x)=0, wowczas funkcja
F(x)=const, wystarcza wtedy okresli¢c wartos¢ tej funkcji w jednym
przekroju, aby moc narysowaé ja w catym przedziale; moment natomiast jest
funkcja liniowa 1 do jej wykreslenia wystarcza znajomos$¢ warto§ci momentu w
dwoch punktach tego przedzialu (z reguly okreSlamy je w punktach
charakterystycznych),

jesli w przedziale charakterystycznym ¢(x)=const, wowczas F(x) jest
funkcja liniowa, a moment parabola drugiego stopnia.

2. Fakt, ze z zaleznosci (2.6) lub (2.9) mozna takze wyznaczy¢ funkcje
momentow; obie bowiem relacje stanowia proste niejednorodne réwnania
roézniczkowe zwyczajne, o stalych wspotczynnikach, dla ktorych nietrudno okresli¢
warunki brzegowe, a ktéore w dalszym ciagu nazywaé bedziemy warunkami
statycznymi.

Zadanie 2.9

Wykorzystujac zalezno$ci rézniczkowe pomigdzy funkcjami: gestoscia obciazenia belki

i sitami przekrojowymi wyznaczy¢ réwnania sit przekrojowych w belce pokazanej na rys.
2.26a, w przyjetym na rysunku uktadzie wspotrzgdnych.

a)

b)

z V4

q
OH#HHHZ#HMHHAX Ho OHHHHHHHHMTX

¢
Ly

Ji u /

b i« g R,

Rys. 2.26
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Wobec ¢, (x) =—g = const réwnanie rozniczkowe (2.6) przyjmuje postac:

2
d*M,

dx?

= q .
Z 1ys. 2.26a odczytujemy warunki brzegowe:
F.(0)=0 i M,()=0
Catkujac dwukrotnie rownanie rézniczkowe otrzymujemy:

dM , (x)
dx

=gx+c=F,(x) = My(x)=%qx2 +cex+d

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych otrzymujemy réwnania sit przekrojowych:
F, (%) = qx,
M, (x)= %qx2 —%qlz.

Zwroémy jeszcze uwage, ze gdybySmy budowali réwnania sit przekrojowych zgodnie z
definicja, wowczas nalezatoby wpierw obliczy¢ sity zastepujace wigzy, pokazane na rys. 2.26b.

2.9 SILY PRZEKROJOWE W RAMACH

Ramq nazywamy uklad pretow prostoliniowych, polqczonych w weztach w
sposob sztywny to jest taki, ze w procesie deformacji nie zmienia sie kqt pod jakim
schodzq sie te prety w wezle.

Ramgq plaskq nazywamy uktad pretow prostoliniowych, lezacych w jednej
plaszczyznie i obciazonych sitami lezacymi w tej samej plaszczyznie. Przyklady
ramy ptaskiej (2D) i ramy - 3D pokazano na rysunkach 2.27 i 2.29.

Zasady budowy funkcji sit przekrojowych pozostaja takie same jak w przypadku
belek prostych. Po wyznaczeniu sit reakcji, budujemy w kazdym precie ramy uktad
lokalny, do ktorego odnosimy sity przekrojowe.

Rozwiazanie pokazemy na konkretnym przyktadzie.

Zadanie 2.10
Dana jest rama pokazana na rys. 2.27. Nalezy zbudowa¢ réwnania sil przekrojowych w
kazdym przedziale charakterystycznym oraz sporzadzi¢ wykresy tych sil.
e Obliczenie reakcji
Z warunku rownowaznosci sit zewnetrznych uktadowi zerowemu otrzymujemy w ukladzie
globalnym X,Y, Z nastgpujace rownania oraz wynikajace z nich sity reakc;i:
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S,=H-qa=0 = H =qa,
SX:R—P:O = R:P’

3 3,
MY(A)=MA+MB—Pa+ana:0 — MA:—EW-

e Rownania sit przekrojowych

Dla kazdego preta ramy, jak pokazano na rysunku 2.27b przyjgto osobny uktad lokalny — dla
preta A o poczatku w punkcie A, dla preta BD w punkcie B i dla preta DE w D. Jak nietrudno
zauwazy¢ lokalna o§ y w kazdym przypadku ma zwrot zgodny z normalng zewngtrzng
plaszczyzny rysunku. Na rys.2.27a znakiem [, wskazano poszczegdlne przedziaty
charakterystyczne, dla ktorych budowane beda funkcje sit przekrojowych.
Pr¢t DE:

Fx(x) :Os
O<x<a <F,(x)=q(a—x),
M, (x)=-%q(a-x)".

Pret BD:
Fx (x) =—qa, Fx (x) =—qa,
a<x<2ayF,(x)=0, O<x<aqF,(x)=P=gqa,
My(x)=—%qa2. My(x)=—%qa2—P(a—x)=—%qa2+qax.
2) X P= b
M, =qa*t l =qa )
l l e
B ] ¢ |D z
a L] q Z
E E
I |
a
g
"z )
> —>z
H XA

Rys. 2.27
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Pret AB:

Fx (x) = _[+qa] =—qa,
0<x<2a4F,(x)=—[+ga] =—qa,

M, (x)=- —%qa2 +qax]=%qa2 —qax.

Wykresy sit przekrojowych pokazano na rys. 2.28.

a) b)

3qa2/2
\%Iz_’ @ D:m 94 , x
E

>

z
F(x)
E
x
A 3qa2/2 A,
z
c) d)
ga_|[[[{[IIIINA p , qa
_be z qaC\B%T)_,qa
z * Ll 3qaz/2
qa —»
ST
qa
— |, x
=, .
A

Rys. 2.28

Na zakonczenie tego przyktadu warto zwroci¢ uwagg na jeden z warunkow koniecznych
sprawdzenia poprawnosci wykonanych obliczen. Jest to tzw. warunek rownowagi wezta
(rys. 2.28d). Polega on na:

e wycigciu” wezta poprzecznymi przekrojami przyweztowymi,
e przylozeniu do wszystkich poprzecznych $cianek wycigtego elementu obliczonych lub
odczytanych z wykresu sit przekrojowych,
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e sprawdzeniu, czy zeruja si¢ sumy i momenty wszystkich sit, jakie na wyciety wezet dzialaja,
a wigc sit na Sciankach oraz sit zewnetrznych przylozonych bezposrednio do wezta.

Rownowaga uktadu sit przylozonych do wezta wynika stad, ze kazdy uktad sit

przekrojowych jest rownowazny uktadowi sit zewngtrznych przylozonych do odcigtej
A czgéci bryly, a uklady te wraz z
EZ uktadem sit przylozonym do wezla
| tworza uktad réwnowazny zerowemu.
| — Rownowage wezta B pokazano na
i ¢(0,0.-10) kN/m 1ys.2.28d.

B Zadanie 2.11

Na rys. 2.29 pokazano konstrukcjg,
wykonana z belek o przekroju
prostokatnym ax2a, ktorej
wspolrzedne weztdw (w metrach) oraz
obciazenie (w kN i kN/m), opisano na
rysunku.

Zadaniem jest zapisanie rownan sit
~a  przekrojowych i sporzadzenie

Rys. 2.29 wykresow tych sit.

Wskazowka. Tok postgpowania jak w zad 2.6 (pkt 2.7.1)

A(4,0,0)  BG330) -
C2.24) D(1,12)

2.10 SILY PRZEKROJOWE W LUKACH

Ltukiem nazywamy konstrukcje zlozonq z jednego Iub wiecej pretow
krzywoliniowych. Sposrdéd tukow statycznie wyznaczalnych do podstawowych
typow zaliczamy: tuk wolno podparty (rys.2.30a), tuk tréjprzegubowy (rys.2.30b)
oraz tuk trojprzegubowy ze Sciagiem (rys.2.30c). Odleglos¢ wierzchotka tuku od
prostej taczacej podpory nazywamy strzatkq tuku i oznaczamy ja zwykle litera f.
Odleglos¢ migdzy podporami nazywamy rozpietosciq tuku lub przestem i
oznaczamy ja zwykle przez /. Krzywa tuku, jak pokazali§my wczes$nie w punkcie
2.27, odnosimy do globalnego uktadu wspdtrzednych i zapisujemy w postaci
parametrycznej:

X=X, Y=Y(), Z=7().

a) b) ©)
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Rys. 2.30

Najczgsciej spotykanymi ksztattami tukow sa kotowy i paraboliczny. Jesli
podpory leza na tym samym poziomie, a uklad wspoélrzednych, w ktoérym
okreslony jest tuk, przyjmiemy jak na rys. 2.30b, to réwnanie tuku parabolicznego
ma postac (pkt 2.2.2; Zad.2):

X()=t, Y(1)=0, Z(t)=4;—{t(l—t). (2.10)
Budowa funkcji sit przekrojowych w tukach opiera si¢ na identycznych
ogolnych zasadach, jakie wynikaja z definicji tych sil i z ktorych korzystalismy
przy znajdywaniu sit przekrojowych w belkach i ramach. Dlatego tez nic nie tracac
na ogolnosci, i w tym przypadku, przedstawimy tok postgpowania na przyktadzie
liczbowym. Wykonanie do$¢ zmudnych oblicze mozemy powierzy¢ dowolnemu z
matematycznych programéw komputerowych. Tu skorzystamy z programu
Mathcad..

Zadanie 2.12
Znalez¢ rownania momentow, sit poprzecznych i podtuznych oraz sporzadzi¢ wykresy
tych funkcji dla tuku parabolicznego pokazanego na rys. 2.31.
Dane:

P=4kN; ¢g=2kN/m; /=12 m; f=4m.

e Obliczenie reakcji:
Reakcje obliczamy z réwnan rownowagi:

Sy =0; H, +H,=0;
S, =0; Vy+V5—=20-60-4,0=0;
Mg =0; V,-12-2,0-6,0-9,0-4,0-3,0=0,

oraz z warunku réwnosci zeru momentu wzgledem przegubu ukladu sil po jednej stronie
przegubu :

Mq =0 —-Hp-4,0-V;-6,0+4,0-3,0=0
Z réwnan tych otrzymujemy:

Va=10,0kN; Vb=6,0kN; H, =H z=H =6,0kN.
e Uklad lokalny:

Podstawiajac do (2.10): 1 =12m i f = 4 m, réwnanie paraboli przyjmuje postaé, w ktorej
pominiemy druga wspotrzedna jako rowna zeru:
1, 4

X=t; Z=——t"+—t.
9 3
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WL o
Z * ) f~40m
v, 6,0 m % 30m ; 30m 17,

Wektor styczny do paraboli ma wspotrzedne a_(X ,Z ): 5[1, —§t+§j . Wobec X =¢

wspoélrzedne wektora stycznego i jego dlugos¢ zapiszemy:
2
| 2 4\ 2 4
all, —=X+—|; |a]=,1+|-=Xx+=| .
9 3 9 3

Zgodnie ze wzorem (2.2) Wspoélrzedne wersora e, , w naszym przypadku, przyjma postac:

_EX_{_ﬂ

=e ! 9 3

| 24y 2 4y
I+ ——X+— I+ ——X+—
53] ye(5red)

Warto zauwazy¢, ze pierwsza wspotrzedna wersora e, jest kosinusem kata pomigdzy

e, =

|

Q|

wersorem a dodatnim kierunkiem osi X, druga — sinusem.

9

=cosa ; =sina.

1+ —EX+i I+ —EX+ﬂ
9 3 9 3

Powyzsze pozwala zapisac: e, (cos o, sin o) . Prawoskretnos$é¢ uktadu lokalnego, zgodna z

uktadem globalnym, wyznacza wspotrzedne wersora osi z w postaci, w ktorej rowniez
wykorzystano wprowadzona powyzej interpretacje trygonometryczna:
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e, (~sina,cosa).

¢ Funkgcje sit przekrojowych:
Funkcje sit przekrojowych wyznaczymy w dwoch krokach. Najpierw, w uktadzie
globalnym, w poszczegdlnych przedziatach charakterystycznych wyznaczymy wektory

sumy ( ¥4 ;) 1 momentu (M(Z ;) ) uktadu sit zewnetrznych przytozonych do tuku po

dodatniej stronie osi X, a nastgpnie mnozac wektor sumy przez wersory uktadu lokalnego
otrzymamy odpowiednio sity podtuzne i poprzeczne. W uktadach ptaskich, jak weczesniej
zaznaczyliSmy, wektor momentu ma tylko jedna y-owa wspotrzedna niezerowa i
identyczng w obu ukfadach. (M, (x) = My (x)) .

W przedziale 0 <¢ <6 zredukowany uktad sit zewngtrznych w uktadzie globalnym
opisuja wspotrzedne (znaki minus przed klamrami wynikaja z faktu redukcji sit
zewngtrznych uktadu (Z1)):

Sx(X)=-H],
Sz(X) =V, -qX®)],

My (X)=M ,(X)=-[V,X()- HZ(t)+1 qX* (0)].

Sity przekrojowe; podtuzna i poprzeczna otrzymamy mnozac wektor sumy przez
odpowiednie wersory uktadu lokalnego:

F.(X)= EEX =—Hcoso—[V, —qX(t)]sina,

F.(X)=Se, =Hsino—[V, —gX(t)]cosa.

Program Mathcad, w rozwazanym przedziale, przedstawia tabelg z nast¢pujacymi
wartos$ciami sit przekrojowych w punktach X =1,2,......6 m:

MO EO RO
0 12 -116

1,667 —-0892 —9,96

2,667 —0,498 —8.471
3 0 -7.211

2,667 0,609 —6295

1,667 1302 —5857
0 2 -6

Wykresy sit przekrojowych, w tym przypadku, sporzadzamy badz odktadajac wartosci
zmiennych zaleznych funkcji przekrojowych zgodnie ze zwrotami osi lokalnych z, lub
zgodnie ze zwrotem globalnej osi Z. Na rys. 2.32 przyjeto, wygodniejszy w tukach, drugi
Sposob.

Rozpisanie rownan sit przekrojowych w pozostatych przedziatach oraz sporzadzenie
wykres6w pozostawiamy czytelnikowi.
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Rys. 2.32
2.11 SILY PRZEKROJOWE W KRATOWNICACH
2.11.1 DEFINICJA KRATOWNICY

Kratownicq nazywamy konstrukcje zlozonq z pretow prostych potqczonych
miedzy sobq w wezlach bedqcych idealnymi przegubami (bez tarcia), do ktorej
obciqzenie zewnetrzne oraz wiezy przytoZzone sq wylqcznie w wezlach.

Prety zewngtrzne ograniczajace kratownicg od gory nazywamy pasem gornym,
prety ograniczajace kratownice od dotu — pasem dolnym. Prety pionowe laczace
oba pasy nazywamy shlupkami, uko$ne — krzyzulcami (rys. 2.33).

l krzyzulec
pas gorny f stupek
podluznica poprzecznica
I I I \;/ (;/ ; T
| pas dolny é—lﬁ

Rys. 2.33

Przedstawiona powyzej definicja kratownicy wymaga szerszego komentarza.
Przyjecie w niej teoretycznego modelu idealnego przegubu istotnie odbiega od
rzeczywistosci, jaka jest praktyka inzynierska.

Wystarczy przypatrzy¢ si¢ np. konstrukcji wezta nitowanego (rys. 2.34a),
ktorego schemat w mysl definicji przyjmujemy jak na rys. 2.34b.
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a) b)

<

Rys. 2.34
Mniej zastrzezen moze budzi¢ przyjgcie zalozenia o przyktadaniu obciqzenia
zewnetrznego wylqcznie w weztach, albowiem w rzeczywistych konstrukcjach dos¢
czesto tak wlasnie realizuje si¢ obciazenie konstrukceji. Na rys. 2.33 pokazano
przyktad przgsta mostowego, w weztach ktorego zamontowane sa poprzecznice
(belki taczace dwa rownolegle biegnace przesta), na ktérych oparte sa podtuznice
(belki biegnace rownolegle do przeset), stanowiace bezposrednia konstrukceje, na
ktorej zamontowana jest jezdnia. Podobnie realizuje si¢ obciazenie w przestach
dachowych, gdzie obciazenie przylozone na krokwiach przekazuje si¢ na
konstrukcje poprzez ptatwie umocowane w weztach.

Zatozenie o przegubowych weztach istotnie ulatwia obliczenia. Przyjmujac
sztywne polaczenia w wezlach, konstrukcja staje si¢ wysoko statycznie
niewyznaczalna i rozwigzanie jej wymaga duzego naktadu pracy (szczegdlnie w
przypadku obliczen manualnych). W rezultacie tej pracy okazuje sig, ze jesli
obciazenie bedzie przylozone tylko w weztach, to roznice w warto$ciach sit
przekrojowych w stosunku do kratownicy z przegubami sa nieznaczne i nie maja
znaczenia praktycznego (na ogél nie przekraczaja kilku procent).

2.11.2 TWIERDZENIE O ZREDUKOWANYM UKLADZIE SIL
WEWNETRZNYCH W PRZEKROJACH POPRZECZNYCH
PRETOW

Rozwazmy dowolna kratownice geometrycznie niezmienna i pozostajaca w
rownowadze pod dziataniem uktadu sit zewngtrznych (Z) = (0) . Niech bedzie to np.
kratownica pokazana na rys. 2.35a. Prosta o —a dokonajmy jej przekroju na dwie
czg$ci. Uktada sit zewngtrznych przylozonych do cz. Il w przekroju poprzecznym
kazdego przecigtego preta moze by¢ ,reprezentowany” przez sily przekrojowe
F (x;),F,(x;),M ,(x;); x; - oznacza polozenie przekroju i-tego preta w jego
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uktadzie lokalnym (x;, y;, z;). W dalszym ciagu, dla uproszczenia, pomijaé
bedziemy indeks ,,i”.

Udowodnimy, ze uktad sit wewngtrznych w przekroju kazdego preta kratownicy
redukuje si¢ tylko do sity osiowej F) (x) = const.
Rozwazmy przecigty pret AB. Zgodnie z zatozeniem o obciazeniu przyktadanym
tylko w weztach na dtugosci preta mamy g_(x) =0.

Poznana wczedniej zalezno$¢ rozniczkowa pomigdzy gestoscia obciazenia a

funkcja momentu przyjmuje zatem postaé:
d*M »(X)
d—2=03 My(X)ZaX-I‘b.
by

Jesli poczatek osi x uktadu lokalnego znajduje si¢ w punkcie A4, to warunek
zerowania si¢ funkcji momentu w obu przegubach mozemy zapisac:

M, (0)=a-0+b=0

= a=b=0.
My(l):a'l+b:0}

Wynika wige, ze M, (x) =0, a biorac pod uwagg zalezno$¢ rozniczkowa pomigdzy

funkcjami momentu i sity poprzecznej, rowniez F,(x)=0. Stanowi to dowdd
postawionej tezy.

a) b)

M, (x)
° e
2 F(%)
1
<
[

Rys. 2.35
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2.11.3 TWIERDZENIA O ,,PRETACH ZEROWYCH”

Pod nazwq prety zerowe rozumieé bedziemy te prety, w ktorych sita podtuzna jest
rowna zeru.
1 Punktem wyjscia do dowodu twierdzen o pretach

F
I 5 zerowych bedzie nastepujace twierdzenie:
F, Jesli kratownica poddana obciazeniu uktadem sit
1 zewngtrznych (Z) = (0) pozostaje w rownowadze, to

uktad sit dzialajacy na kazdy dowolnie wycigty jej
, fragment — w szczeg6lnosci takze kazdy - wezel jest

7 Iy uktadem rownowaznym uktadowi zerowemu.
_ "~ Dowodd tego twierdzenia jest natychmiastowy.
P Wytnijmy z kratownicy pokazanej na rys. 2.35a np.
Rys. 2.36 wezet w lewym dolnym narozniku, dzielac kratownice
prosta B—f. Dziatanie na wyciety wezel pozostalej

»
2

czesci kratownicy reprezentowane jest przez silty przekrojowe Fxl, FXZ, Fj (rys.

2.36). Zgodnie z poznanym twierdzeniem o réwnowaznosci uktadow sit
wewngtrznych 1 zewngtrznych mamy:

X

(F), F}, F)=(Z,), (2.11)

gdzie (Z p) jest uktadem sit zewnetrznych przylozonych do odcigtej prawej czesci

kratownicy. Oznaczajac uktad sil zewngtrznych przytozonych do analizowane;,
lewej czg$ci kratownicy przez (Z;) (w tym przypadku do rozpatrywanego wezta,

przylozony uktad sit zewngtrznych (Z,) sklada sig¢ tylko z jednej sily) mamy
zgodnie zatozeniem (Z)=(Z,)+(Z,)=(0). Uwzgledniajac w tym ostatnim
zwiazku relacjg (2.11) mamy:

(Fl, F, F))+(Z,)=(0), c.b.d.o.

Mozemy teraz przystapi¢ do sformutowania i dowodu trzech prostych, a

waznych, twierdzen o pretach zerowych.

2.11.3.1 Twierdzenie o
Jesli w wezle schodza si¢ dwa prety i1 wezet nie jest obciazony sita zewngtrzna,
to sity przekrojowe w obu pretach sa rowne zeru. (7ys. 2.37 )

Dowod
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Uktad sit przytozonych do wezta pozostajacego w rownowadze jest rOwnowazny
uktadowi zerowemu. Poniewaz mamy tu do czynienia ze zbieznym uktadem sit,
koniecznym i wystarczajacym warunkiem rOwnowagi jest zerowanie si¢ sumy.

o) B x)
hor NNy M

) S I s N
/N2 /Nz /N

2

zZ
Rys. 2.37

Przyjmujac uktad wspotrzednych tak, jak pokazano na rysunku i przyrownujac, w
tym uktadzie, wspotrzegdne wektora sumy do zera otrzymujemy:

S, =0=N,+N, cosazo,}
’ = N,

. =N, =0.
§,=0=N, -sina =0,

Oba prety sa wige pretami zerowymi.

2.11.3.2 Twierdzenie 3

Jesli w wezle schodza si¢ dwa prety i wezet jest obciazony sila zewngtrzna
rownolegta do jednego z nich, to w drugim precie sita przekrojowa jest rowna zeru;
narys.2.378 N,=0.

2.11.3.3 Twierdzenie y

Jesli w wezle schodza si¢ trzy prety, z ktorych dwa sa rdwnolegle 1 wezet nie
jest obciazony sila zewnetrzna, to sita przekrojowa w precie trzecim jest rOwna
zeru (narys.2.37y N, =0).
Dowody twierdzen i y przeprowadzamy podobnie jak dowod twierdzeniac. .

Zastosowanie poznanych twierdzen pokazemy na dwoch przyktadach kratownic
przedstawionych na rys.2.38.
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a)

.

W przyktadzie z rys.2.38a, wycinajac wezty 2 1 4 1 opierajac si¢ na
twierdzeniuo, mamy N, ;= N,,= N, ; = N, = 0. Wycinajac za$ wezet 6

Rys.2.38

mamy zgodnie z twierdzeniem y :N,_; =0.

W przyktadzie z rys. 2.38b, wycinajac najpierw wezly 8 i 6 i opierajac si¢ na
twierdzeniu vy, znajdujemy N8-2= N= (, wycinajac nastgpnie wezly 2 i 4 i
wykorzystujac fakt, ze N,_; = N, , =0 oraz twierdzenie y otrzymujemy N,_,=
N,_,=0. W dalszej kolejnosci wycinamy wezet 7, znajdujac N,_; = 0. Wycinajac
wreszcie wezly 3 i 1 oraz wykorzystujac twierdzenie B stwierdzamy, ze N, , =
N,_, =0. Prgty zerowe oznaczono na rys. 2.38 kreska prostopadta do osi preta.

2.11.4 OBLICZANIE SIL. PRZEKROJOWYCH W PRETACH

2.11.4.1 Sposob ré6wnowazenia weztow

Jest to sposob analityczny 1 polega na wypisaniu rownan rownowagi dla kazdego
wycigtego wezta. Jak powiedzieliSmy poprzednio, mamy tylko dwa analityczne
réwnania dla kazdego wezta, mianowicie: S, =0 1 S, = 0. Rozpisujac rownania
rownowagi dla wszystkich wezlow otrzymamy wigc uktad ztozony z 2w réwnan.
Liczba niewiadomych wystepujacych w tych rownaniach bedzie nastgpujaca: N sit
przekrojowych (tyle ile jest prgtow w kratownicy) oraz ilo$¢ nieznanych reakcji —
r. Te ostatnie mozemy wyznaczy¢ z rownan rownowagi catej konstrukcji traktujac
ja jako jedna bryle. Liczba, zatem reakcji, jesli mamy je wyznaczy¢ z réwnan
roOwnowagi, musi by¢ rowna 3 (w zadaniu ptaskim). Jesli » < 3 lub r > 3,
kratownica jest zewnetrznie geometrycznie zmienna lub, w drugim przypadku,
zewnetrznie statycznie niewyznaczalna. RoOwnan roéwnowagi calej bryly nie
musimy rozpisywa¢ osobno, jes§li rozwaza¢ bedziemy rownowage kazdego wezta.
Tak wigc w ukladzie 2w réwnan begdziemy mieli niewiadomych N + 3.
Niewiadome begdziemy mogli wyznaczy¢, jesli liczba niezaleznych réwnan bedzie
rowna ilosci niewiadomych, czyli:
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2w=N+3 lub 2w-N-3=0.

Powiemy wowczas, ze kratownica jest wewnetrznie statycznie wyznaczalna. Jesli
liczba liniowo niezaleznych réwnan bedzie mniejsza od liczby niewiadomych,
kratownicg¢ nazwiemy wewngtrznie statycznie niewyznaczalna. Ten fakt
zapiszemy:

2w<N+3 lub 2w—-N-3<0.

Jesli za§ liczba liniowo niezaleznych rownan bedzie wigksza niz liczba
niewiadomych, czyli:

2Zw—=N-3>0,

wowczas powiemy, ze kratownica jest wewnetrznie geometrycznie zmienna.
Formutowanie réwnan, jak i ich rozwiazywanie jest stosunkowo zmudne, gdyby
czyni¢ to manualnie. Elementarna t¢ prace wykonuje dzi§ komputer. Praktycznie
kazdy uzytkowy program stuzacy obliczeniom statycznym opcj¢ taka posiada. Tym
niemniej w wielu prostych kratownicach obliczenia mozna wykona¢ rownie
prostym narzedziem, jakim jest sposob Rittera

2.11.4.2 Sposob Rittera

Sposdb Rittera jest sposobem analitycznym; polega on na metodzie przecigé
oraz na wykorzystaniu twierdzenia o rownowaznosci odpowiednich uktadoéw sit
zewngtrznych i przekrojowych lub, — co na jedno wychodzi — na wykorzystaniu
twierdzenia o rownowadze uktadu sit zewnetrznych i przekrojowych przytozonych
do jednej czesci kratownicy.

Do dyspozycji mamy trzy analityczne réwnania rownowagi (uktad ptaski). Jesli
wigc kratownicg przetniemy przez nie wigcej niz trzy prety, to z roéwnan
rownowagi mozemy wyliczy¢ szukane sity przekrojowe, jezeli tylko nie tworza
one uktadu zbieznego. Jezeli przecinanych pretow jest wigcej, wowczas sity w
czesci pretow musza by¢ wezesniej policzone.

Tg prosta ideg zilustrujemy na przyktadzie. Niech kratownica pokazana na rys.
2.39 pozostaje w rownowadze, bgdac obcigzona uktadem sit zewngtrznych
(Z)=0. Jesli chcemy obliczy¢ sity przekrojowe w pretach 1, 2 1 3, to przez te trzy
prety przecinamy kratownicg na dwie czesci (rys. 2.39b). Sity przekrojowe
N,, N,, N; mozemy wyliczy¢ z warunku rownowagi ukladu sit (zewngtrznych i
przekrojowych) przytozonych do czesci / lub uktadu sit przytozonych do czgsci I1.
Wybdr ukladu zalezy od tego, ktory z nich bedzie prostszy. W przyktadzie
pokazanym na rys. 2.39b rozwazymy czg$¢ I. Zanim jednak wypiszemy réwnania
roOwnowagi, zwré¢my uwage na przyjety poczatek pierwszej osi uktadu lokalnego
(x;) w kazdym przecigtym precie. Znajduje si¢ on w wezle przecigtego preta (C dla
pretow pasa gornego i krzyzulca, za§ w punkcie D dla preta pasa dolnego).
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Narysowane na rysunku wszystkie sity przyjeto jako dodatnie (rozciaganie).
Rownania rownowagi w formie analitycznej, odniesionej do uktadu globalnego,

przyjmuja postac:
S, =0, S, =0, M2 =0. (2.12)
1

A
X
Al D
z

3

P, 1P3

'

!

/x

B

Rys. 2.39

Rozpisane powyzsze trzy rownania pozwalaja obliczy¢ sity N|, N,, N,, ktore do

tych rownan wchodza. W przypadku pokazanym na rys.2.39b, oraz w wielu
innych, znacznie wygodniej bedzie postuzy¢ si¢ rownowaznymi do rownan (2.12)
roOwnaniami rOwnowagi, mianowicie:

M2 =0, M2 =0, M2 =0, (2.13)
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wynikajacymi z twierdzenia moéwiacego, ze ukiad sit jest rownowazny uktadowi
zerowemu, jesli momenty wzgledem trzech dowolnych punktow, ale nie lezqcych na
Jednej prostej, sq rowne zeru.

Dowod tego twierdzenia przeprowadzono w mechanice teoretycznej opierajac si¢ —
jak sobie przypominamy — na twierdzeniu o zmianie bieguna. Wygoda przy
wykorzystaniu rownan (2.13) lezy w odpowiednim wyborze biegunow:
0, O,, O,. Jesli bieguny te obierzemy w punktach przecigcia sig kazdych dwoch

kierunkow sit Ny, N,, N,, otrzymamy wowczas rozdzielony uktad réwnan (kazde

zawiera tylko jedna niewiadoma). Tak obrane bieguny pokazano na rys.2.39b.
Szukajac sit przekrojowych w pretach, oznaczonych numerami 4, 5 i 6,
dokonujemy przekroju kratownicy np. prosta m. Podobnie jak poprzednio i w tym
przypadku réwnania rownowagi uklada¢ begdziemy dla lewej czgsci kratownicy
(rys.2.39¢c). Szukajac najprostszej formy réwnan rownowagi wykorzystamy tu
twierdzenie réwnowazne do twierdzen, z ktorych wynikaty zwiazki (2.12) 1 (2.13),
a mianowicie:

S, =0, M% =0, MZ =0, (2.14)

wyphwajqce z twierdzenia, ze ukitad sit jest rownowazny ukiadowi zerowemu, jesli
suma rzutow wszystkich sit na jednq z osi jest rowna zeru oraz momenty wzgledem
dwoch dowolnych punktow, nie lezqcych na prostej prostopadiej do tej osi, sq
rowne zeru.

Obierajac Z jako o$ rzutu, a bieguny w punktach przecigcia si¢ kierunkoéw
pretow 5 1 6 (Q4) oraz pretow 5 1 4 (Qs) 1 liczac Z—owa wspotrzedna sumy i
momenty wzgledem obranych punktow otrzymujemy znow rozdzielony uktad
rownan. Szczegdlowy tok postgpowania przedstawimy na przyktadzie liczbowym.

Zadanie 2.13
Znalez¢ sity przekrojowe w nastepujacych pretach kratownicy: 2-3, 2—10, 1-10, 3—4, 3—
9, 10-9 i 6-8, pokazanej na rys. 2.40.
e Obliczenie reakcji.
Roéwnania rownowagi calej kratownicy przyjmuja postac:

2.544.-444.1
Ml =o; R1-6—Pl-5—PZ-4—P3~1:O:RI:%:S,OkN;
S,=0; R~P—-P-P4+R=0  =R=2+4+4—5=50kN;
Sy=0; H=0

e Obliczenie sit przekrojowych: N, 34, N3.19, Np10

Dokonujemy przekroju prosta m, 1 w przekrojach poprzecznych zaktadamy dodatnie sity
podtuzne (groty pelne). Obliczenia przeprowadzimy rozwazajac lewa czes¢ kratownicy.
Korzysta¢ bedziemy oczywiscie z warunkow rownowagi okreslonych relacjami (2.13). Obiera-
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my nastepnie bieguny, wzgledem, ktorych oblicza¢ bedzie-my momenty, beda nimi: 7, 2 i /0.
Otrzymujemy wowczas:

My =0P 14N, ,-V2=0 =N, ,=—2kN,
M} =0;R -1-N,_,,-1=0 = N,_,, =5kN,
~2:5+2-1
MY —0;R,-2-P 14N, N2=0 =N, , =—2*2 1 45w

V2

Znaki ,,-” 1,,+ wskazuja, ze prety 2-101 2—
3 sa Sciskane, pret za$ /—10 rozciagany.

1o ® Obliczenie sit przekrojowych: N; 4, V,_
—95 Nigg-.
10 Kratownicg dzielimy prosta m, i

3 X zaktadamy, podobnie jak poprzednio, sity
9 8 Y przekrojowe dodatnie. Wykorzystamy teraz
R/ 10 10 10 10 10 10 R, rownania rownowagi (2.14) i rozwazymy
prawa czg$¢ kratownicy. Dwa bieguny
Rys. 2.40 obieramy w punktach 3 i 9. Roéwnania
rownowagi przyjmuja postac:
4—4.
M;=0; R,-4—P,-3-Ngy ;,-2=0 :>N9_10:5—23:4,0 kN,
-5-3+4-2
MY =0, R,-3-P,-2-N, ,-2=0 :N4,3=+=—3,5 kN,
5(-5+4 5
S, =0; R,—P;+Ng_ycosa=0 :Ng_zz@z—g kN.

Prety 4-3 1 9-3 sa Sciskane, pret zas 9—10 rozciagany.

e Obliczenie sity przekrojowej w precie 6-8.

Obliczenie tej sity moglibySmy wykona¢, dokonujac odpowiedniego przecigcia, mozemy
réwniez silg t¢ obliczy¢ wycinajac wezel 6, jak to pokazano na rys. 2.40, i wykorzystujac
warunek réwnowagi wezla, np. sumg rzutéw sit na normalna do pretow 5—6—7 réwna zeru,
otrzymac

2
Ngg+Pcosd5°=0 = Ngg= _4§ =22 KkN.
Pret jest wige Sciskany. Poprawne zwroty sit przekrojowych, wskazujace na $ciskanie lub

rozciaganie poszczegélnych pretow, nanosimy na poszezegdlnych pretach. Na rysunku
rzeczywiste zwroty oznaczono symbolami: ,, —>—<«— " lub ,,<——"”
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2.11.4.3 Spos6b wymiany pretéw

Mozemy si¢ spotka¢ z kratownica, w ktorej wyznaczenie sit w pretach sposobem
Rittera okazuje si¢ juz w pierwszym kroku niemozliwe. Po prostu nie potrafimy
znalez¢ przekroju tylko z trzema niewiadomymi sitami przekrojowymi, nie
schodzacymi si¢ w jednym punkcie, ani tez nie ma wezla tylko z dwiema
niewiadomymi, ktéore moglibySmy obliczy¢ przez podzial kratownicy na dwie
czesci lub przez wycigeie wezta. Przyklady takich kratownic pokazano na rys.
2.41.Tok postgpowania w takim przypadku pokazemy na przyktadzie kratownicy
przedstawionej po lewej stronie rys. 2.41. Wykazemy, ze kratownica jest statycznie
wyznaczalna i geometrycznie niezmienna. [1o$¢ rownan réwnowagi, jakie mozemy
zbudowa¢ wycinajac poszczegdlne wezly jest 2w=2-7=14, a ilosé
niewiadomych jest rowniez taka sama (11 pretow + 3 reakcje). Jest to oczywiscie
jedynie warunek konieczny statycznej wyznaczalnosci 1 geometrycznej
niezmiennosci.

o A

Rys. 2.41

Warunek wystarczajacy pokazemy na drodze nastgpujacego rozumowania:
rysowane pogrubiona linig prety tworza dwie tarcze, ktore z pretem—tarcza D—FE
potaczone sa ze soba czterema pretami (C—D, A-E 1 E-F, D-B) i przegubem G tak,
ze kierunki poszczegolnych par pretow przecinaja si¢ w punktach nie lezacych z
przegubem G na jednej prostej, a to wystarcza, aby kratownica byla geometrycznie
niezmienna (o geometrycznej niezmienno$ci potaczonych tarcz byla mowa w
przedmiocie mechanika teoretyczna). W oparciu o zasade prac wirtualnych
(réwniez poznana w mechanice) mozna bez wigkszego trudu te kratownice
rozwigza¢. My jednak postapimy inaczej pokazujac rownoczes$nie zastosowanie
zasady superpozycji rozwiazan.

Z rozwazanej kratownicy przeniesiemy jeden z pretow w inne miejsce tak, aby:

e kratownica pozostata geometrycznie niezmienna,
e mozna ja bylo rozwiaza¢ sposobem Rittera,
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to znaczy, aby mozna dokonac takiego jej przekroju, ktory nie przecina wigcej niz
trzy prety. Usunmy np. z danej kratownicy pret A-C, a wstawmy inny, np. E-G
(rys. 2.42).

Otrzymana nowa kratownica oczywiscie speilnia warunek konieczny statycznej
niewyznaczalnosci i geometrycznej niezmiennos$ci (nie zmienita sig¢ liczba weztow
ani liczba pretow i reakceji podlegajacych wyznaczeniu). Sprawdzi¢, zatem nalezy
warunek wystarczajacy. Dwie tarcze o pogrubionych liniach AEG i GEF,
potaczone ze soba pretem E—F i przegubem G, tworza razem jedng nowa tarcze.
Jesli pogrubiony na rysunku pret C—D, potraktujemy jako tarcze, to obie tarcze, a
mianowicie C-D i A—E—F-B—G-A, polaczone sa trzema pretami C—G, D-B, D—E,
ktore nie sa réwnolegle ani nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Stanowi to o
geometrycznej niezmiennosci calej kratownicy.

P
P

D E// D E/7

P, C P
LN F 1 C F
X=1
A4 G BL £A G BA
Rys. 2.42

Latwo przekona¢ sig, ze t¢ nowa kratownice mozemy rozwiaza¢ sposobem
Rittera. Powiedzmy, Ze rozwiazaliSmy ja znajdujac wszystkie sity w pretach N i)

W tym roéwniez N 5. Obciazmy teraz nowa kratownicg sitami X = 1
przylozonymi w wezlach 4 i C w kierunku usunigtego pregta. W przypadku takiego
obcigzenia potrafimy rozwigza¢ ja poznanymi sposobami, znajdujac sity
przekrojowe Nl._ ; we wszystkich pretach, w tym réwniez N - GdybySmy
kratownicg obciazyli sita X # 1, woéwczas, zgodnie z zasada superpozycji, sity w

niej wynosilyby X - N_.,aw precie -G X - N G-

i—j
W wyniku obciazen ukladem (Z) i sita X #1 sita w precie E~G  bedzie:

N e tX N - Postawmy teraz pytanie: jaka sita X nalezy obciazy¢ nowa
kratownicg, aby sita przekrojowa w precie £~G od obu obcigzen byta rowna zeru?
Odpowiedz jest prosta: wtedy, gdy:

v ‘ . N E-G

Npo+X-Np;=0, czyligdy X = —————.
Ni g
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Otrzymany rezultat jest rownoczesnie odpowiedzia na pytanie — jaka jest sita w
precie A-C kratownicy danej przy obcigzeniu (Z), albowiem w niej nie bylo preta
E—G, co jest rownoznaczne z istnieniem takiego preta, w ktorym sita przekrojowa
jest rowna zeru. Jesli teraz w kratownicy danej znana jest sita przekrojowa w precie
A-C, to wyznaczenie dalszych sit sposobem Rittera nie sprawia trudnosci. Nie ma
jednak potrzeby kolejnego rozwiazywania, mozemy, bowiem wykorzysta¢ zasade
superpozycji rezultatéw dotychczasowych obliczen:

N,_;=N_, —MNH.
Ng g
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