Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materiatéw. Analiza ptaskiego stanu naprezenia.

5. ANALIZA PLASKIEGO STANU NAPREZENIA
5.1. Naprezenia na dowolnej plaszczyznie

Jak pamigtamy ptaski stan naprezenia w punkcie cechuje to, ze wektory naprezen
przyporzadkowane wszystkim ptaszczyznom przecigcia bryly w danym punkcie leza w jednej
ptaszczyznie zwanej, plaszczyzna stanu naprgzenia. WOwczas w macierzy  naprezen
wszystkie jej elementy w jednym wierszu (kolumnie) maja zerowe wartosci.

Taki stan naprg¢zenia wystepuje np. w ptaskich tarczach. Rozwazmy zatem plaska tarcze
okreslona w ukladzie wspétrzednych (X,Y) i obciazona dowolnym, ale begdacym w
rownowadze, uktadem sit zewnetrznych.

_(r

Rys. 5.1

Wybierzmy dowolny punkt C w pokazanej na rys. 5.1 ptaskiej tarczy i przyjmijmy, ze znamy
w nim wspoétrzedne macierzy naprgzen. Poniewaz panuje w nim ptaski stan naprgzenia, to
macierz napr¢zen bedzie miata, w ogélnym przypadku, cztery rézne od zera elementy:

To' :(Gx, Txyj.
Tyx’ Gy
Wspoétrzedne wektora naprgzenia p_v (pvx, pw) w tym punkcie na plaszczyznie o wersorze

normalnym v(l/,m) sa réwne:

Doy = axl+rxym,

Py =Ty l+o,m,

a naprgzenia normalne i styczne na tej ptaszczyZznie wynosza:

- 2 2
o, =pvv=(0'x l+7,, m)l+(1'yx l+o, m)sz'xl +to,m +27,Im,

7, =p, s=(o, I+7,, m)(—m)+ (z'yxl+0'y m)l=—c, Im+0, Im+7, (12 —mz) :
gdzie: s(—m,l) wersor styczny do plaszczyzny (patrz rys. 5.1) i prostopadly do wersora

\_/(l,m).

Uwzgledniajac, ze [=cosa a m=sina, gdzie: & to kat miedzy kierunkiem wersora v i
osia X, oraz znane z trygonometrii zaleznos$ci
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cosZO{zcosza—sinza, sin 2 =2sin & cos ¢,
2 1+ 2cos’a . 2 1-2cos’a
cos a:T, sin Q:T,

po przeksztatceniach otrzymujemy wzory :

c,+o, 0,-0, )
o, = + cos2a+17,_, sin2a, (5.1)
v 2 2 Xy

o,—-0, |
T Z—T}Sln2a+1x}, cos2¢ (5.2)

podajace wartosci naprezen normalnych i stycznych na ptaszczyznie przekroju, o wersorze
normalnym nachylonym pod katem « do osi X. Dodatnim wartoscia tych naprgzen

odpowiadaja zwroty zgodne ze zwrotami wersorOw v oraz s, gdyz sa to miary rzutéw

wektora naprgzenia p, (va s Dy ) na osie wyznaczone tymi wersorami.

Policzmy ile wynosi suma napr¢zen normalnych na dwéch dowolnych ale wzajemnie
prostopadtych ptaszczyznach przekroju.
Korzystajac ze wzoru (5.1) otrzymujemy:

c,+o, 0,-0

C,qt+0, 4100 = 5 + 5 *cos2a + 7,,sin2a +
c,to, 0,-0, 0 ] 0
+ + cos2la+90" J+7_ sin2\ad+90" |=0_+ 0O
2 2 Xy X y

dowodzac w ten sposob, iz: w plaskim stanie naprgzenia suma naprgzen normalnych na
dwoéch do siebie prostopadtych plaszczyznach jest wielkoscia stata lub, inaczej, ze suma
naprgzen na przekatnej macierzy naprgzen jest niezmiennikiem tzn. nie zmienia swej wartosci
przy zmianie uktadu, w ktérym jest okre$lana. Twierdzenie to odnosi si¢ réwniez do
przestrzennego stanu napre¢zenia.

5.2. Ekstremalne naprezenia normalne i styczne

Inzyniera analizujacego stan napr¢zenia w danym punkcie interesuja przede wszystkim

wystepujace w nim ekstremalne wartosci napr¢zen normalnych i stycznych.

Postawmy wigc dwa bardzo wazne zagadnienia do rozwigzania:

® na jakiej ptaszczyznie przekroju wystgpuja i ile wynosza ekstremalne naprgzenia
normalne,

® na jakiej plaszczyznie przekroju wystgpuja 1 ile wynosza ekstremalne naprgzenia styczne.

Aby rozwigza¢ te oba zagadnienia nalezy wyznaczy¢ ekstremalne wartosci funkcji

o,=0,(a)oraz 7, =7, ().

Zaczniemy od naprezen normalnych.

Pochodna funkcji 0, =0, (&) przyréwnana do zera

do 0,—-0, .
v :_2—ys1n2a+21xy cos2a =0 ,
do 2
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pokazuje, ze na tych ptaszczyznach przekroju na ktérych naprezenia normalne sa ekstremalne,
napre¢zenia styczne sa rowne zeru i daje rGwnanie, z ktérego mozemy wyznaczy¢
-27

-27
tg2a=— 9 g=laretg] T2 |4 0% (5.3)
o,-0, 2 o,-0, 2

kat pod jakim nachylony jest do osi X, wersor normalny ptaszczyzny lub plaszczyzn na
ktérych wystepuja ekstremalne naprezenia normalne.

Zaleznosci (5.3) pokazuja, ze ekstremalne naprgzenia normalne wystgpuja na dwoch
wzajemnie do siebie prostopadtych ptaszczyznach. Plaszczyzny te nazywamy ptaszczyznami
gléwnymi a naprgzenia normalne na nich naprg¢zeniami giéwnymi. Kierunki wersorow
normalnych do ptaszczyzn gtéwnych czyli kierunki naprezen gléwnych nazywamy
kierunkami gtéwnymi. Zatem:

napre¢zenia glowne w danym punkcie to ekstremalne wartosci naprezen normalnych,
ktore w nim wystepuja. Dzialaja one na dwéch do siebie prostopadlych plaszczyznach
(plaszczyznach gléwnych) na ktérych naprezenia styczne sa rowne zeru.

W celu wyznaczenia wartosci naprgzen gtownych w ptaskim stanie naprgzenia korzystamy z
ponizszych wzoréw trygonometrycznych:

g2 cos2a =1 !

S+t 2a N+t 2a

ktoére wstawiamy do rownania (5.1):

sin2a =%

c,+o0, o0,-0, tg? 2a
x = 01=

1
ma + +7, ,
2 2 1+’ 2a J1+1tg? 2

o

__ _0yt0, 0,-0, -1 —tg220(
O min =02 = + +7

x| T/
2 2 Y1+t 2a V1+tg? 2

aby nastgpnie po wykorzystaniu zaleznosci (5.3) otrzyma¢ koncowe rezultaty w postaci:

5.4

2
___o.to, [fo,-0, 5
Oin =02 =—— 5 +75

Wz6r (5.3) podaje jedynie kat transformacji wyjsciowego uktadu wspoétrzegdnych do uktadu
kierunkéw naprezen gtéwnych nie okreslajac, kierunku o, 1 kierunku o, . Kierunki tych

X

naprezen okreslaja ponizsze zaleznoSci:
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-7 -7
=g, =——2 wga, =tga, =—> (5.5)
O-y_o-min

tg 24 min
O'y -0

max
max

We wzorach (5.5) «,,,, oznacza kat o jaki nalezy obréci¢ Y umowa znakéw

X

0$ X do pokrycia si¢ z kierunkiem maksymalnego
naprg¢zenia normalnego o . Analogicznie definiujemy

katt Ohnin-

a>0
max X

»
»

W celu wyznaczania ekstremalnych naprezen stycznych i plaszczyzn ich wystgpowania
postepujemy podobnie jak w przypadku ekstremalnych naprgzen normalnych.

Przyréwnanie do zera pochodnej funkcji 7, =7, () :

dr c,—-0,

—=-2 cos2a -2t sin2a =0,
do 2 ’

daje zaleznos$¢, z ktérej wyznaczamy kierunki normalnych do plaszczyzn ekstremalnych
naprezen stycznych

c,—0, 1 c,-0, T
tg20, =—— - a,=—arctg| — |+n— (5.6)
27, 2 27, 2

Wzor (5.6) pokazuje, ze ekstremalne napr¢zenia styczne tez wystepuja na dwoch wzajemnie
do siebie prostopadtych ptaszczyznach, a «, to kat transformacji uktadu wspétrzednych do
uktadu wyznaczonego przez normalne do tych ptaszczyzn.

Wstawiajac (5.6) do (5.2), przy wykorzystaniu analogicznych jak poprzednio zaleznosci
trygonometrycznych otrzymujemy wartosci ekstremalnych naprezen stycznych:

2
o,—0 o —O0 .
y 2
Tmax = \/ ( j + Txy =—" mm 4 (57)

Poréwnanie wzoréw (5.3) 1 (5.6) daje zaleznos¢:
1ga=—ctg2o, — 20,= 2a+% - o= a+%

co dowodzi twierdzenia, ze ptaszczyzny ekstremalnych naprezen stycznych potowia katy
miedzy ptaszczyznami naprezen gtéwnych (ekstremalnych naprezen normalnych).

Na koniec powiemy, ze w przypadku przestrzennych stanéw napr¢zenia sa trzy wzajemnie
prostopadte plaszczyzny gléwne na ktérych naprezenia styczne sie¢ zeruja a naprgzenia
normalne sa ekstremalne (napr¢zenia gléwne). Plaszczyzny ekstremalnych napregzen
stycznych i w tym przypadku potowia katy miedzy plaszczyznami naprezen gtéwnych.
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5.3. Kola Mohra

Stawiamy pytanie: czy wartos$ci napr¢zen normalnych i stycznych na dowolnej ptaszczyznie
przekroju bryly w punkcie, w ktérym panuje ptaski stan naprgzenia okreslony zadanymi
wspotrzednymi macierzy naprezen moga by¢ catkowicie dowolne czy tez musza przyjmowac
wartosci z pewnego ograniczonego zakresu. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie powrdcimy do
rownan (5.1) oraz (5.2) i zapiszemy je w nieco zmienionej formie:

oc,+to, o0,-0, )
o, — = cos2a+ 7, sin 2,
v 2 2 Xy

c,-0, .
T =—————s8in2+ 7., cos 22,
2 v

a nastgpnie podniesiemy kazde z nich do kwadratu 1 dodamy stronami otrzymujac w wyniku
koncowym zaleznos¢:

2

2 2
o +0, o,—0,
[av—%j +7l= (T’J +75, | - (5.8)

Réwnanie (5.8) pokazuje ze, wartosci naprezen normalnych i stycznych dla wszystkich
ptaszczyzn przekroju bryly w danym punkcie leza na brzegu kota o promieniu (rys. 5.2).

2
O,—0,
=5
c.+0

i Srodku przesuni¢tym na osi o, o wielko$¢

y

Koto to nazywamy kotem Mohra , jest ono graficzna reprezentacja stanu napr¢zenia w danym
punkcie 1 mozemy z niego wyznaczy¢ wiele interesujacych wielkoSci zwiazanych ze stanem
naprezenia.

Na rys. 5.2 pokazane jest kolo Mohra w punkcie w ktérym wspéirz¢dne macierzy naprgzen
spelniaja zaleznosci o, > o, >0oraz 7,,>0. Punkt K pokazany na tym rysunku, nazywany

biegunem kota Mohra, ma wspotrzedne (O'y,—fxy) i pozwala na wyznaczenie kierunkéw

naprgzen giéwnych.
Latwo jest dowies¢ pokazanych na tym rysunku zalezno$ci. Ograniczymy si¢ zatem jedynie
do udowodnienia, ze o, =0Boraz ze, 0,,;,=0A.

Z rysunku wida¢, ze OB=00, + R, a poniewaz:

o, +0, o,—0,
00, =—"——>,a R= || ———*

2
2 .
] +75, , wigc:
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2 2

Analogicznie dowodzimy druga zaleznos$¢.
Z kota Mohra tatwo odczytujemy wartosci ekstremalnych naprg¢zen stycznych, reprezentuja je

punkty C 1 D.

2
o, .+0 o, -0
_ y X y 2 _ _
OB=—2—"" 4 (—j +T;, =0, =0].

V' N TV

Rys. 5.2

W przestrzennym stanie napr¢zenia w miejsce jednego mamy trzy kota Mohra, ktére pokazuje
rys. 5.3 na ktérym zacieniony obszar to obszar wszystkich mozliwych wartosci naprezen
normalnych 1 stycznych w punkcie (graficzna reprezentacja wystgpujacego w nim stanu
naprezenia) w ktérym naprgzenia gléwne maja wartosci o, 05, 05.

A TV
o0 Oy
_(
*0'34
470'24»‘
< o, >
Rys. 5.3
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5.4. Przyklady

Przyktad 5.4.1. Wyznaczy¢ analitycznie i sprawdzi¢ przy pomocy kota Mohra napr¢zenia
gtéwne i ich kierunki w punkcie gdzie dana jest macierz napr¢zen w uktadzie (X,Y)

~200 —100
T, = MPa
~100 50

Narysowa¢ graficzne obrazy macierzy naprezen w ukladzie wyjsciowym (X,Y) i w uktadzie
kierunkéw gtéwnych naprezen (1,2).

Rozwiqzanie

Wartosci naprezen gtéwnych:

2 2
o,+0, o,—0, — — —
Oy =0 =— ’+\/[ a >J +75, = 20(2)+50+\/( 202 50] +100% =85.078 MPa

2 2

o, ,+0, oO,—0, — _ _

O pin =0y =— >—\/[ al >J +72 = 200+50_\/( 200 SOJ +100% =-235.078 MPa
2 Y 2 2

Sprawdzenie :
o, +0,=0,+0, — —200+50=85.078-235.078 — -150=-150
Kierunki napr¢zen gtéwnych:

~T, 100
O, ~ O 50—85.078

tgar =-28508 — a,, =—70°40

max

:tgal =

t q.... =t o, = _Txy _ 100 —03508 N o _190 20’
g Uin g, O_y _ O'min 50+ 235.078 . min
Sprawdzenie :
‘ Xnax |+ ‘ Apin | = 70°40' +19°20'=90°

50 Y
100
o, =85.078\
100
‘ Y X 200 o, =19° 20
200

100 -
@, =70° 40’

> 0, =235.078
50

46




Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materiatéw. Analiza ptaskiego stanu naprezenia.

Macierz naprezen w uktadzie (X,Y) Macierz napr¢zen w ukladzie kierunkéw gtéwnych (1,2)

~200 —100 85.078 0
T, = MPa T, = MPa
~100 50 0  —235.078

Macierz przejscia z uktadu wspétrzednych (X, Y) do uktadu kierunkéw gtéwnych (1,2)

0.9436  0.3311

cos 19° 20 sin 19° 20"

o _[cos (-70° 40) sin(-70° 40’)} ~ (0.3311 - 0.9436]
iy -

Koto Mohra

skala naprezen

1 cm =50 MPa

Przyklad 5.4.2. Wyznaczy¢ analitycznie naprg¢zenia gidwne 1 ich kierunki w punkcie gdzie
dana jest macierz napr¢zen w uktadzie (X,Y)

0 100
T, = MPa
100 0

Narysowa¢ graficzne obrazy macierzy naprezen w uktadzie wyjsciowym (X,Y) i w uktadzie
kierunkéw gtéwnych naprezen (1,2).

Rozwiqzanie
Wartosci naprezen gtéwnych:
o, =0,= + 4 100 =100 MPa, ©,, =0, = — 4/ 100> =—100 MPa.

Kierunki naprgzen giéwnych:
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_TY _
tga,  =tgq, = v 10016 5 g =45
max 1 max
O,— 0 —100

-7 _
(g Uyyip = 12 = SIS N —r
min 2 min
O, = Opy 100

2 100
Zadana macierz naprgzen w  punkcie —_—

przedstawia  tzw. przypadek  czystego
$cinania. W ukladzie osi (X, Y) postaé tej 100 100
macierzy wyraznie uzasadnia ta nazwe.
Przyktad pokazuje, ze taki stan napre¢zenia e
mozna  generowa¢  rowniez  poprzez

napr¢zenia normalne - rozciagajace i 100
Sciskajace - na prostopadlych do siebie / \

100 100

ptaszczyznach nachylonych pod katem 45°
do osi wyjsciowych.

44—
100
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