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7. ROWNANIA FIZYCZNE
7.1. Zwiazki miedzy stanem odksztalcenia i napre¢zenia. I i II posta¢ rownan Hooke’a

Zaleznos¢ deformacji bryty od obciazen zewngtrznych narzuca istnienie zaleznosci migdzy
odksztatceniami i naprezeniami. Bedziemy si¢ starali ustali¢ te zaleznosci dla przestrzennych
stanow odksztalcenia i napr¢zenia. Jest rzecza powszechnie znang, ze konstrukcje o tej samej
geometrii, obciazeniach i1 wigzach, wykonane z réznych materiatéw, doznaja réznych
deformacji wigc jest oczywiste, ze poszukiwane zaleznosci musza by¢ oparte na

do$wiadczeniach. s O,
Wyobrazmy sobie dowolnie maty z O,
sze$cian o $ciankach réwnolegtych do /

ptaszczyzn ukladu wspoéirzednych 1
poddajmy go dziataniu naprezenia
normalnego o rOwnomiernie

X

roztozonego na dwoéch przeciwlegtych
sciankach. Doswiadczenia pokazuja, ze
w przypadku materialu sprgzystego i
izotropowego  naprezenia te  nie
wywotaja zadnych odksztatcen
katowych sze$cianu, a odksztatcenia
liniowe beda miaty wartosci:

GX O-X
£, = R E,=E,=—VE =-V
gdzie: E oraz v stale materiatlowe noszace odpowiednio nazwy modut sprezystosci (modut
Younga) i liczba Poissona.

Jezeli nasz szescian poddamy dziataniu jedynie naprgzenia normalnego o, rOwnomiernie

roztozonego na dwoéch przeciwleglych $ciankach to wywota ono jedynie odksztalcenia
liniowe:

O-y 0)’
gy :F, E, =€, = —ng :—VF.
I analogicznie, przy dziataniu rownomiernie roztozonego napre¢zenia normalnego o,
otrzymamy:

% ey =y
£.=—%, g,=€,=—VE, =—V—=.
E

Nasuwa si¢ teraz pytanie, czy w przypadku jednoczesnego dziatania tych trzech naprgzen
liniowe odksztatcenia w danym kierunku bedzie mozna przedstawi¢ jako sumg algebraiczna
odksztatcen przy oddzielnym dziataniu tych naprezen (tzn. jako dodanie do siebie efektow
trzech jednoosiowych standw naprezenia). Odpowiedz na to pytanie jest pozytywna,
potwierdzaja ja doswiadczenia i formuluje zasada superpozycji:

skutek w okreslonym kierunku, wywolany przez zespél przyczyn dzialajacych
réwnoczesnie jest rowny algebraicznej sumie skutkéow wywolanych w tym Kierunku
przez kazdg z przyczyn dzialajacych oddzielnie.

Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze stosowalno$¢ zasady superpozycji ograniczona jest
dwoma warunkami:
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e warunkiem proporcjonalnosci — wymagajacym, aby poszczegdlne skutki byly liniowo
zalezne od przyczyn, ktére je wywotaty,

e warunkiem niezaleznosci dzialania — wymagajacym, aby zaden ze skutkow nie wplywat
na sposob dziatania pozostatych przyczyn.

Przyjete przez nas zatozenia odno$nie materiatu oraz matosci przemieszczen i odksztalcen

prowadza do spetnienia tych warunkéw.

Tak wigc, wykorzystujac zasade superpozycji mozemy zapisac:

&y :%[O-x _V(O-y to, )]
8),=%[0'}, (o, +0.) (7.1)

£, :%[O-z _V(O-x+o-y)]

Powyzsze rownania pokazuja, ze zwiazki miedzy odksztatceniami liniowymi i naprezeniami
normalnymi okreslone sa poprzez dwie stale materialowe E i v. Do okreSlenia zwigzkow
migdzy odksztalceniami katowymi i naprezeniami stycznymi moga réwniez stuzy¢ te same
state. Aby tego dowies¢ rozwazmy stan naprgzenia okreslony macierzg :

0O 0 O
T,=|0 o O
0 0 -0

Jest to ptaski stan napr¢zenia w plaszczyznie (Y, Z) 1 - jak pokazano na rys. 7.2 - na
ptaszczyznach nachylonych pod katem 45 do osi (Y, Z) wystepuja jedynie napr¢zenia styczne
7= 0 (por. przyktad 5.4.2).

Odksztalcenia liniowe w kierunkach
osi uktadu wynosza:

_1+v
' E
- v
) E

a katowe jest rowne zeru.
Odksztalcenie  katowe Y osi

obréconych o kat 45° wynosza:
E,—E
757 Galoor )= e
2 2 E
ale 7= 0 stad:
2(1+v) .
E
|—— e Oznaczajac przez

E . .
G =———, ostatecznie mozemy
2(1+v

~

_____

—

Rys. 7.2

zapisa¢ zwiazek migdzy odksztalceniem katowym i naprezeniem stycznym w formie:
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= 7.2
Y=g (7.2)

gdzie stala materiatlowa G nazywana jest modutem $cinania lub Kirchhoffa albo modutem
sprezystoséi poprzeczne;j.

z*t Powracajac  do rozwazanego na poczatku
sze$cianu poddajmy go teraz kolejno dziataniu
rOwnomiernie rozlozonych naprgzen stycznych

Ty pokazanych na rys. 7.3. W przypadku sprezystego

T, I? . ciala izotropowego nie wywolaja one odksztatcen
< liniowych a katowe beda réwne:

v T Ty

an 4= Yy =—»

v 43 G
T

<« 7y,

’ 4/’- 7);2 :? 5 (73)

| — z.)CZ
X Rys. 7.3 V=G

Réwnania (7.1) i (7.3) okreslajace zwiazki miedzy odksztatceniami i napr¢zeniami nazywaja
si¢ rownaniami Hooke’a lub zwiazkami konstytutywnymi lub fizycznymi. T¢ posta¢ réwnan
fizycznych w ktérych odkszalcenia sa funkcjami napr¢zen nazwiemy I postacia réwnan
Hooke’a.

Poniewaz rozwazamy materiaty z zatozenia izotropowe to wystgpuja w nich tylko dwie state
materiatlowe ktére nalezy wyznaczy¢ do$wiadczalnie. Sposoéb ich wyznaczenia podany
zostanie w toku dalszych wyktadow.

Udowodnimy teraz wazne twierdzenie: w ciele sprezystym 1 izotropowym kierunki naprgzen
gtéwnych pokrywaja si¢ z kierunkami odksztatcen gtéwnych.

Dowdd: niech osie X, Y 1 Z to osie gtdwnych naprgzen. Jesli tak to naprgzenia styczne
T,=7,=7,=0 a dalej z (7.3) 7,,=7,,=7,=0 co dowodzi, ze te osic sa osiami

odksztatcen gtéwnych.

Aby wyprowadzi¢ zwiazki migdzy napr¢zeniami 1 odksztatceniami nalezy odwrdéci¢ réwnania
(7.1) 1 (7.3). Odwrécenie tych drugich jest sprawa bardzo prosta. Pierwsze odwrécimy
kolejno wykonujac:

Eex:ax—v(ay+dz),
Ee,=0,-v(o,+0.),
Eezzaz—v(crx+ay).

Dodanie stronami tych trzech rownan daje zaleznosc:

(O'x +0,+0, ) = (sx +E,+€, ) (7.4)

1-2v
Przeksztalcamy pierwsze réwnanie dodajac i odejmujac po prawej stronie:

Esxzdx—v(ay+dz)—v0'x+v0x - Eex:(l+v)6x—v(0'x+ O'y+GZ)

Wstawienie (7.4) daje:
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o,.= I_{SX +1 > (sx +E&,+€, )}1 postepujac analogicznie z nastgpnymi naprezeniami
+v -2v ;

normalnymi dostajemy réwnania wiazace je z odksztalceniami liniowymi.

II posta¢ réwnan fizycznych Hooke’a :

o= Ele sV (oo re)
Polvv| 12wt

E i 1%
o,=——|&,+ E.t+E TE 7.5
Yoy 1—21/( Y Z)} (7.5)
o= Ele vV (e reie)
Col4v] Col=2v T

Ty =G7/xy, T, :nyz, 7.,.=Gy.,

7.2. I1I postaé¢ rownan Hooke’a - prawo zmiany objeto$ci i prawo zmiany postaci
Przyjmijmy na mocy definicji:

E +E +E, c,+0,+0,
& def =———, 0, def ————— (7.6)

jako odksztalcenie $rednie 1 naprgzenie Srednie. Przy tych oznaczeniach wzor (7.4) mozemy

zapisa¢ w formie:

o =3Ke, (7.7)

gdzie: K :W jest stala materialowa 1 nazywana jest modulem objgtosciowe;j
-2V

scisliwosci sprezystej lub modutem Helmholtza.
Dokonajmy rozktadu macierzy naprgzen na dwie czgsci

1, = A, + D,
O-x Xy Xz Gm 0 0 O-x - O-m Txy sz
w Oy T, 1=0 o0, 0]+ T c,—0, Ty,
T, T, O, 0 0 o, . T, c.—0,
gdzie:

A, - aksjator naprezen, D, - dewiator naprgzen;
i analogicznie macierzy odksztatcen:

T, = A

& &
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1 1 1 1
Sx 2 7/)0’ 2 }/XZ Sm 0 0 E,— &y 2 7xy 2 yxz
1 1 _ 1 1
27y €y 2V | T 0 ¢, 0|+ 2V EyTEm 37y
1 1 1 1 _
2 7/2)6 2 7/2)1 gZ 0 0 gm 2 ;/U‘ 2 ;/Z}' gZ Sm
gdzie:

A, - aksjator odksztalcen, D, - dewiator odksztalcen.

Latwo sprawdzi¢, ze zachodza ponizsze zwiazki migdzy aksjatorami i dewiatorami naprezen i
odksztatcen:

A,=3KA,, (7.8)

D,=2GD,, (7.9)

ktére stanowia III posta¢ rownan Hooke’a i nosza nazwy prawa zmiany objetosci i prawa
zmiany postaci.

Uzasadnienie tych nazw nie jest trudne. Dzialanie aksjatora naprezen wywotuje jedynie
zmiang objetosci, a odksztalcenia postaciowe sa réwne zeru. Natomiast pod dzialaniem
dewiatora naprgzen powstaja odksztalcenia postaciowe, a suma odksztatcen liniowych na
przekatnej dewiatora odksztatcen jest rowna zeru, co dowodzi, ze nie ma zmiany objgtosci.
Wréémy jeszcze do rownania (7.7). Wykorzystujac, ze zmiana objetosci jest rOwna:

D=¢, +¢,+¢, =3¢,

mozemy zapisac:

D:31—2V

m*

Jesli o, >0, to oczywiscie D>0, a wigc musi zachodzi¢: 1-2v > 0, czyli v < 5
Maksymalna zmiana objgtosci bedzie zachodzi¢ dla materialu ktérego v =0, materiat

ktérego v = % jest niescisliwy. Guma ma liczbe Poissona bliska 0.5, a korek bliska 0.

7.3. Przyklady

Przyklad 7.3.1. Jakie obciazenie szescianu o boku a wykonanego z materiatu spetniajacego
rOwnania Hooke’a, powoduje przemieszczenia dowolnego jego punktu okreslone funkcjami:

Z

u=-Ckx,

jesli stale materiatowe sa rowne E i v.

S

I

!

@)

o
s —»
‘Vh<
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Rozwiqzanie

Z réwnan Cauchy’ego tatwo wyznaczy¢, ze odksztatcenia liniowe sa rowne
gx:g},:gZ:—C

a odksztalcenia katowe rdwnaja si¢ zeru

Yo=Ve=74=0

Odpowiadajace im wspotrzedne tensora naprgzen sa rowne

c,=0,=0,=-BC
Ty=T,=7,=0
gdzie: B= (l—Ezv) .

Obciazenie scianek szescianu wyznaczymy ze statycznych warunkéw brzegowych.
Scianki x= +a/2 , wspétrzgdne wersora normalnego zewnetrznego [=%1, m=n=0.

9.=%BC, q,,=4,=0.
Scianki y= +a/2, wspotrzedne wersora normalnego zewngtrznego m=x1, I=n=0.
4,=+%*BC, q¢,=4,,=0.
Scianki z= ta/2, wspétrzedne wersora normalnego zewngtrznego n=x1, I=m=0.
4,.=%BC, q,=4,=0.

Tak wigc scianki szescianu obcigzone sa rOwnomiernie roztozonym obcigzeniem $ciskajacym
o intensywnosci BC.

Przyktad 7.3.2. Dane sa funkcje przemieszczen w konstrukcji wykonanej z materialu
liniowo sprezystego:

u=(5+0.1xy)*10"* m, v=_(y—0.1xy)*10*m, w= (x2 —zz)*10_4m,

wyznaczyé macierz odksztatcen i naprezen w punkcie A(—1, 2, 1)m, jesli modut Younga
E =205 GPa i liczba Poissona v = 0.3.

Rozwiqzanie

Z rownan geometrycznych Cauchy’ego wyznaczymy funkcje odksztacen a po wstawieniu do
nich wspoélrzednych punktu A otrzymamy wartosci wystgpujacych w nim odksztatcen:

xza—”zo.ly*lo“‘ =0.2%107", syzﬂ:(l.O—O.lx)*lo_“ =1.1*¥107",
0x dy
ow _ _

== =-27*%10"" =-2.0%107",
0z
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yxy=a—”+ﬂ: (0.1x—0.1y)*10™* =-0.3*107*,

dy O0x

ou ow 4 4 ov Jdw

= 4 2= 2x*107* = 2.0%10 =2+ 22 =0.
T = 9w " o9x » To Ty
Macierz odksztatcen ma postac:

E Vo 37V 02 -0.15 -1.0
T.=|%r, & Lr.|=|-015 11 0 [*107.

b dre e ) (-0 00 -20

Napre¢zenia wyznaczymy korzystajac z Il postaci rownan Hooke’a:

ol _ B e +—2 @ +e. +¢€ )—
Yoty Y12t E

%109
205%10 {0'%1 0.3

= (0.241.1-2.0) |*10™* = —5.125 MPa,
1+0.3 2%0.3

ol _ B e 4—Y @ +e +¢€ )—
YAty Y 1=2v Y Y F

* 9
_ 205*10 {1“1 0.3

(0.241.1-2.0) |*10™* =9.067 MPa,
1403 —2%0.3

azzi £+ 4 (ex+ey+ez)=
1+v 1-2v

* 9
_ 2057107 —2.0+L(0.2+1.1— 2.0)[*10™* = —39.817 MPa,
1+0.3 1-2%0.3

205*10° 4
7. =Gy, =—"———_(-0.3)*10"* =-2.365 MPa,
v =0 Yy 2(1+0.3)( )

205%*10° 4
7. =Gy, = _(-2.0)*10"* =-15.769 MPa, 7, =Gy, =0.
w =0T 2(1+0.3)( ) 52 =

Macierz naprezen przedstawia si¢ wigc nastgpujaco:

O, Ty Tp| (-5.125 -2365 —15.769
Ts=|7,, 0, T, |=|—2365 9.067 0 MPa.
Ty Ty O -15.769 0 -39.817
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