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9. OSIOWE ROZCIAGANIE I SCISKANIE
9.1. Naprezenia i odksztalcenia

Osiowe rozciaganie prgta pryzmatycznego wystepuje wowczas, gdy uktad sit zewngtrznych
po jednej stronie przekroju poprzecznego preta redukuje si¢ do wypadkowej prostopadiej do
przekroju, zaczepionej w jego Srodku cigzkosci i skierowanej zgodnie z normalng zewngtrzna.
Wypadkowa t¢ N nazywamy sila osiowa lub podtuzna i w przypadku gdy jej zwrot jest
zgodny ze zwrotem normalnej zewngtrznej nazywamy sila rozciagajaca a jej wspoirzednej N
przypisujemy znak dodatni. Naszym zadaniem bgdzie wyznaczenie elementdw macierzy
naprezen 1 odksztalcen w dowolnym punkcie preta, bo te wielkosci okreslaja w nim stan
napre¢zenia i odksztalcenia oraz wspéirzednych wektora przemieszczenia.

Rozwazmy wigc, pokazany na rys. 9.1 pret pryzmatyczny o polu przekroju poprzecznego A,
okreslony w uktadzie osi (X, Y ,Z), w ktérym 0§ X jest osia preta, a osie (Y, Z) sa osiami
centralnymi jego przekroju poprzecznego. Pret wykonany jest z izotropowego, jednorodnego,
liniowo sprgzystego materiatu o statych materiatowych E oraz v.
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Rys. 9.1

Dokonajmy myslowego przekroju preta na dwie czesci, odrzuémy czes$¢ II a do czesci [
przyt6zmy uktad sit wewngtrznych, ktéry symbolicznie zaznaczymy przez jego miary tzn.
naprezenia o, 7,,,7,. zaczepione w dowolnie wybranym punkcie przekroju poprzecznego.

xy?
Z twierdzenie o rownowazno$ci odpowiednich uktadéw sit wewnetrznych i zewngtrznych
wynika, ze:

{Sx{Wl} = Sx{ZII}’ SV{WI} = Sy{ZII}’ SZ{W1} = SZ{ZH}’
’ 9.1)

MOx{WI}: MOx{ZII}’ MOy{WI}: MOy{ZII}’ MOZ{WI}: MOZ{ZII}:

rzuty sum 1 momentéw zredukowanego uktadu sit wewngtrznych przytozonych do czgsci 1
oraz uktadu sit zewngtrznych przytozonych do czesci 11, sa sobie rowne.
Zgodnie z powyzszym mozemy w rozwazanym przypadku napisa¢ ponizsze zwiazki:
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[[o.da=nN, [[z,d4=0, [[z dA=0,
: ‘ ! 9.2)
” (—rxy 247, y)dA = 0, ” o.zdA =0, ”—0'x ydA = 0.
A A A

Réwnania (9.2) mozemy nazwaé roéwnaniami réwnowagi, gdyz wynikaja z twierdzenia o
rownowaznosci uktadéw sit wewnetrznych i zewngtrznych udowodnionego na podstawie
warunkow réwnowagi uktadu sit dziatajacych na ciato.

Z réwnan (9.2) nie mozna wyznaczy¢ o, 7,,,7,., gdyz to funkcje trzech zmiennych i aby je

xy?
okresli¢, zajmiemy si¢ analiza deformacji bryly po przytozeniu obciazen. W oparciu o
przyjete zatozenia odno$nie materiatu, jak i hipotezg¢ ptaskich przekrojow Bernoulliego
przyjmiemy, ze obraz deformacji prgta po przytozeniu obciazen jest taki jak to pokazuje rys.
9.2.

konfiguracja 4

poczatkowa /’ konfiguracja

7 7 aktualna
T It b A 7N

<
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«—] «—Al—>
I >

Rys. 9.2

Analizujac ten obraz deformacji preta po przylozeniu obciazen przyjmiemy, ze:
® pole przemieszczen jest w nim jednorodne,
e odksztalcenia katowe wtdkien réwnoleglych do osi uktadu odniesienia sa réwne zero,
e odksztalcenia liniowe zwiazane sa zaleznoS$cia: E,=E,=-VE,.
Powyzsze obserwacje pozwalaja napisa¢ nastgpujace zaleznosci:
=— =1 e="=1 " ee="="1

b 9

£ )
o l Y b b S h h

b

Yo=0, 7,=0, 7,=0.

Nazwiemy je réwnaniami geometrycznymi gdyz sa wynikiem analizy geometrii prgta po
deformac;ji.

Majac odksztalcenia mozemy, korzystajac z rownan fizycznych Hooke’a, wyznaczy¢
elementy macierzy naprezen:
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o :—_g + (g +&,+€ ) - 0,=0,
Col4v] C 12t Y :

Ty :nyy - T, =0; TyzszyZ - Z'yz=0; 7.=Gy, — 1,=0.

Nalezy teraz wréci¢ do réwnan réwnowagi (9.2) w celu sprawdzenia czy otrzymane w
oparciu o przypuszczone pole przemieszczen naprg¢zenia spetniaja te obiektywne zaleznosci i
aby wyrazi¢ sily wewngtrzne poprzez sity zewnetrzne.

Zerowanie si¢ naprezen stycznych powoduje, ze rOwnania drugie, trzecie 1 czwarte sa
spetnione. Z rOwnania pierwszego otrzymamy

” o,dA=N — ” Ee dA=N, a poniewaz pole odksztalcen jest jednorodne, to
A A

odksztalcenia liniowe sa rOwne:

N

& =—, 9.3
T 9.3)
1 napr¢zenia normalne wynosza:
N
o, .=—. 94
= 9.4)

Wstawiajac powyzsze do dwoch ostatnich réwnan réwnowagi otrzymujemy:

N
jAjaxszzo - XjAjszzo

H—crxydAzo N %”ydA:O
A

A

bo osie (Y, Z) sa osiami centralnymi i momenty statyczne przekroju poprzecznego liczone
wzgledem nich sa rowne zero. Tak wigc ostatecznie macierze naprg¢zen i odksztatcen przy
osiowym rozciaganiu maja postac:

N/A 0 0 N/EA 0 0
T,=| 0 0 0|, T.=| 0 —vN/EA 0o | 9.5)
0 00 0 0 ~VN/EA

W praktyce inzynierskiej bardzo wazne jest okreslenie wydluzenia preta, czyli
przemieszczenie jego konca Al. Jesli pole przemieszczen w precie jest jednorodne to tatwo
wyznaczymy zmiang jego dtugosci bez potrzeby catkowania odksztatcen:
A
AN N

g AN . (9.6)
[ EA EA
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Podobnie mozemy wyznaczy¢ zmiany wymiaréw (zmniejszenie) przekroju poprzecznego
preta:

Ab:—VN—b oraz Ah:—VN—h.
EA EA

Na koncu tej czgsci naszych rozwazan nalezy powiedzie¢, ze wyprowadzone zaleznosci moga
by¢ stosowane, w tej formie, zaréwno dla przypadku rozciagania jak i $ciskania osiowego.

W tym drugim przypadku wypadkowa N ma zwrot przeciwny do normalnej zewngtrznej, a
jej wspolrzednej N przypisujemy znak ujemny. Przy czym w przypadku sciskania, tj. gdy
N<O konieczne jest dodatkowe sprawdzenie czy pret jest w stanie rOwnowagi statecznej.

9.2. Analiza stanu naprezenia i odksztalcenia

W analizowanym przypadku wystepuje jednoosiowy i jednorodny stan naprgzenia
scharakteryzowany jednym tylko napr¢zeniem normalnym w przekroju poprzecznym preta,
ktére jest rownocze$nie maksymalnym naprezeniem gtéwnym w przypadku rozciagania
(rys.9.3) 1 minimalnym w przypadku Sciskania. Pozostate dwa naprgzenia gléwne sa rowne
zeru a ich kierunki to jakiekolwiek dwa prostopadte do siebie i réwnoczesnie prostopadte do

osi preta. TZ
GZ = Gmin =0
45°
X
< »—> X
O-X = Gmax O-X = Gmax
45°
O-Z = O-min =0
| o= O-x /2
Rys. 9.3

Ekstremalne napre¢zenia styczne wystepuja w przekrojach nachylonych pod katem 45" do osi
preta (rys. 9.3) i réwnaja si¢ potowie naprgzen normalnych w przekroju poprzecznym. Koto
Mohra dla rozwazanego przypadku pokazane jest na rys. 9.4.

c,=0,/2
T TV \<
0,=0,,,= Ty =Tmax =0 / 2
O-V = Gma.x = O-.x
— —>—)
(0] o,

c,=0./2

Rys. 9.4
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Uktad (rozktad) sit wewngtrznych w przekroju poprzecznym preta pokazuje rys. 9.5.

N c.=N/A

Rys. 9.5

Wartos$ci naprgzen normalnych w tym przypadku nie zaleza o wspétrzednych y oraz z wige
mozna ich rozktad, nie tracac czytelnosci, rysowac ptasko, jak to zostalo pokazane na rys.
9.6.

a oc.=N/A
oc.=N/A

" b @] x
[ ] (
—»

Rys. 9.6

v

Stan odksztalcenia jest tez jednorodny ale tréjosiowy. Odksztatcenia liniowe w kierunku
rownolegtym do osi prgta sa maksymalne w przypadku rozciagania i minimalne w przypadku
sciskania. Pozostate dwa odksztalcenia gtdwne sa sobie rowne, a ich kierunki to jakiekolwiek
dwa prostopadie do siebie i réwnoczesnie prostopadie do osi preta.

9.3. Energia sprezysta preta rozcigganego lub $ciskanego osiowo

Znajomos$¢ elementéw  macierze naprezen i odksztalcen pozwala na wyznaczenie ggstosci
energii sprezyste] 1 energii spre¢zystej dla rozwazanego przypadku obciazenia preta.
Podstawienie zaleznosci (9.5) do (8.18) daje:
1 (NY . . . L .
= SE\a) i stad energia sprezysta preta o dtugosci [ i polu przekroju poprzecznego A
rozciaganego (Sciskanego) osiowo stata sita o wartosci N wynosi:

1 (NY 1 (NY ¢N? N?1
u=[f] qbdv:jgjﬁ(ﬂ dvzi-dxj;'[ﬁ(;j O e
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W przypadku konstrukcji ztozonej z wielu pretow o réznych diugosciach oraz przekrojach
poprzecznych obciazonych osiowo sitami podluznymi jej energia sprezysta wynosi:

n b N2
u=> j 2Ei4i dx, (9.7)

i=l o
gdzie sumowanie nalezy wykona¢ po wszystkich przedziatach charakterystycznych.

9.4. Zasada de Saint-Venanta

Whnioski méwiace o jednorodnosci rozktadu naprezen czy odksztalcen w precie rozciaganym
osiowo moga budzi¢ pewne zastrzezenia, jesli popatrzymy na rézne, wystgpujace w praktyce
inzynierskiej, przypadki obciazen, ktére redukuja si¢ do sity rozciagajacej N zaczepionej w
srodku cigzko$ci przekroju poprzecznego. Mozna przypuszczaé, ze sposOb przylozenia
obciazenia bedzie miat wptyw na rozktad naprezen i odksztatcen. I tak istotnie jest, ale tylko
w bliskim sasiedztwie obszaru przylozenia obciazenia. MOwi o tym zasada de Saint-Venanta,
ktéra jest jednym z naszych podstawowych zatozen 1 ktéra potwierdzaja badania
doswiadczalne (szczegdlnie wyraznie badania elastooptyczne). Zasadg t¢ mozna sformutowac
nastgpujaco:

jezeli na pewien niewielki obszar ciala w rownowadze dzialaja rozmaicie rozmieszczone,
ale statycznie réwnowazne obcigzenia, to w odleglosci znacznie przekraczajacej
wymiary tego obszaru wywoluja one praktycznie jednakowe stany naprezenia i
odksztalcenia (rys. 9.7).

N/A
AAAAL
N/A
AAAAA N/A
/zkx % AAAAL
YVVVY
YN N N/A

9.5. Spietrzenie naprezen

Rozktad naprg¢zen normalnych w przekroju poprzecznym rozciaganego preta pryzmatycznego
jest rownomierny. W przypadku rozciaganych pretéw o zmiennym przekroju poprzecznym
naprezenia normalne nie maja stalych wartosci.

Rozwigzanie = metodami  teorii  sprgzystosci  zagadnienie
rozciaganego preta w ksztatcie klina (rys. 9.8) pokazuje zmiennos¢
naprezen normalnych 1 dodatkowo wystgpowanie naprgzen
stycznych. Warto$¢ naprgzenia maksymalnego o, W stosunku

do wartoéci naprezenia nominalnego o, =N/A wzrasta wraz z
katem «. Przy a=10" napr¢zenie maksymalne jest o 1.3 %

wigksze od nominalnego, a przy a=30"jest juz wigksze o 13 % co
dowodzi, ze gdy przekrdj zmienia si¢ tagodnie, to z dostateczna
doktadno$cia w obliczeniach mozna stosowa¢ wzory jak dla
pretow pryzmatycznych.
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W przypadku gwaltownej zmiany ksztattu lokalny wzrost naprgzenia moze by¢ znaczny. W
pokazanym na rys. 9.9 rozciaganym plaskowniku z otworem w jego poblizu wystepuje duzy
wzrost naprgzen, nazywany spigtrzeniem lub koncentracja naprgzen. Szczegélnie duza
koncentracja naprgzen wystgpuje w przypadku ostrych nacigé (rys. 9.10) i wéwcezas méwimy
o efekcie karbu, ktéry moze prowadzi¢ do powstania pgknigcia, a nast¢pnie do zniszczenia
elementu. Analiza propagacji szczelin zajmuje si¢ mechanika pekania, ktéra obecnie ze
wzgledu na waznos¢ 1 zlozono$¢ problemdéw, z ktorymi ma do czynienia stanowi
autonomiczny przedmiot mechaniki.
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Rys. 9.9 Rys. 9.10

9.6. Podstawowe dane doswiadczalne. Statyczna préba rozciagania

W dotychczasowych naszych rozwazaniach zetkngliSmy sig juz z takimi wielkoSciami, jak
modut Younga i wspétczynnik Poissona. Sa one charakterystyczne dla danego materiatu i
nazwalismy je ogoélnie stalymi materiatowymi. WspomnieliSmy réwniez, ze dla kazdego
materiatu istnieja pewne charakteryzujace go wielkosci sit migdzy czasteczkowych, po
przekroczeniu ktorych traci on swoja spojnos¢ (niszczy sig). Te jak i1 inne jeszcze wielkosSci
okreslajace wilasno$ci mechaniczne materialu, moga by¢ wyznaczone jedynie na drodze
doswiadczalnej. Spos6b 1 warunki przeprowadzania odpowiednich badan laboratoryjnych sa
okreslone bardzo precyzyjnymi przepisami, podanymi w Polskich Normach.

Jednym z podstawowych badan jest statyczna proba rozciagania, gdyz, jak w zadnym innym
doswiadczeniu, statyczne i kinematyczne warunki brzegowe jakim podlega badana prébka sa
najblizsze tym, ktore zaktadane sa w modelu teoretycznym.

Realizowane w prébce stany naprezenia i odksztalcenia reprezentowane sa przez dwie
wielkosci: naprezenia normalne o w przekroju poprzecznym badanej probki  oraz
odksztatcenia liniowe € w kierunki jej osi. Obie te wielko$ci mozna wyznaczy¢ z prostych
pomiaréw podczas badania i, co wigcej, zwiazek migdzy nimi o =FE€ zawiera stalg
materiatowa jaka jest modut Younga E.

Dalej przedstawimy najwazniejsze wyniki proby rozciagania stali, wykonanej w sposob
okreslony norma PN-76/H-04310. Dla innych materialéw powszechnie stosowanych w
konstrukcjach budowlanych (beton czy drewno) obowigzuja inne normy ale z uwagi na
przyjete zalozenia o wlasnosciach analizowanych przez nas konstrukcji stal jest modelowym
materiatem i dlatego nia si¢ przede wszystkim zajmiemy.

Wykonane zgodnie z podana norma probki (zwykle o przekroju kotowym) stali rozciagane sa
osiowo w maszynach wytrzymatosciowych najczesciej az do zniszczenia probki. Podczas
préby rejestrowane sa zmiany wielkosci sity rozciagajacej i wymiaréw prébki, dzigki czemu
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mozna sporzadzi¢ tzw. wykres rozciagania w ukladzie o—&. Wykres rozciagania stali

migkkiej pokazuje rys.9.11.
Na osi odcigtych mamy odksztalcenie liniowe

A
widkien rownolegtych do osi  preta, o . H 7
wyznaczane ze wWzoru naprezenia /
Al rzeczywiste _
£=— gdzie: L, - pierwotna dlugos¢ ///'
0 R, + ////
odcinka probki (dlugo$¢ pomiarowa), ktérego c = F
wydluzenia Al sa rejestrowane. R, o
Na osi rzednych wystgpuja naprezenia Rs 1 AB D
normalne w przekroju poprzecznym preta, Ry
wyznaczane ze WZOoru:
N . . . .
o =—, gdzie: N - sila rozciagajaca probke, €
AO 0O Y‘CA >

rejestrowana podczas badania, Ay - pole

pierwotnego przekroju poprzecznego probki.. Rys. 9.11

Poniewaz podczas wykonywania proby pole przekroju poprzecznego probki maleje, to te
napre¢zenia sg wielkosciami umownymi.

Oméwimy krotko poszczegdlne charakterystyczne czgsci wykresu rozciagania. Na
prostoliniowym odcinku OA odksztalcenia sa liniowo zalezne od naprgzen i znikaja po
zdjeciu obciazenia. Tak wigc wilasnosci materiatu sa liniowo sprezyste i najwigksze
naprgzenie, przy ktérym te wlasnoSci jeszcze wystepuja R, , nazywamy granica
proporcjonalnos$ci albo granica stosowania prawa Hooke’a. Na krzywoliniowym odcinku AB,
kofnczacym si¢ naprg¢zeniem Ry, material jest jeszcze sprezysty ale zalezno$¢ migdzy
naprezeniami i odksztalceniami jest nieliniowa. Rg nazywamy granicg sprezystosci, po jej
przekroczeniu w materiale zaczynaja wystgpowaé trwale (plastyczne) odksztatcenia. W
punkcie C wykresu, ktéremu odpowiadaja naprezenia R,, w probce narastaja znaczne
odksztatcenia: /0 do 15 razy wigksze niz przy granicy sprg¢zystosci, przy statych a nawet
malejacych naprezeniach. Zjawisko to nazywamy plynigciem materialu (czes¢ CD okreslana
jest jako platforma plynigcia), a napr¢zenie R, - wyrazng granica plastycznosci. Plynigcie
materialu konczy si¢ w punkcie D, w ktérym zmienia si¢ charakter wykresu. Przyrost
odksztatcen wymaga przyrostu naprezen, material si¢ wzmocnit i sytuacja taka trwa az do
punktu F, ktéremu odpowiada najwigksza sila uzyskana w czasie proby. Naprgzenia
odpowiadajace temu punktowi R, , nazywamy wytrzymatoscia na rozciaganie. W momencie
badania, ktéremu odpowiada na wykresie rozciagania punkt F, w prébce tworzy si¢
przewezenie, tzw. szyjka i prawie natychmiast prébka w tym miejscu ulega zerwaniu.

Podczas préby rozciagania précz wyznaczenia wyzej opisanych granicznych warto$ci
naprgzen mozemy wyznaczy¢ modul Younga 1 liczbg Poissona. Modul Younga to nic innego
jak tangens kata nachylenia liniowej czg$ci wykresu rozciagania:

E:g:@a.
£

Rejestrujac zmiang $rednicy prébki  Ad podczas préby mozemy wyznaczy¢ odksztalcenia
liniowe w kierunku poprzecznym do osi preta :
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Ad
& pop :Z’ gdzie : d,, - pierwotna $rednica probki.

Liczbe Poissona otrzymujemy dzielac odksztatcen liniowe w kierunku poprzecznym przez
odksztatcenia liniowe w kierunku réwnolegtym do osi prébki:

_ ‘ Epop

| 4
£

Wyzej wspomniano, ze naprgzenia na wykresie rozciagania s3a naprg¢zeniami umownymi,
gdyz otrzymane zostaly przez podzielenie sily rozciagajacej przez poczatkowe pole przekroju
poprzecznego. Naprg¢zeniami rzeczywistymi nazywac bedziemy iloraz sily przez aktualne
pole powierzchni przekroju. W poczatkowym stadium proby rozciagania miedzy tymi dwoma
napre¢zeniami nie ma istotnych réznic, pojawiaja si¢ one dopiero pod koniec platformy
ptynigcia. Przebieg zmian naprezen rzeczywistych na rys.9.11 pokazany zostal linia
przerywana.

Wykres rozciagania na rys. 9.11 pokazuje cechy i zachowanie si¢ stali migkkiej nazywanej tez
stala niskoweglowa bo zawartos¢ wegla w jej sktadzie nie przekracza 0.30 %. Stal o takiej
charakterystyce jest powszechnie stosowana w budowlanych konstrukcjach stalowych.

Na rys. 9.12 naszkicowane zostaly wykresy rozciagania innych metali.

Widoczny jest brak w pewnych materiatach

wyraznej granicy plastycznosci R,. W takich 4 9 MPa

przypadkach  postugujemy si¢ umowna
granicg plastycznosci oznaczang przez R, 1

definiowana jako naprgzenie, przy ktérym (;tal twarda
trwate odksztatcenia liniowe wynosza 0.2 %.

W  przypadku statycznej proby Sciskania
(spos6b jej wykonania w przypadku metali
mozna znalez¢ w normie PN-57/H-04320) w
zakresie napre¢zen ponizej granicy
plastyczno$ci charakter wykresu Sciskania w40 ||
ukladzie o—& nie odbiega od wykresu

800+

stal miekka

rozciagania. Stal migkka, aluminium czy miedz

miedZ maja granicg proporcjonalnosci, f—\ £ g
sprezystosci 1 plastycznosci  nieomal 3 : >
identyczng jak przy rozciaganiu. Przy 0 30

wigkszych naprezeniach charakter wykresu

si¢ zmienia 1 jest to powodowane wplywem

aktualnej geometrii badanej prébki - zwigksza Rys. 9.12
si¢ pole jej przekroju poprzecznego.
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Na wielkosci mechaniczne  materialéw
niewatpliwy wplyw maja rézne czynniki
zewngtrze, przykladowo mozna wymienic¢
temperaturg, wilgotnos¢ czy czas. To, jak
znaczng zmiang¢ wielkosci mechanicznych 800
beda one powodowa¢ zalezy miedzy innymi R, /
od rodzaju materiatu.

Nizej bardzo pobieznie, omdéwione zostang
niektére aspekty wplywu temperatury i czasu
na zachowanie sig stali. R
Wplyw temperatury na granicg plastycznosci 400
R, 1 wytrzymato$¢ na rozciaganie R

e

4 0 MPa

pokazuje rys. 9.13.

Podwyzszona temperatura aktywizuje
wlasnosci  reologiczne stali  polegajace,
najprosciej méwiac, na zmianie deformacji w
czasie przy stalych obciazeniach. Wsréd
zjawisk (proceséw) reologicznych ciatl statych
zwykle rozréznia si¢ zjawisko petzania
okreslane jako wzrost odksztalcen w czasie
przy statych naprezeniach 1 zjawisko
relaksacji definiowane jako spadek naprgzen
w czasie przy statych odksztalceniach.

200 400

Rys. 9.13

Dtlugotrwata préba rozciagania stali w podwyzszonej temperaturze tj. préba pelzania (warunki
i sposéb jej wykonania podany jest w normie PN-57/H-04330) pokaze przebieg zmian
odksztalcen w czasie przy stalym naprgzeniu, ktérych wykres, tzw. krzywa pelzania
przedstawia rys. 9.14.

Wynikiem préby relaksacji bytaby krzywa relaksacji pokazujaca zmian¢ naprezen w czasie
przy statych odksztalcenia naszkicowana na rys. 9.15.

zniszczenie

krzywa petzania krzywa relaksacji

O =const JT £ =const

v
v

Rys .9.14 Rys .9.15

W metalach procesy reologiczne wyraznie si¢ zaznaczaja przy temperaturach powyzej
0.3 — 0.4 ich temperatury topnienia.

Zjawiska reologiczne, zwlaszcza zjawisko relaksacji ma negatywny wplyw za zachowanie
si¢ konstrukcji. Ono jest przyczyna spadku sit spr¢zajacych w konstrukcjach sprezonych czy
rozluzniania si¢ potaczen Srubowych i nitowanych.

W  tablicy ponizej, podane sa wartosci charakterystyk mechanicznych 1 statych
materialowych dla niektérych materialéw. Poniewaz wielkosSci te bardzo zaleza od sktadu
chemicznego, obrébki cieplnej, obrébki plastycznej jak i innych czynnikéw (np. wilgotnosci
w przypadku drewna) podane wartosci nalezy traktowac orientacyjnie , skupiajac uwage na
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tym z jakim rz¢dem wielkosci mamy do czynienia. W nawiasach podana jest wytrzymatos¢

przy Sciskaniu.

o Granica Wytrzymato§¢ | Modut . o
Wytrzymato$¢ na - . . Liczba | Ggsto$¢ masy
Material ) . R plastycznosci | obliczeniowa | Younga Poissona
rozciaganie I, R, R, E ) P
MPa MPa MPa GPa kg/m’
Stal
konstrukcyjna 375 225 205 205 0.30 7850
St3SX,St3SY
Aluminium 100 50 70 0.32-0.36 2070
Miedz 210-240 70 110 0.30-0.34 8960
Zeliwo szare 200-400 95-110 | 0.23-0.27 7100
Otéw 15 18 0.42 11340
Braz 300 113 0.32-0.35 8860
Dural 270 150 67-74 | 0.32-0.35 2640
Beton B350 2.31(36) 1.54 (27.7) 38.6 1/6 2500
Szkto 40-100 56 0.25 2400-2600
Drewno- sosna
(wzdtuz 14-26 65-12.5 6 400-500
widkien)

9.7. Podstawowe zasady i warunki projektowania

Majac wyznaczone stany naprgzenia, odksztalcenia 1 przemieszczenia dla przypadku
osiowego rozciagania pretdw pryzmatycznych mamy podstawy do projektowania takich
elementow konstrukcji inzynierskich. Na tym przyktadzie tego przypadku omoéwione zostana
podstawowe pojecia i procedury zwiazane z projektowaniem przy bardziej ztozonych
przypadkach obcigzenia czy elementach konstrukcji. Begdzie to w wigkszym stopniu
omoéwienie zasad wymiarowania niz projektowania, gdyz przy projektowaniu oprécz zasad
wymiarowania niezb¢dna jest znajomos¢ przepisoOw zwanych normami budowlanymi, ktére
beda szczegétowo omawiane w przedmiotach konstrukcyjnych jak konstrukcje stalowe,
betonowe, zelbetowe czy drewniane.

Bedzie to raczej omOwienie zasad wymiarowania niz projektowania, gdyz przy projektowaniu
oprécz zasad wymiarowania niezbgdna jest znajomos¢ przepiséw zwanych normami
budowlanymi, ktére bgda szczegétowo omawiane w przedmiotach konstrukcyjnych jak
konstrukcje stalowe, betonowe, zelbetowe czy drewniane.

Zobaczymy pézniej, w trakcie studiowania wymienionych przedmiotéw konstrukcyjnych ,
ze w wielu przypadkach, formuty czy zaleznoSci podane w normach, ktére sa obowiazujace w
procesie projektowania beda dos¢ odlegte od zasad wymiarowania podanych w tym jak i
innych podrecznikach wytrzymatosci materiatow. Przyczyng tego stanu mozna przede
wszystkim upatrywa¢ w tym, ze wytrzymatos¢ materiatow postuguje si¢ w swych
rozwazaniach idealnym teoretycznym modelem materiatu, konstrukcji, jak i schematach jej
zniszczenia, normy za$ staraja si¢ uja¢ w globalny i uproszczony sposob najbardziej istotne
mechaniczne aspekty zachowania si¢ elementéw konstrukcji. Stad np. wytrzymatosé
materiatow zazwyczaj okre§la warunki dla napr¢zen w punkcie a normy formutuja warunki
nosnosci dla przekroju. Niemniej jednak nie ma sprzecznosci w tych dwoch podejsciach i1 co
wigce] znajomo$¢ zasad wymiarowania jest niezbedna do zrozumienia i racjonalnego
stosowania normowych zasad projektowania.

Jak juz wczesdniej powiedzieliSmy material, ksztalt i wymiary konstrukcji musza by¢ dobrane
w taki spos6b, aby byta ona odpowiednio wytrzymata, sztywna 1 stateczna. Jezeli konstrukcja
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lub jej czg$¢ przestaje przenosi¢ obciazenie, do przeniesienia ktdrego zostata przeznaczona
lub tez gdy nie odpowiada zatozonym warunkom uzytkowania, méwimy, ze znajduje si¢ w
stanie granicznym. Mozemy wyrézni¢ dwa stany graniczne:

® stan graniczny no$nosci i

® stan graniczny uzytkowania.

Stan graniczny nosno$ci zwigzany jest z wystapieniem zniszczenia ciaglo$ci materialu w
punkcie lub obszarze, zmiany konstrukcji w mechanizm, uszkodzeniem spowodowanym
zmgczeniem materiatu, utratg statecznosci przez czg$¢ lub cata konstrukcje.

Stan graniczny uzytkowania natomiast zwiazany jest z wystapieniem nadmiernych
przemieszczen, uszkodzen zwigzanych z korozja, nadmiernych drgan itp.

Warunki, ktére konstrukcja musi spetni¢, wynikajace z obu stanéw granicznych formutowane
beda w postaci nieréwnosci, w ktérych w stanie granicznym no$nosci bedzie wystgpowac
pewna graniczna warto$¢ naprezen, a w stanie granicznym uzytkowania graniczna warto$¢
przemieszczen zwiazana z warunkami uzytkowania.

Te graniczne warto$ci naprgzen, wyznaczane na podstawie do$wiadczen (np. préby
rozciagania czy sciskania) 1 analizy probabilistycznej otrzymanych z nich wynikéw,
gwarantuja bezpieczny stan materiatu w danym punkcie i nazywane sa jego wytrzymatoscia
charakterystyczna.

Poniewaz w  procesie projektowania konstrukcji mogace wystapi¢ liczne czynniki
przypadkowe, zwiazane np. z niedokladnoscia danych o geometrii konstrukcji, jej
obciazeniach czy biedach wykonania, do obliczen przyjmowana jest wytrzymatos¢
obliczeniowa, bedaca ilorazem wytrzymatosci charakterystycznej 1 wspéiczynnikow
materiatowych spetniajacych role wspétczynnikéw bezpieczenstwa. W praktyce projektowe;j
dowiemy sig, ze wytrzymalo$¢ obliczeniowa jest zwigzana nie tylko z samym materialem ale
rowniez z rodzajem konstrukcji. Polska Norma do obliczania 1 projektowania
ogllnobudowlanych konstrukcji  stalowych PN-90/B-03200 wyr6znia tylko jedna
wytrzymato$¢ obliczeniowa stali oznaczana przez f,(modyfikowana wspdétczynnikami

liczbowymi dla innych przypadkéw obciazenia), podczas gdy norma obowiazujaca przy
projektowaniu  mostéw PN-82/S-100052  wyréznia wytrzymatos¢ obliczeniowa stali
elementéw konstrukcji mostowych pracujacych na rozciaganie i $ciskanie osiowe, rozcigganie
przy zginaniu R, na S$cinanie R,, na docisk powierzchni przylegajacych R,, na docisk
powierzchni stycznych R,;. W normach zwiazanych z konstrukcjami betonowymi,
zelbetowymi, drewnianymi i murowymi wystgpuja jeszcze inne wielkos$ci.

Dlatego tez w toku naszych dalszych rozwazan, nie umniejszajac zasadniczo ich ogélnosci,
bedziemy si¢ postugiwac jedynie pojgciami wytrzymatosci obliczeniowej przy Sciskaniu R,
przy rozciaganiu R, i przy Scinaniu R,. W przypadku materialu izonomicznego (np. stal) i
naprezen normalnych, uzywac bedziemy jednej wytrzymatosci obliczeniowej R .

W zwiazku z powyzszym warunki wymiarowania pretdw osiowo rozciaganych beda miaty
postac:

e 7ze wzgledu na stan graniczny nosnosci

N
maxo,=max—=<R,
A
e ze wzgledu na stan graniczny uzytkowania

Nl
maxAlzmaxﬂS Al 4o -
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W przypadku pretéw osiowo Sciskanych w miejsce wytrzymatosci obliczeniowe] przy
rozcigganiu R, nalezy wstawi¢ wytrzymalo$¢ obliczeniowa przy $ciskaniu R,, przy czym
musimy pamigtac, ze pret musi by¢ w stanie rownowagi statecznej i warunki jej zapewnienia
beda sformutowane w toku dalszych wyktadow.

9.8. Przykiady

Przyklad 9.8.1. Wyznaczy¢ $rednice kolowego stalowego pregta o skokowo zmiennym
przekroju poprzecznym obcigzonym jak na rysunku jesli wytrzymalo$¢ obliczeniowa stali
R = 165 MPa. Po okresleniu wymiaréw przekroju poprzecznego obliczy¢ przemieszczenia
wzdhuz osi preta u(x) i zmiane $rednicy w przekroju najwickszej sity podtuznej, jesli modut
Younga E =205 GPa, a liczba Poissona v=0.3.

Rozwiqzanie

Srednice wyznaczymy z warunku no$no$ci i wpierw nalezy wyznaczy¢ sity osiowe w precie.
Jest to proste zadanie w analizowanym przyktadzie i ich rozktad pokazany jest na rysunku.

Srednica na odcinku AB:
100 kN 200 kN

150 kN Napcp 5 4, >Nas
P ()= o1 Aus R
> D
A > d, &« B C 2 %103
! dy 7di L 4507107 5589%102m
4 " 165%10° :
—— 1.0m —»l« 0.5m >« 0.5m ¥
N(x) Przyjeto do wykonania d; =6.0 cm.
kN Srednica na odcinku BD:
N
max—E2-<R — Agp 2%
BD R
[« = =
s - = zd? _350%103 )
I 2 > = — dy2520%107°m
] u(x) 4 165*10
mm Przyjeto do wykonania d, =5.2 cm.
0 0 )
o~ — on
S — —

Przemieszczenia wzdtuz osi preta (wydluzenia) u(x) :

Ex(x)=du(x) - du(x)=€x(x)dx - u(x):jfex(x)dx - u(x)=j|£N(x)dx

gdy N(x) jest state to u(x)= %x i wydtuzenie jest liniowa funkcja wspétrzednej x.

Stad w rozwazanym przykladzie:
O0<x<1.0m
450*10°
(x)

_ _ -3
- 205%10° (76> /4)*107* =T8I0
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u(l)=41,, =0.78 *10 >m =0.78 mm .

1.0<x<1.5m
350%10°
205*10° (7522 /4)*10™*

u(x)=A1,, + (x—1)=A41,, +0.80%107 (x—1)

u(l.5)=A1,. = Al ;5 + Al g =(0.78+0.40 )¥107 = 1.18%10 " m = 1.18 mm

1.5<x<20m

150*10° _3
u(x)=41 x—=1.5)=Al,c +034%107 (x~1.5
W=alie+ S (z5.22 /4)*10—4( )=l x-15)

u(2.0)=A41,, = Al ;5 + Al g + Al o, = (0.78+0.40+0.17)*107 = 1.35¥10 " m =1.35 mm .
Zmiana wymiaréw $rednicy w miejscu najwigkszej sity podtuznej wynosi:

N *10°
Ady=-v—28-4,=-03 4950 120 -6%107 =-0.014*10"m = -0.014 mm .
EA,, 205*10° (76> /410

Warto zwrdci¢ uwage jak mate sa wielkosci przemieszczen i zmiany wymiaréw w  stosunku
do poczatkowych wymiaréw konstrukcji. Potwierdza to zasadno$¢ przyjecia zatozenia zasady
zesztywnienia jak 1 p6zniejsze zalozenia o matych odksztatceniach.

Przyklad 9.8.2. Pret pryzmatyczny, jak na _ s
rysunku, obciazony jest tylko cigzarem

whasnym. Wyznaczyé N(x), o (x) i u(x)

jesli znane sa jego: pole przekroju A, cigzar
objetosciowy ¥ dtugos¢ [ oraz modul
sprezystosci podtuznej E. Obliczy¢ dlugos¢ 1
zerwania jesli wytrzymalo$¢ na rozciaganie

wynosi R,,.

~

Rozwiqzanie
Wyznaczenie sit podtuznych: N(x)=A(l-x)y;  maxN(x)=N(0)=Aly

Sily podituzne zmieniaja liniowo wzdluz osi preta i osiagaja maksymalng warto$¢ w
utwierdzeniu.

N(x)

A

Wartosci naprezen tez zmieniaja si¢ liniowo wzdluz osi preta, osiagaja maksymalng wartos¢
w utwierdzeniu i ta maksymalna warto$¢ nie zalezy od pola przekroju poprzecznego preta.
Przemieszczenia wzdtuz osi preta (wydtuzenia) u(x) :

Naprezenia normalne: o, (x)= =(1—x)y; maxo, =c (0)=1y

):dzi’“) 5 du)=eWdr - ul)=[e, (s

0

e (x

X

u(x)zfo-x(x)dxz_[%(l—x)dx =—%[(l—x)2 —12] =% (21x—x2)

E
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_y?

max u=u(l)=Al
2F

Przemieszczenia sa kwadratowa funkcja wspotrzednej x 1 osiagaja swa najwigksza warto$¢ na
koncu preta, przy czym warto$¢ ta nie zalezy od pola przekroju poprzecznego preta. Wykresy
poszukiwanych funkcji pokazuje rysunek ponizej.

N (x) o, (x) u(x)

& 1T Aly ly
.

y*
2F

Dtugos¢ zerwania [, to dlugos¢ preta, obciazonego jedynie cigzarem wilasnym, przy ktorej
najwigksze w nim naprgzenia normalne bgda réwne wytrzymatosci na rozciaganie (mozna
powiedzie¢: dlugos¢ przy ktoérej zerwie si¢ pod cigzarem wiasnym).

Zatem:
Rm
maxo, =R, =l y — Iz="

Jak wida¢ dlugo$¢ zerwania [, jest stala materialowa. Przyktadowe wielkosci dlugosci

zerwania: drewno sosnowe 13.5 km, stal niskoweglowa 4.8 km, stal wysokoweglowa 9.1 km,
duraluminium 16.9 km .

Przyktad 9.8.3. Na 1 m dlugosci tawy fundamentowej o q =250 kN/m
przekroju prostokatnym bxh wykonane] z betonu o
ciezarze objetosciowym ¥ = 22 kN/m’ przekazuje sie
rOwnomiernie roztozone obciazenie ze Sciany g = 250
kN/m. Wyznaczy¢ potrzebng szeroko$¢ fundamentu b

<=
*

jesli jej wysokos¢ h = 1.5 m, a wytrzymalos¢

obliczeniowa gruntu na S$ciskanie, na ktérym jest on 1.0m
posadowiony wynosi R, = 0.2 MPa | b M
Rozwiqzanie

Sita przekazywana z fundamentu na grunt wynosi:
N=g*1+y*h*b*1

Z warunku nosnosci wynika:

N gFL+y*h*b*1_

b*lSRC’g ~ b*1 ©8

250%10° +22%10° *1.5% b
b

Przyktad 9.8.4. Nadproze wykonane z belki dwuteowej I 200 przekazuje na mur obcigzenie

w postact sity P = 60 kN. Obliczy¢ potrzebna dlugos¢ oparcia belki przyjmujac, ze

naprezenie obliczeniowe muru na $ciskanie R, = 2.0 MPa.

<0.2*%10° — b >15m.
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| P Rozwiqzanie

Z warunku no$no$ci wynika:

* 3
Laj LSR - a> P - a> 60*10 — a>33.3%¥10m

TSER, 91072 %2%]10°

A
! s=9 cm

Przyjeto do wykonania a=35cm.

“as

W dwdch ostatnich powyzszych przykiadach warto zauwazy¢ jak schemat obliczeniowy (pret
pryzmatyczny osiowo obciazony) daleko odbiega od rzeczywistej konstrukcji.

Przyklad 9.8.5. Wyznaczy¢ nacisk N na 1 m dlugosci przyczétka mostu jaki wywiera plyta
zelbetowa o grubosci & = 42 cm przy wzroscie temperatury A7 = 25° C jesli modut
sprezystosci podtuznej betonu E = 38.6 GPa a wspoétczynnik rozszerzalnosci liniowe;j

ar =107 /°C. Ptyta przylega $cisle do obu przyczétkow.
Rozwiqzanie

Wydtuzenie rozpigtosci pilyty [ w przypadku jej swobodnego podparcia byloby réwne
Al=or AT 1.
Skrécenie jej rozpigtosci na skutek przytozenia sciskajacej sity wynosi Al = NI/EA.

Poréwnanie obu tych wielkosci daje réwnos¢:

NI
E*h*1

oy AT 1= — N=a; AT Eh=107"#25%38.6%10° *0.42=4.053%10> kN.
Wida¢ z powyzszego, ze ta sila (a jest ona bardzo duza) nie zalezy od rozpigtosci plyty
mostowej. Oczywiscie szeroko$¢ potrzebnej szczeliny dylatacyjnej bedzie od niej zalezata.

Przyktad 9.8.6. Dobra¢ potrzebny przekrdj prgta AB w pasie dolnym podanej stalowej
kratownicy, jesli wytrzymato§¢ obliczeniowa stali R = 215 MPa. Przekr6j preta ma by¢
ztozony z dwoch katownikéw réwnoramiennych. Po wyznaczeniu przekroju obliczy¢ no$nos¢
tego preta.

100kN 100 kN 100kN 100 kN 100 kN Rozwiqzanie
SO kN SOKN  Sjte w precie AB wyznaczymy
l c metoda Rittera. Warunek
— . rownowagi odcigtej lewej czgsci
t / kratownicy daje:
2m
% IME=0
2m
N \ - 300%4-50%4-100%2—N 4 *4=0
AN A 7B ZaN
4 Nas 4 N ,5 =200kN (pret jest rozciagany)
6*2 m
300 kN 300 kN
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Potrzebne pole przekroju poprzecznego wyznaczamy z warunku granicznego no$nosci:

N N *10°
Mavcp o axfar 0 45299000 g 5000 m2 = 9,302 cm?
R 215*10
Przyjeto z tablic profili walcowanych FYy
2 | 45/45/6, ktorych pole przekroju 45 mm
v

poprzecznego A=10.2 cm? (najblizsze w

tablicach ale wigksze od obliczonego).

Przez no$nos¢ preta rozumiemy najwigksza site podtuzng ktéra moze przenie$¢ bez utraty

ciagtosci.

Z warunku no$nos$ci otrzymujemy nosno$¢ preta AB:

MmN <R S maxN,; SAR — maxN y <102%215%10° =219.3#10° N.

A
Przyklad 9.8.7. Wyznaczy¢ potrzebne wymiary C stal
przekrojow poprzecznych pretow danego uktadu

przegubowo-pretowego jesli:

podtuznej stali i drewna wynosza :
E;=205GPai E;=9 GPa.

Rozwiqzanie

Sily w pretach wyznaczymy z warunkéw

rownowagi sit dziatajacych na wezet B.
2X=0; —=Ngccosa—N ;=0
2Y=0;
N 4,5 =—32.0 kN (pret Sciskany)
Np-=40.0 kN (pret rozciagany)

Ngesino —P =0

wytrzymatos$¢
obliczeniowa stali R = 165 MPa i wytrzymatos¢
obliczeniowa drewna przy $ciskaniu R, = 10 MPa.
Po wyznaczeniu wymiaréw okresli¢ potozenie
punktu B po deformacji, jesli moduly sprezystosci

P=24kN

Wymiary przekrojéw poprzecznych pretow wyznaczymy z warunku granicznego nosnosci.

Pr¢t AB — drewniany; Sciskany:

|NAB| |NAB|%a2>32*103

Pret BC — stalowy; rozciagany:

N zd? _ 40*10°

10*10°

——<R. ;g > Ap2
AB c,d

a25.66%10"m
Przyjeto do wykonania a = 6.0 cm.

Skrécenie preta AB

BC <R, — Age >Noe
Apc R, 4
d 21.76*107m

Przyjeto do wykonania d = 1.8 cm.

- 165%10°

Wydtuzenie preta BC
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ar Nasllas _ 32¢10°k4 L Npelpe 40*10° *5 _
AB E. A ¥ 9 4 BC 9 2 —4
t A 9%10° #36%10 E,Age  205%10° *(7 1.82 /4)*10
=0.395%10"> m. =0.383*10""m.

Ze wzgledu na bardzo mate skrocenie 1 wydluzenie pretow,
polozenia punktu B po deformacji poszukiwaé bedziemy na
prostych prostopadtych do pierwotnych kierunkéw pretow, tak
jak to jest pokazane na rysunku obok, nazywanym planem
przemieszczen. W przyjetym ukladzie odniesienia wspotrzedne

wektora przemieszczenia BB (u 5:Vg ) maja wartosci:
up=—A41,,=-0.395 cm

vy =Al,ctga+Aly. [sina =0.395§+ 0.383/0.6=1.165 cm

Przerywane linie na planie przemieszczenh wyjasniaja, w jaki

sposOb wyliczono vy .

Przyktad 9.8.8.

Wyznaczy¢ wspoétrzedne wektora przemieszczenia punktu przytozenia sity podanego uktadu

przegubowo-pretowego.

Rozwiqzanie

Przyjmijmy, Ze znane sa wartosci sity, wielkos$ci
okreslajace geometri¢ uktadu 1 modul Younga co
pozwala wyliczy¢ sity w pretach uktadu i wielko$ci
wydtuzenia i skrécenia odpowiednich pretéw A, i A, .
Przy dowolnej geometrii ukltadu ktopotliwe jest po
narysowaniu planu  przemieszczen wyznaczenie
wspotrzednych  wektora przemieszczenia punktu

przylozenia sity AA (u A-V4). Latwo mozna to zrobi¢
postepujac w pokazany nizej sposéb.

W rozwazanym punkcie przyjmijmy uktad odniesienia
(u, v) w ktorym chcemy wyznaczy¢ wspoétrzedne
wektora przemieszczenia. Wspotrzedne  wersoréw
kierunkowych pretow w przyjetym uktadzie wynosza
odpowiednio: e, (cosa, sin@) oraz e, (—cos 3, sin )
i ich wyznaczenie jest proste przy znanej geometrii
uktadu.

Korzystajac z wlasnosci iloczynu skalarnego wektoréw
mozemy napisac¢ uktad rownan:

AA e =4, U, cosa+v,sina =4,
_— % ,
i, (—cos B)+v,sin f=4,

AA e,=4,
z ktérego nie jest trudno wyliczy¢ obie poszukiwane
wspotrzedne u, oraz v,.
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W omawianym przyktadzie przyjmuja one wartosci:

4 A sin f—A4,sina _ Acos f+4, cosa
AT . . i A . - .
sin @ cos [ +sin S cosa sin @ cos [ +sin S cosa

Przyklad 9.8.9. Wyznaczy¢ sity w odksztatcalnych pretach uktadu statycznie wyznaczalnego
1 wspolrzedne wektora przemieszczenia punktu K. Dane sa wartoSci obcigzen, moduty
sprezystosci 1 wymiary uktadu. Nieodksztalcalne prety uktadu narysowane zostaly grubymi

liniami.

4P

g Mg Me—a—»

W celu wyznaczenia sit w odksztalcalnych pretach dokonujemy podzialu konstrukcji, a
nastepnie rozpatrujemy warunki rownowagi odcigtych czgsci.

N K T

4P

a
a
Hp
—>p4 D
2M;,=0 — N,*2a-4P*a=0 IM-.=0 = N, *a—N,*2a+P*a=0
N, =2P N, =3P
Znajomos¢ sit w pretach 1 oraz 2 pozwala wyznaczy¢ ich wydtuzenia:
P 4p
A1:3 L oraz 4, = <.
141 E,A,

Przemieszczenie punktu K bedzie zalezalo od przemieszczenia punktu B spowodowanego
wydtuzeniem preta 1 oraz wydtuzenia preta 2.
Plan przemieszczen pokazuje rysunek nizej.
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-« 2 A, — «24,+4, » u
i : '
a
A
A
a
. ! M e
Q @)
A A A
‘47{14‘7{14#‘7{14*

Potozenia punktu A po deformacji poszukujemy na prostopadtej do pierwotnego kierunku
preta 1 1 prostopadiej do kierunku odcinka AC, ktdéry jest nieodksztatcalny. Podobnie

postepujemy w punkcie K.

Wspdtrzedne przemieszczenia wektora punktu K wynosza:
ug =24 +4, i v =024 +4,)tgx

gdzie: tg a =1/2.

Przyklad 9.8.10. Pret BC ( na odcinku B/
— drewniany na odcinku /C — stalowy),
potrzymuje sztywna ram¢ AD konstrukcji
pretowej o geometrii i obciazeniu jak na
rys. Wyznaczy¢ wymiar a preta BC z
warunku nosnosci , jesli: wytrzymatos¢

T
i
2m
obliczeniowa na rozciaganie stali T
]L m

R, =215 MPa, drewna R, =8 MPa, i

warunku uzytkowania zadajacym aby
pionowe przemieszczenie punktu D - vp
nie przekraczato 1 cm. Modut sprezystosci
wynosza: stali £, = 205 GPa, drewna

E, =9 GPa.
Rozwiqzanie

vYivvvy

Obliczenie sit osiowych w precie BC.

Sitg na odcinku B/ wyznaczymy z warunku
zerowania si¢ momentéw wzgledem punktu
A wszystkich sit dziatajacych na odcigta
czg$¢ konstrukcji (rys. obok)

> M, =0,
Ny *42 +12%44/2 -10%4%2=0,
Ny, =2.142 kN.

Yvvvvy

5

Sita na odcinku /C jest réwna:
Niyc =Ng +P=2142+12.00 =14.142 kN.

=
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Wyznaczenie wymiaru a z warunku no$nosci:
pret stalowy:

2 £103
Mie_<p, ra”, 14192710 a>0915%107 m,
a4 4 215%10
pret drewniany:
Ny, 2.142%10°

<R, — 4a’> a>0.818%107 m.

4a’ 8*10°
Wyznaczenie wymiaru a przekroju preta z
warunku uzytkowania.

Pionowe przemieszczenie punktu D, ktére
wynosi (patrz rys. obok)

v, = DD cos 3

potrzebujemy wyrazi¢ poprzez wydluzenie
preta BC.

Z planu przemieszczeh pokazanego obok
odczytujemy,

_ 2, L2
cos§_6/ 4246 =0.832, A -
DD =+4*+6*tga=7211 1gx
iga=42 CC
Wydtuzenie preta BC :

Nylw , Niche _ 2.142%2:2 .\ 141425232
E;*Ag  E *Ac  9%10°*4a®> 205%10° *7a’ /4

Alge =CC = Al + Al =

=0.417%107a™>
Pionowe przemieszczenie punktu D:
vp =DD' cos f=33.938%CC =14.152%10" a2,
stad warunek uzytkowania daje:
14.152%10%a2 <1*¥107 — a>=1.189%107> m.

Jak widac z obliczen o wielkos$ci a decyduje w tym przypadku stan graniczny uzytkowania i
ostatecznie przyj¢to do wykonania a =1.20 cm.

Przyktad 9.8.11. Wyznaczy¢ sity w pretach uktadu pokazanego na rysunku, obciazonego sita
P = 48 kN jesli przekroje wszystkich pretéw sa jednakowe o polu A = 2 cm® . Okreglié
polozenie punktu przylozenia sity po deformacji jesli modut Younga materiatu pretow E =
205 GPa.
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«—32m — <18 m>

; vy [,=40m, [, =24 m, [;=3.0m
ZIL m sina=0.8
l cosa =0.6
P

Rozwiqzanie

Konstrukcja jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna. Wida¢ to wyraznie po wycigciu
wezla K, na ktéry, oprécz silty zewnetrznej P, oddziatywaja trzy niewiadome sity osiowe z
pretow, a poniewaz tworza one uklad sit zbieznych, to istnieja jedynie dwa niezalezne
warunki rownowagi. W przypadku konstrukcji statycznie niewyznaczalnych, aby wyznaczy¢
sity przekrojowe lub reakcje oprécz réwnan réwnowagi musimy sformutowa¢ réwnania
geometryczne wynikajace z kinematycznych warunkéw brzegowych (sposobu podparcia lub
wzajemnych potaczen elementow konstrukcji). Liczba niezaleznych rownan geometrycznych
jest réwna ,,krotno$ci” statycznej niewyznaczalnosci uktadu. Tak wiec komplet réwnan, ktory
pozwala na wyznaczenie sit przekrojowych, sktada si¢ z réwnan réwnowagi i rOéwnan
geometrycznych.

W tym miejscu nalezy powiedzie¢ jeszcze o innej waznej roznicy migdzy uktadami statycznie
niewyznaczalnymi i wyznaczalnymi. Rzecz w tym, ze na wielkosci sil przekrojowych w
konstrukcjach statycznie niewyznaczalnych maja wplyw: zmiany temperatury, btedy
montazowe, osiadanie podpodr, charakterystyki geometryczne przekrojéow (pole przekroju,
momenty bezwladnosci) jak 1 stale materialowe. W konstrukcjach statycznie wyznaczalnych
sity przekrojowe sa niezalezne od tych zjawisk i parametrow.

N; N, 4 f N Roéwnania réwnowagi:
2 X =0y
M
@ 7/ —N,sina+N;cosa=0’
K
2Y =0;
P N,cos@+N, + N, sina=P’

Warunek geometryczny w rozwazanym uktadzie wynika
z polaczenia trzech pretow w wezle K. Wydluzenia
pretow musza byC takie, aby po deformacji konce
pretow schodzity si¢ w jednym punkcie. Narysowany
obok plan przemieszczen stanowi podstawe do
sformutowania réwnania geometrycznego, a dokladniej
mowiac réwnania nierozdzielnosci przemieszczen. Przy
wyznaczeniu tego rdéwnania zastosujemy wczesniej
opisane podejscie, wykorzystujace iloczyny skalarne

wektora przemieszczenia K K (uy,v) i wersoréw
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kierunkowych pretéw uktadu e, e,, e5 .

I tak, wspétrzedne wersoréw w przyjetym uktadzie osi (i, v) sa: a(sin a,cosa), a(O, 1),

a(— cosa, sina).

Uktad rownan, z ktérego dla dowolnej geometrii uktadu tatwo mozemy wyznaczy¢ réwnanie
nierozdzielnosci przemieszczen ma postac:

KK -e,=4
KK -e,=4,
KK -e;=14

Z takiego uktadu zawsze mozna uzyska¢ rownanie wiazace wydtuzenia pretow.

Podstawienie danych z rozwazanego przyktadu daje uktad:
Ug SINO + Vg cOsO=A4,
Vg =4,

— Uy COSA+Vy sina=A4,

z ktérego otrzymujemy réwnanie geometryczne w postaci:

4, =4, cosa+ Ay sinax.

Ostatecznie komplet rownan do wyznaczenia sit przekrojowych przedstawia si¢ nast¢pujaco:
—N,;sina+ N;cosax=0

N,cosa+ N, + Nysina =P

Ny, _ N
EA

Nily .
COS +———=SsIna
EA

W wyniku jego rozwigzania otrzymujemy: N, =12.0 kN, N, =28.0 kN, N; =16.0 kN.

Wydtuzenia pretow wynosza:

12%10% *4 5 28%10° *2.4 5
= =1171%10"m, 4y = =1.639%10"m,
205%10° *2*10 205%10° *2%*10
103 *
I0710°%3 ) 171%10° m,

7 205%10° #2*10*

Wspoétrzedne wektora przemieszczenia punktu K, wyznaczone z uktadu réwnan:
Ug SINO + Vg cosa=4,

{ Vg =4, ’

sa rowne: Uy =0.234mm, v, =1.639mm .

Przyklad 9.8.12. Wyznaczy¢ sily w pretach podanego uktadu przy wzroscie temperatury

AT = 30° C, jesli: modut sprezystosci podiuznej stali E = 205 GPa a wspdiczynnik
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rozszerzalnosci liniowej & = 12%10° /°C przekroje poprzeczne wszystkich pretéw sa
jednakowe o polu A =2 cm’.

«—32m—»«1.8 m

\/ \/

[,=40m, [, =24m, [;=30m,

21 m sina=0.8
l cosa=0.6

Rozwiqzanie

Konstrukcja jest statycznie niewyznaczalna. wigc zmiana warunkOw jej pracy w postaci
zmiany temperatury czy przemieszczania si¢ podp6r skutkuje powstawaniem w niej sit
przekrojowych, w tym przypadku begda to sity podiuzne.

W réwnaniach réwnowagi nie wystapia zewngtrzne sily obciazajace, we wzorach na
wydtuzenia pre¢téw dojda cztony zwiazane ze wzrostem temperatury.

Réwnania réwnowagi:

VA £x -0
N A —N;sinax+N;cosa =0

2Y =0
N,cosa+N, + N;sina =0

K

Warunek geometryczny jest taki sam jak w przyktadzie 9.8.11 bo geometria uktadu jest
identyczna.

4, =A cosa+ Ay sina,
ale zmienia si¢ wzory okreslajace zmiang dlugosci pretéw, gdyz pojawia si¢ cztony zwiazane
ze zmiang temperatury:

_N

N, 1 N,
+&, AT, A =—224¢e ATl,, A, =3
A T 1 2 EA T 2 3

+&, AT [,
A T 3

4

i komplet réwnan do wyznaczenia sil osiowych w pretach ma postac:

—N,sinat+Nycosax=0
N,cosa+ N, + N5y sina =0

N, N;l
Ll e, AT, |cosa+| —=2+&, AT, |sina
A EA

N, 1,
——=+&. 4T, =
EA T 2 (

W wyniku jego rozwigzania otrzymujemy: N, =—7.38 kN, N, =12.30 kN, N; =-9.84 kN.
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Przyktad 9.8.13. Wyznaczy¢
sity w pretach uktadu
pokazanego na rysunku,
obciazonego sita P = 60 kN jesli
wszystkie prety maja jednakowe

przekroje poprzeczne 1
jednakowe sa ich  moduty
Younga.
«—3m>e—4m—>
Rozwiqzanie

Konstrukcja jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna.

N, Réwnania réwnowagi:
(\
a, K 2 X =0,
a, a, —N,cosaty =N, cost, + Nycosa; =0

Ny Y =0;

N, sinat; =N, sind, — N5 sinot; =P~

Réwnanie nierozdzielno$ci przemieszczen napiszemy na
K podstawie przyjetego ( narysowanego obok) planu
> przemieszczen. Wektor przemieszczenia liniowego wezla
w ktorym przylozona jest sita, w przyjetym ukladzie

As odniesienia (u, v), ma wspétrzedne K K (u P ).
Wersory kierunkowe osi prgtéw maja wspotrzedne:

e (cos Q, sinq, ), g(— cos,, sind, ),

Z(cos Oy, Sinoly ).

N ‘t ,///,
v K
v
Z geometrii konstrukcji bez trudu wyznaczamy:

cosay =0.600, sina; =0.800, cosa, =sina, =0.707, cosay =0.800, sino; =0.600.

Uktad réwnan, z ktérego mozemy wyznaczy¢ rOwnanie nierozdzielno$ci przemieszczen ma
postac:

KK e =4

KK e, =|4,] -

KK -e,y=|4)]

cosa Fuy +sinay ¥ vy =| 4] 0.600% 1, +0.800* v, =| 4|
—costy Fuy +sindy *vg =[ A, = 1=0.707%u, +0.707* v, =[ 4,
oSl *uy +sinot * vy =45 0.800% 1 +0.600%* v, =| 4|
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W réwnaniach wystepuja bezwzgledne wartosci zmian dlugosci pretéw, bo plan
przemieszczen zaklada réwniez skrocenie niektorych pretéw.

Z tego uktadu wyznaczamy poszukiwane rownanie geometryczne:

5 .000*| A 1| —5.000*| A 3| = 1.414*| A ,|, ale plan przemieszczen zaklada wydiuzenie preta 7 i

skrocenie pretow 2 1 3, wigc 4,<0 oraz 4;<0, zatem |A2|=—A2 i |A3|=—A3, i

ostatecznie rOwnanie geometryczne ma postac:

5.000*%A , +5.000*%A , =-1.414*A .
Uwzgledniajac, ze sztywno$¢ na rozciaganie EA wszystkich pretéw jest jednakowa, komplet
rownan do wyznaczenia sit w pretach podanego uktadu jest nastepujacy:
—0.600N, —0.707N, + 0.800N, =0
0.800N, —0.707N, —0.600N, =60
5.000N, ¥*5+5.000N, *5=-1.414N, #3J2%3

W wyniku jego rozwiazania otrzymujemy:

N, =26.353 kN, N, =—41.034 kN, N, =—16.505 kN.

Przyktad 9.8.14. Wyznaczy¢ potrzebna Srednice
stalowych  odksztalcalnych  pretéw  uktadu
obciazonego jak na rys., jesli: ¢g=50 kN/m,

Narysowany pogrubiong linia pr¢t ABC jest B C
nieodksztatcalny. « 1.0 m < 1.0 m ple—1.0 m-»
Rozwiqzanie

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny. Aby wyznaczy¢ sily przekrojowe oprécz
jednego rownania rownowagi potrzebujemy dodatkowo jednego réwnania geometrycznego.

7 . Z b N NZ
Rownanie rownowagi: : . q /
M, =0

2
N, *1+N, 5 ———g*3%].5=0
J2

Poziomy pret jest nieodksztatcalny, i moze si¢
obracac¢ tylko wzgledem punktu A.

Pamigtajac o tym, ze potozenia punktéw po
deformacji  poszukiwa¢  bedziemy na
prostopadtych do pierwotnych kierunkéw
pretéw, mozemy napisa¢ ponizsze réwnanie
geometryczne:

¥=C2C ,ale BB =A; CC =+24,
stad:

2A, =424,
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.. N, N,l e L
Podstawiajac za A4, = El L oraz A, =—22 wraz z zaleznoéciami miedzy dhugo$ciami
1 2
pretéw ich przekrojami i modutami Younga do réwnania geometrycznego otrzymujemy:

N1:2N2.

Komplet rownan z ktérego mozemy wyznaczy¢ sity w pre¢tach ma postac:

2
N,+——N, =4.5¢
1 /_2 2

N, =2N,

a jego rozwiazanie daje: N, =131.80kN, N, =65.90 kN.

Potrzebne $rednice pretow wyznaczymy z warunku no$nosci:

7di ,131.80710 d,>3.189%1072 m.

Pret 1: ﬂSR
Al

4 165%10°
2 %103
Pret 2: Ny g 7d; 56590 12 - d, 2225551072 m.
Ay 4 16510

Poniewaz sily w pretach zostaly wyznaczone przy zatozonych proporcjach A =2A, wigc
srednice pretow zwiazane sa zalezno$cia d, =2 d, 1 do wykonania przyjeto d, =3.20cm a
d, =226cm.]

Przyklad 9.8.15. Wyznaczy¢ naprg¢zenia i zmiany B C
dtugosci odksztatcalnych pretéw ukladu pretowego
obciazonego jak na rysunku, jesli sita P = 100 kN,
pola przekrojow poprzecznych pretow
A =4 cmz, Ary=2 cmz, modut sprezystosci podtuznej
E] = E2 =205 GPa.

Rozwiqzanie
Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.

Réwnanie réwnowagi:
EMg =0

Nl*l—N2*2—P*1+§*1=O

K—P—

Na podstawie zalozonego planu przemieszczeh mozemy napisac
rOwnanie geometryczne, dokladniej réwnanie nierozdzielnosci
przemieszczen. W tym przypadku ma ono postac:

| A|=| 4, |tg

Plan przemieszczen zaktada wydluzenie preta 1 1 skrocenie preta 2,
zatem 4, >0, a 4, <0 stad |A1|=A1 i |A2|=—A2, a poniewaz

tgx =0.5 réwnanie geometryczne przyjmuje formg:

Zmiany dtugosci pretow wynosza:
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A :Nlll A :Nzlz .
1 EA ’ E,A,

Komplet réwnan do wyznaczenia sit osiowych w odksztatcalnych pretach uktadu:

N, -2N, =50%10°

205%10° #4%10™*  205%10° *2*10~*

Naprezenie normalne w przekroju poprzecznym pretow i zmiany ich dtugosci wynosza:

. . N, 10%*10°
w precie 1- rozcigganym; o=—=

A " ae10 =25.0%10° Pa =25.0 MPa
1

%103 *
g =Mh_ 10 ;0 2 ~=0244#107 m=0.244 mm .
EA, 205%10° #4%10"
N 10
w precie 2- sciskanym; o=—2=- 20 104 =—-100.0*10° Pa =-100.0 MPa
A, 2%10”
—_920*103 *
p Nab 2207107 G g0 m= - 0.488 mm .

T E,A, 205%10° %#2%107%

Przyklad  9.8.16.  Wyznaczy¢ sity w B C
odksztatcalnych pretach uktadu jak na rysunku, o
spowodowane wzrostem temperatury A7 =45 °C, T
jesli  wspdiczynnik  rozszerzalno$ci  cieplnej 21 10m
liniowej & =12%107° / °C, pola przekrojow A 1 L
poprzecznych pretéw A; = A, = 2 cm?, modut o

sprezystosci podtuznej E; = E, = 205 GPa. ‘ 20m N

Rozwiqzanie

Konstrukcja jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna.

W réwnaniach réwnowagi nie wystapia zewngtrzne sity obciazajace, we wzorach
okreslajacych zmiang dtugosci pretow dojda czlony zwiazane ze wzrostem temperatury.

Réwnanie réwnowagi:
IM,z=0
N, *1-N, *2=0
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Roéwnanie nierozdzielnosci przemieszczen :
| 4|=] 4,1,
ale 4, <0,a 4, >0 stad | 4]|=-4,1|4,|=4,,

wigc rOwnanie geometryczne przyjmuje forme:

Zmiany dtugosci pretow wynosza:
N, N, |
A="LLve AT, A, =—22+g, ATL, .
EA E,A,

Komplet réwnan do wyznaczenia sit osiowych w odksztatcalnych pretach uktadu:

N 2N
- 4+12>'<10‘6*45>'<1=—2( ! 4+12*10‘6*45*2j -
205*10° *2*10° 205*10° *2*10°
N, =-24600 kN; N, =-12300 kN.
Naszkicujmy potozenie punktu K po deformacji konstrukcji.
N, - 8
A ="LLye ATl = 24500 2 CH+12%107° #45%2 =
E A 205*10° *2*10™
-3 -3 B
=(-1.20+1.08)*107 =—0.12*107> m, -
5
N,!1 - * &
A =—224e ATI, = 129300 ! 4+12>*<10‘6>'<45>*<1= S
EA, 205*10° *2*10™
=(-0.30+0.54)*107 = 0.24*10™ m. 0.12%10° m
Przyklad 9.8.17. Wyznaczy¢ sity w b4
odksztatcalnych prgtach ukfadu, ktore T |
powstaly w wyniku btedu montazowego. 1.0m
Pret 1 wykonany zostal za krotki o 4 =2 v Y
mm. Srednice pretow WYynosza + 2
odpowiednio: d;, =1.0 cm 1 d, =2.0cm 1.Om
a moduty Younga E, = E, =205 GPa. i A
A B C
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Rozwiqzanie
N 1 N 2 . . . .
Uktad jest jednokrotnie statycznie
niewyznaczalny.
— Roéwnanie réwnowagi:
Hy & A B C IM, =0
Va * *9—
L l&=].0 m= 1.0 m *<=1.0 m-™ N N, 7220

Réwnanie geometryczne:

a-ja) |4 ale 4, >0, a A,<0 stad
T | , 2 q
|4,|=4, i |4,]=-4,,
“1.0m><+1.0m—>< 1.0 m» zatem: 4, ==2(4-4,).

Komplet réwnan do wyznaczenia sit osiowych w odksztatcalnych pretach uktadu:

N, +2N, =0
NZZZ =9 A_Nlll
9 N22 =2 2*107 - 92N; 7|
205%10° (72%/4) %10~ 205%10° (12 /4)*10~

Sity w pretach wynosza: Ny =15.613kN, N, =-7.806 kN.

it
Przyklad 9.8.18. Wyznaczy¢ sily w ltm 1
odksztatcalnych pretach uktadu, ktére )
powstaly w wyniku btedu montazowego. v ¥
Pret 1 wykonany zostat za diugi o 4 = 2 ljm 2
mm. Srednice  pretow wynosza
odpowiednio: d, =1.0 cm i d, =2.0cm i ¢
a moduty Younga E, = E, =205 GPa. A Adp

« 10m e 1LOm ple1.0m)

N, N, Rozwiqzanie
A Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.
—> Réwnanie réwnowagi:
Hy T B C M, =0
Va N, *1+N, *2=0
«1.0m >« 1.0 m »—1.0 m
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Réwnanie geometryczne:

#:@ ale 4,<0, a 4,>0
‘A1‘=—A1 i ‘Az‘:Az
zatem

« 1.0m>< 1.0m < 1.0 m A, =2(4+4,).

stad

Komplet réwnan do wyznaczenia sit osiowych w odksztatcalnych pretach uktadu:

N, +2N, =0
N212:2 A_l_Nlll
N, +2N, =0
2
9 sz ;=2 24107 + 9 le i
205+10° (722/4 )10 205%10° (7124 )10

Sity w pretach wynosza: Ny =—15.613 kN, N, =7.806 kN.

Sprawdzmy spelnienie warunku geometrycznego i naszkicujmy obraz konstrukcji po
deformac;ji.

— %
4 = Nib _ 1956123 2 - =-1.9394%10" m
EA  205%10°(z12/4)*10”
%
A, = Naby _ 38062 ! - =0.1212%10" m
EA,  205%10°(722/4)*10”
1 2
A 0,0606 C

Warunek geometryczny miat postac

A, =2(A+A,) i jak tatwo sprawdzié

wyznaczone przemieszczenia go spetniaja: 2.0000

0.1212%107° =2(2-1.9394)*107° m. B

Przyktad 9.8.19. Wyznaczy¢ sity w odksztalcalnych pretach 7 1 2 uktadu przegubowo-

pretowego jak na rys. Pola ich przekrojéw poprzecznych A, = A, = A, modutéw sprezystosci

podtuznej E, = FE, =E.

—>

{\30 kNm
B

Ko
A |

A
«——3m —pe——4m-—pn
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Rozwiqzanie

Uktad jest jednokrotnie statycznie
niewyznaczalny.
Réwnanie statyki:

dYM,=0,

N, *3+N,*4-20*%5%2+30=0.

3
l—3m 4 m—»

Vi
Z pokazanego obok planu przemieszczen B
wyznaczymy réwnanie geometryczne. A sina=3/5=0.6
. . |
Sztywna rama BAC moze si¢ tylko cosa=4/5=0.8

wydluzenie prgta pierwszego 4,, przy
nieodksztalcalnym precie AB, okreslamy
polozenie punktu B po deformacji i tym 4m
samym narzucamy, ze wszystkie punkty l

obraca¢ wokot przegubu A. Zadajac TB

sztywnej ramy BAC obracaja si¢ o ten
sam kat ¢, a to definiuje potozenie A
punktu C po deformacji i wydtuzenie «—3m — de——4m—»
preta drugiego 4, .

Pokazany 1 opisany obraz przemieszczeh daje zaleznosci

1gQ= BB'/AB, a poniewaz dtugo$¢ AB=5 m,a BB =4 \/sina, to
gp=4,/3.

Réwnoczesnie 1g @ = CC'/AC ,idalej AC=5 m,CC = A2/cosa, wige
igp=A4,/4.

Zatem réwnanie geometryczne ma postac:

Mh g5k
E A E,A,
Uktad réwnan do wyznaczenia sit w pretach przedstawia si¢ nastgpujaco:
{3N1 +4N, =170

A,/3=4,/4 N, =0.375N,.

N, =0.375N,
Sity w pretach podanego uktadu pretowego wynosza: Ny =12.439kN, N, =33.170 kN.
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Przyktad 9.8.20. Wyznaczy¢ naprezenia f X
normalne w odksztalcalnych pretach /12 15 m ) 40 kN 20 KN/
potrzymujacych sztywna tarcze ABC ’ i v m
pokazana na rys. Pole przekroju f C 30 kKNm
poprzecznego preta 2 oraz preta I na L5 m e
odcinku DF wynosi A ,=2 cm?®, pole | D F G
przekroju poprzecznego prgta [ na * X 1 + ’
odcinku FG jest réwne A =2A, 1.5m 15 kNA B
Modut Younga materiatlu obu pretow i X =
wynosi E. = o
€1 5mPe] S mPle—4m-—>»
Rozwiqzanie
Mo N 0N 20 KN/m
\ 4
Uklad jest jednokrotnie statyczne C 30 kKNm
niewyznaczalny. v O
Roéwnanie rownowagi: ioF — F G
z X — 0’ <__R— 3m
15 kN
—Nypp =N, /A2 -15+20%3=0. A B |,

Pokazany obok plan przemieszczen
pozwala wyznaczy¢ rOwnanie
geometryczne. Sztywna tarcza ABC
moze przemieszczaé si¢ tylko poziomo.
Zadajac wydluzenie prgta pierwszego
A4, definiujemy potozenie wszystkich jej
punktéw a to okresla wydluzenie preta
drugiego 4, .

Zatem réwnanie geometryczne ma postac:

A=24,.

Pret pierwszy jest obciazony sitg osiowa 15 kN w potowie swej dlugosci 1 dodatkowo ma

zmienny przekrdj wigc jego wydltuzenie jest réwne:

_Nipp ¥15 (N, pp +15)*1.5
EA, E*2A,

a4, , 1 rOwnanie geometryczne jest nastgpujace:

Nipr *1.5 (N,pp +15)%1.5 _ s *1.5
EA, E*2A, EA,

Uktad réwnan do wyznaczenia sit w prgtach ma postaé:
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{ Nypr +N, /N2 =45

2.25N,pp +11.25=1.5%2 N,

Sity w pretach podanego uktadu pretowego maja wartosci: N, = 23.571kN, N, =30.305
kN, N,z; =38.571 kN.
Napre¢zenia normalne wynosza:

w precie /
%103
na odcinku DF o = M =117.855MPa,
2*%10°
£103
na odcinku FG o = 38.5717107 iO =96.428 MPa,
4%10°
w precie 2
%103
o= w =151.525 MPa.

2%107%

Przyklad 9.8.21. Wyznaczy¢ wykresy N(x), u(x) i o, (x) w precie obciazonym osiowo i
zamocowanym miedzy nieodksztalcalnymi §cianami jak na rysunku.

HAP b; ::P | I; ¢ HG’ Dane:
A X B DZa c D [a I;Z;gglél\li;a=2cm,
e L5mple—1.5m e 1.5m ple—1.5m
Rozwiqzanie

Konstrukcja jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna.
Réwnanie réwnowagi:
Réwnanie geometryczne:

Al =0 = Al +Alg. +Alp +A4ly; =0 —
NAB lAB+NBC lBC+NCD lCD+NDG ZD
EAyp E Apc EAcp EApg
—HA*1.5+(—HA+P)*1.5+(—HA+P)*1.5+(—HA+P—P)*1.5:
E(2a)’ E(2a) Ea® Ea®

C=0 -

0

W wyniku rozwigzania tego uktadu réwnan otrzymujemy: H , =50.0kN 1 H; =—-50.0kN.

Wartosci sit podtuznych sa rowne:

Wartosci napr¢zen normalnych o, wynosza:
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O, s =—3125MPa, 0, =31.25MPa, 0,y =125.00MPa, o, ,; =—125.00 MPa.

X X

Wartosci wydtuzen poszczegélnych odcinkéw preta wynosza:

—_50%103 *
Ay =Nanlap SO0 5394107 m = 20229 mm
EA,;;  205%10° *16*107*

Al = Nac lye _ 50%10° *1.5
B EApe  205%10° *16%107*

=0.229*%10" m = 0.229 mm

=0.915%10>m =0.915 mm

Nep Lep 50*10° *1.5
EAcp  205%10° #4%10°

_Npglpg  —50%10°*1.5

Al = = =—0.915%107m =-0.915 mm
EAp;  205%10° #4%107*

Al =(-0.229+0.229+0.915-0.915)*107 =0

Wykresy poszukiwanych wielkosci:

u P P
> 1< >
[
A X B C D G

e L5mple—1.5m e 15m ple—1.5m

N(x)
<+> = v
- (x)
" kN
2 |s Q
\
oy (X)
o
v
5 2 = x O (%)
HHEOR . | MPa
s s
g gl | <
u(x)
] ¥
S ‘ <‘> X u(x)
> mm
w
>
(@)
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Przyklad 9.8.22. Stup Zelbetowy o przekroju 0.4x0.4 m i zbrojeniu 8 @ 22 mm obciazony jest
osiowa sila Sciskajaca P = 3000 kN. Wyznaczy¢ napr¢zenia w stali zbrojeniowej 1 betonie
jesli moduty Younga stali E; =205 GPa i betonu E, = 32.5 GPa.

J,P A, =04%0.4=1600%10"*m’

A, =30.41%10"*m*

Rozwiqzanie

Przy zatozeniu pelnej przyczepnosci stali 1 betonu zadanie
jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne. Réwnanie

e e =

0. o o rownowagi w ktérym N, — sita przenoszona przez beton,
00 a N; — sita przenoszona przez stal ma postac:
N,+N,6=P

Warunek geometryczny, ktéry wynika z zalozonej przyczepnosci moéwi o rédwnosci
przemieszczen w obu elementach sktadowych konstrukcji:

Al, = Al

Stad komplet réwnan do wyznaczenia sit osiowych jest nastgpujacy:

N, +N =P N, + N, =3000%10°
Nbl _ Ns,l — Nb _ NS
E, A, E A 32.5%10° %1600 *10™*  205*10° *30.41%107*

W wyniku rozwigzania otrzymujemy: N, =2678.84kN; N, =321.16 kN, i obie sily sa
Sciskajace.
Naprezenia $ciskajace w betonie i stali sag rowne:

_N, _ 2678.84%10° _1674 MPa, o, = N, _ 321.16%10°

A, 1600%107* CAy 3041%1077
Przyktad 9.8.23. Jak zmienia si¢ stosunek energii odksztalcenia objgtosciowego Uy i energii
odksztatcenia postaciowego Uy do catkowitej energii U w zaleznosci od wartosci liczby
Poissona ¥ w 0siowo rozciagany precie pryzmatycznym.

Op =105.61 MPa.

Rozwiqzanie

N N

)

=

-
-
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2

1-2v 1+v

(o)
U, =|®,dV = c’V: U,=|®,dV=—-c*V; U=U,+U,=-2V.
v £V 6E ° f lf 3 ° Y
ke, k
A MRV
1O =
U, 1 U, 2 =Tk |
kVZFVZE(l_ZV)’ kf=7f=§(1+l/) 2/3--/ ! i
1/3 1
k !
\i‘ v
Q i 1 >
0.25 0.50

Przyktad pokazuje, ze w analizowanym przypadku:

e ilo$¢ energii, ktéra zuzywana jest na zmiang postaci zawsze jest wigksza od tej, ktora
zuzywana jest na zmiang objgtosci,

¢ w materiatach niescisliwych (v =0.5), cata praca sit zewnetrznych zuzywa si¢ na zmiang
postaci.

Przyktad 9.8.24. Obliczy¢ zmiang objgtosci AV rozciaganego osiowo sita N preta o dlugosci
[ 1 polu przekroju poprzecznego A wykonanego z materiatu o statych sprezystych E oraz v .

Rozwiqzanie
Wzgledna zmiana objgtosci w punkcie okreslona wzorem (6.19) wynosi:
D=¢,+¢€,+¢€,.

Aby otrzymac catkowita zmiang objg¢tosci ciata nalezy wykonac catkowanie po jego objgtosci

av=[[[pav =[[[le,+e,+e.)av.

W rozwazanym przypadku preta rozciaganego osiowo stata sita N, otrzymujemy:
N Nl

AV =|||\&, +€,+€. )JdV =(1-2v)—V =(1-2v)—.
[l v+ )av =0-20) Ky ==

W izotropowych liniowo sprgzystych materiatach liczba Poissona zawiera si¢ w granicach
0< v <£0.5, wigc pret rozciagany osiowo wykonany z takiego materiatu zwigksza swoja

objetosc.
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