Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materialéw. Poprzeczne zginanie

11. POPRZECZNE ZGINANIE
11.1. Naprezenia i odksztalcenia

Poprzecznym zginanie wystgpuje woéwczas, gdy do pobocznicy pregta pryzmatycznego o
symetrycznym przekroju poprzecznym przytozone jest obciazenie roztozone symetrycznie
wzgledem ptaszczyzny symetrii preta, ktore w jego przekroju poprzecznym redukuje sig¢ do
momentu zginajacego M i sity poprzecznej Q. Plaszczyzna dziatania obu tych sit

przekrojowych zaréwno Q jak i M , jest ptaszczyzna symetrii preta. Zagadnienie to wystgpuje
wtedy, gdy moment zginajacy zmienia swoja warto$¢ na dtugosci preta, gdyz - zgodnie ze
NV dM ,(x) .
znang zalezno$cia rézniczkowa - d—zQZ (x), wéwczas sita poprzeczna 0. (x)%0
by

(patrz rys. 11.1).

ST~ [ o

- @b 0.0

Rys. 11.1

W tak obciazonym pre¢cie poszukiwac bedziemy macierzy naprezen, odksztatcen oraz wektora
przemieszczenia w dowolnym jego punkcie. Postawione zadanie, w tym przypadku, nie daje
si¢ rozwiaza¢ w sposob Scisty nie tylko metodami wytrzymatosci materiatow ale i metodami
teorii sprezystosci. Aby uzyska¢ zaleznosci okreslajace poszukiwane wielkosci, konieczne
bedzie przyjecie dodatkowych zatozen upraszczajacych. Mozna jednak pokazaé poprzez
eksperymenty doswiadczalne i numeryczne, ze otrzymane w ten sposob wyniki nie odbiegaja
w sposodb istotny od Scistych rozwigzan dla szczegdlnych przypadkéw poprzecznego zginania,
a ich niewatpliwa zaleta jest prostota formy.

Jednakze zanim przejdziemy do ich wyznaczenia, przeanalizujmy deformacj¢ zginanego
poprzecznie wspornika o przekroju prostokatnym pokazanego na rys. 11.2.
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Wspornik pokazany w lewej czg$ci rysunku sktada si¢ z kilku potozonych na sobie
elementéw , a w czgsci prawej wspornik wykonany jest z jednego elementu. Obraz deformacji
na rys. 11.2 pokazuje, ze w przypadku poprzecznego zginania przekroj ptaski 1 prostopadty do
osi preta w konfiguracji poczatkowej nie pozostaje ptaski po przylozeniu obciazenia, jak to
byto w przypadku zginania prostego. Dowodzi to wystapienia odksztatcen katowych (w
pokazanym przyktadzie bedzie to y,. ) widkien rownolegltych do osi ukfadu odniesienia i, co

za tym idzie naprezen stycznych w przekroju poprzecznym. Mimo tego, przy wyprowadzaniu
zaleznosci okreslajacych odksztatcenie liniowe przyjmiemy spelnienie hipotezy Bernoulliego
gloszacej, ze przekrdj ptaski i prostopadly do osi preta przed przytozeniem obciazenia
pozostaje ptaski i prostopadly do ugigtej osi po przytozeniu obciazenia. Mozna pokazac, ze
takie zalozenie upraszczajace bedzie skutkowato w wartosciach naprezen normalnych biedem
rzedu A/l gdzie: h jest wysokoscia przekroju preta, a [ jego dlugoscia. Stad tez nalezy
pamigta¢, ze wyprowadzone zalezno$ci moga by¢ stosowane w przypadku zginania
poprzecznego pretéw dtugich.

Po tych wstepnych uwagach rozwazmy pokazany na rys. 11.1 pret pryzmatyczny o polu
przekroju poprzecznego A, okreslony w uktadzie wspotrzednych (X, Y, Z) w ktérym osie (Y,
Z) sa gtéwnymi centralnymi osiami bezwtadnos$ci przekroju poprzecznego, a plaszczyzna (X,
Z) jest ptaszczyzna symetrii prgta i zarazem plaszczyzna obciazenia. Material prgta jest
izotropowy, liniowo spr¢zysty o statlych materialowych E oraz v.

Dalej postgpowaé bedziemy wedlug schematu, ktéry poprzednio byt juz dwukrotnie
zastosowany. Po dokonaniu myslowego przekroju preta na dwie czesci w miejscu o odcigtej
x, odrzuceniu czgsci Il 1 przylozeniu do czgsci I uktadu sit wewngtrznych (rys.11.3)
rozwazymy trzy komplety réwnan tzn. rtéwnania réwnowagi, geometryczne i fizyczne.

4‘ Z T.XZ
Ty
S AY M,(x)
1 u { ()
. |
—x—
Rys.11.3
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Réwnania réwnowagi wynikajace z twierdzenia o rownowazno$ci odpowiednich uktadow sit
wewnetrznych i zewngtrznych w tym przypadku przyjma postac:

[[o.daa=0 ([[z,da=0 [[z dA=-0.x)
A A

A

” (—Z'xyz+1'xZ y)dA = 0, ” o.zdA =M (x) ”—nydA _o. (11.1)
A A "

Réwnania geometryczne napiszemy przyjmujac, ze:

e przekroje ptaskie i prostopadle do osi preta przed przylozeniem obciazen pozostaja
ptaskie i prostopadte do ugigtej osi preta po przytozeniu obciazen,

e odksztalcenia katowe wtdkien réwnolegltych do osi uktadu odniesienia sa réwne zero,

® odksztalcenia liniowe zwiazane sg zaleznoscia: €, =€, =—V&€

X

e gbrne widkna ulegly wydtuzeniu, a dolne skrdceniu, istnieje warstwa wtdkien - warstwa
obojetna, ktérych dlugos¢ nie ulegta zmianie, cho¢ przyjety forme krzywoliniowa o
zmiennym promieniu krzywizny p(x), i w konfiguracji poczatkowej wiékna te lezaty na
ptaszczyznie (X, Y).

Odksztatcenia liniowe & wyznaczymy analizujac

wydluzenie odcinka prgta o dowolnie matej dtugosci dx
przed przylozeniem obciazen (rys. 11.4). Po deformacji
przekroje skrajne obroca si¢ i utworza dowolnie maty kat
de(x). Jesli p(x) jest promieniem krzywizny warstwy
obojetnej, to odksztalcenia liniowe &£, wiokien odlegtych o

warstwa | dx ¥ z od warstwy oboj¢tnej wynosza:
ObOJetZZ) " p(x) o - lim ddv_
> dx =0 dx
_ lim [o(x)+ 2] dp(x) - p(x)de(x) __z
Rs. 11.4 dp(x) =0 p(x)dp(x) p(x)

Réwnania geometryczne zapiszemy w postaci:

£, = E,=E,=-VE =~V

p(x)
Yy = 0, Yy = 0.

Podstawienie tych odksztatcen do réwnan fizycznych daje ponizsze zalezno$ci i wartosci
naprezen:

o,=—| &+
1+v 1-2v

(ex +E&, +€Z)} - o,=F¢,,
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E
o.=——| & +
1+v 1-2v

(ex+ey +8Z) - 0,.=0,

Txy = G }/xy - Txy :O ’ Tyz = G yyz - T}’Z :O :

W wyniku podstawienia do réwnan réwnowagi zawierajacych naprezenia normalne
otrzymujemy:

jAjadizo - jAjEedizo - plix)£jsz=o

E

IAJ.—nydAzo - _p(x)LijdA:O
&J.O'xszzMy(x) N plgx)J;'[ZZdA:My(x)

zalezno$¢ miedzy krzywizna osi zdeformowanego preta i momentem zginajacym:

M
L _ y(x), (11.2)

plx) EJ,

co pozwala napisa¢ zwiazki wigzace moment zginajacy z odksztalceniem liniowym 1
naprezeniem normalnym:

M
e = O (11.3)
EJ,
M, ()
_ 11.4
o, 7 (11.4)

y

Aby wyznaczy¢, ostatni, nieznany element macierzy naprezen 7., wytnijmy z dtugosci preta

Xz
dwoma ptaszczyznami prostopadtymi do jego osi odcinek o dowolnie matej dtugosci dx i
rozwazmy rownowage gornej jego czgsci odcigte] ptaszczyzna z = const (rys. 11.5).

}‘? (2) Ay
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Sity przytozone do tej odcigtej czgsci winny spetnia¢ ogdlnie znane warunki rownowagi.

Jezeli przez 7, oznaczymy Srednie naprezenie styczne na Sciance BCDF to jeden z

warunkéw réwnowagi a mianowicie sumy rzutéw sit na o§ X mozemy zapisa¢ w postaci:
> x=0

— [[o (0 dA+Z,, b(2) dx+[[ o (x+dx)dA=0
A, A,

Wykorzystanie zaleznosci (10.4) wiazace] napr¢zenia normalne z momentem zginajacym, a
nastgpnie twierdzenia Lagrange’a pozwala przepisa¢ powyzsze rownanie w formie:

—HM;(X) CdA+E, b(2) dx+”{My(x)+de} <da=0
A

dx

y A, y

gdzie: 0<a <lI.
Podstawiajac do rownania zwiazek rézniczkowy migdzy momentem zginajacym 1 sifa
poprzeczna mozemy otrzymac:

“ J, b(z)

Po obustronnym pI‘ZGJ sciu do granicy dx — 0 otrzymujemy ostatecznie zaleznos$¢ okreslajaca
poszukiwane naprezenia styczne:

7 = Q(X+a'dX)J-'[ dA.

Ta=Tx :_M ’ (11.5)
J, b(2)

gdzie: 7

X7

- Srednie naprezenie styczne we widknach z = const w przekroju preta o
wspotrzednej x,
S, (z) - moment statyczny wzgledem osi zginania czesci przekroju ponad wiéknami w
ktérych wyznaczamy napr¢zenia,
b(z) - szeroko$¢ przekroju na wysokosci z ,
0, (x) - sita poprzeczna w przekroju w ktérym wyznaczamy naprezenia.
Znaki w wyprowadzonych wzorach obowiazuja przy przyjetych zwrotach osi uktadu
odniesienia 1 sit przekrojowych. W przypadku innych zwrotéw nalezy dokona¢ odpowiedniej
korekty znakéw.
Zatem macierze naprezen i odksztalcen w pregcie poddanym poprzecznemu zginaniu w
ptaszczyznie (X, Z) maja postac:

o, 0 17, £, 0 Ve /2
T,={ 0 0 0|, T,=| 0 -—ve, 0 (11.6)
7, 0 0 7./2 0  -ve,

w ktérych naprezenia wyrazone poprzez sity przekrojowe i charakterystyki geometryczne
okreslaja wzory wyprowadzone wyzej a odksztalcenia liniowe 1 katowe zwiagzane sa z nimi
réwnaniami Hooke’a.

Warto jednak w tym miejscu dodaé, ze jest to najprostsza posta¢ macierzy naprg¢zen i
odksztatcen dla tego przypadku wytrzymatosci. Bywaja one jeszcze uzupetnione
naprezeniami 7,, oraz o,i odpowiadajacymi im odksztalceniami ale i wéwczas sa one
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przyblizone 1 nie spelniaja kompletu rownan zagadnienia brzegowego ciaglego osrodka
liniowo-sprezystego.

10.2. Analiza stanu naprezenia i odksztalcenia

Macierz naprezen przy poprzecznym zginaniu pokazuje, ze w tym przypadku wytrzymatosci
wystepuje ptaski, niejednorodny stan naprezenia, ktérego ptaszczyzna jest plaszczyzna
(X, Z). Naprgzenia gléwne (ekstremalne wartosci naprezen normalnych) i ich kierunki
wyznaczamy ze wzorOw wyprowadzonych przy analizie plaskiego stanu naprgzenia
podstawiajac do nich odpowiednie elementy macierzy naprezen:

2 2
Gx Gx 2 Gx Gx 2
O max = 2 + ( 2 \} + Ty O min = 2 - 2 T
Ty %
tg A nax = ’ tg A in =
max min

Napre¢zenia normalne w przekroju poprzecznym okreslone wzorem (11.4) sa liniowo zalezne
od wspétrzednej z, zeruja sie w punktach na osi ¥, jest ona ich osia obojgtna i osiagaja swa
maksymalna bezwzgledna wartos¢ w punktach od niej najodleglejszych. Poniewaz w tym
przypadku wytrzymatosci moment zginajacy zmienia swa warto$¢ na diugosci preta to
najwigksze naprezenia o,, w konstrukcji wystapia w przekroju maksymalnego momentu

zginajacego 1 sa rowne:

maxMy maxMy
max|0'x|=J—max|z| = W
y y

(11.7)

Jy
max| Z|

gdzie: W, = znany juz wskaznik wytrzymato$ci przy zginaniu wzgledem osi Y.

Analiz¢ rozkladu naprezen stycznych 7., w przekroju poprzecznym okreslonych wzorem
(11.5) zaczniemy od omdéwienia wystgpujacego w nim ujemnego znaku. Punktem wyjscia
przy jego okresleniu jest to, ze zwrot tych naprgzen jest taki jak zwrot sity poprzecznej i nie
zalezy od ukladu odniesienia. Przypisanie odpowiedniego znaku po ustalonym juz zwrocie
naprezenia stycznego zwiazane jest z przyjetym ukladem odniesienia i reguluje to umowa
znakowania naprg¢zen stycznych — reguta podwdjnej zgodnosci (zwrotéw osi uktadu
wspoéltrzednych 1 zwrotow normalnej zewngtrznej do ptaszczyzny przekroju).

Pokazane na rysunkach obok naprgzenia

42 styczne w obu przypadkach maja zwrot w do6t
. ) PP T->0
— (bo tak dziata na rozwazany przekrdj sita
v % poprzeczna) ale w przypadku po lewej nalezy v
v > Q:  przypisa¢ im znak minus (bo zachodzi X 0.
il niezgodno$¢ ich zwrotu z  dodatnim v
kierunkiem osi Z uktadu wspoétrzednych, przy v
T.,<0 rownoczesne] zgodnosci zwrotu normalnej vZ

zewnetrznej do przekroju ze zwrotem osi X ).
W dowolnym ustalonym przekroju poprzecznym preta naprezenia styczne sa funkcja jednej
wspotrzednej z. Powstaje pytanie, jaka funkcja ?
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Zacznijmy od prostego przypadku prostokatnego przekroju o wymiarach bxh, na ktéry
dziata sita poprzeczna Q,=Q skierowana zgodnie z osia Z. WielkoSci wystgpujace we

Wwzorze na napr¢zenia styczne w tym przypadku przyjmuja wartosci:

J,=bh* 12, b(z)=b,

h z bh

0 bh?

Tx

2 . 2]
’”*E_TH%J
2

- £ o 1—[LJ
bh®12%b 8 [ h/2 ]

!
|

_30

2bh

sl

i«u >
~

« b —»f

Zatem rozklad naprgzen stycznych po wysokosci przekroju prostokatnego jest funkcja
kwadratowa, ktéra osiaga ekstremalna warto$¢ na osi obojg¢tnej, a zeruje si¢ we widknach
skrajnych. Rysunek ponizej pokazuje opisang sytuacj¢ w aksonometrii oraz w plaszczyznie

X, 2).

o
o
ot

> > > »

Y 4 maxt .. = 30/2A
Pl T —
| maxz,. = 30/2bh w2 | 4
= 30/2A v la AL T 0
+ | L4
h?2 f@ X

Z naprezeniami stycznymiz, stowarzyszone

A sa naprezenia 7. (patrz rysunek obok) i
wlasnie te napr¢zenia sa  przyczyna
T rozwarstwiania si¢ preta  (Scinania) W
A ptaszczyznach réwnolegtych do ptaszczyzny
X Y).
Majac w pamigci rozktad naprgzen A Ty
stycznych dla prostokatnego
przekroju  narysowanie  ksztaltu v
rozktadu napr¢zen stycznych dla Y <
innych prostych przekrojéw, w
ktéorych  boczne  tworzace sa ¢@
odcinkami réwnolegle do osi Z nie ;7

powinno sprawia¢ trudnosci (patrz
szkice obok).
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Stan odksztalcenia przy poprzecznym zginaniu jest przestrzenny. Przy czym odksztalcenia
liniowe wtdkien réwnolegtych do osi Y to jedne z odksztalcen gtéwnych. Dwa pozostate to
odksztalcenia odpowiadajace kierunkom naprgzen gléwnych dziatajacych w plaszczyznie
X, 2).

11.3. Energia sprezysta preta zginanego poprzecznie

Po wstawieniu do wzoréw (8.18), zaleznosci okreslajacych elementy macierzy naprgzen dla
preta poddanego poprzecznemu zginaniu i wykonaniu catkowania po jego objetosci
dostajemy wyrazenie okreslajace wielkoS¢ energii sprezystej dla tego przypadku
wytrzymatosci:

u=Jijeav=[[f oz 2ive Jav -

l

, M) T 0.0, . tMX(x)  Lo(x
<ol ] e f g S5 e S

A y 0 y

2

gdzie:lc:i2 ” S;(x)
Jy 4 b (z)

energetycznym wspoéiczynnikiem $cinania (dla prostokata ma wartos¢ 1.2, a dla przekroju

kotowego 1.18).

Energi¢ sprgzysta uktadu ztozonego z wielu pretéw poddanych poprzecznemu zginaniu

obliczamy wykonujac sumowanie po wszystkich przedziatach charakterystycznych:

dA - wspolczynnik zalezny od ksztaltu przekroju nazywany

n

v-3

i=1

2 w12
M}' (X)dx+ K.j Qz (X)dX' (11.8)
12GA

2EJ, =

y 1

o —_

11.4. Wymiarowanie pretéw zginanych poprzecznie

Ograniczymy si¢ teraz tylko do wymiarowania ze wzglgdu na stan graniczny nosnosci
przyjmujac, ze bedzie on osiagnigty jesli przynajmniej w jednym punkcie dowolnego
przekroju poprzecznego preta, wartosci naprezen normalnych lub stycznych bgda rowne ich
wytrzymatosci obliczeniowej. Tak wigc stan graniczny no$nos$ci wymaga, w istocie rzeczy,
rownoczesnego spetnienia dwdch nierdwnosci:
e warunek no$nosci ze wzgledu na napr¢zenia normalne:

material preta ma roznq wytrzymatos¢ obliczeniowq na rozciqganie R, i sciskanie R,

max M |

M,
e 2 max|zc|SRC,

— Y ;
maxo,, ——max|zr|SRr 1 max‘O'xc
Ty y

gdzie:
- najwigksze naprgzenia rozciagajace i Sciskajace w przekroju

max o, 1 max ‘ O,.
poprzecznym konstrukcji,
max|z,| 1 max|zc| - odlegtosci od osi obojetnej skrajnych punktéw przekroju

poprzecznego, odpowiednio, rozciaganych i $ciskanych.
materiat preta ma jednakowq wytrzymatos¢ obliczeniowq na rozciqganie i Sciskanie
(materiat izonomiczny) R
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max M y

max|0'x| = W, <R
¢ warunek nosnosci ze wzgledu na naprezenia styczne:
max|z'xz| =max M .
Jy b(z)

gdzie: R, wytrzymalo$¢ obliczeniowa na $cinanie.

Punkt, w ktérym wystapia maksymalne napr¢zenia normalne to najodleglejszy od osi
obojetnej punkt przekroju poprzecznego, w ktérym wystgpuje maksymalny moment
zginajacy.

Nieco trudniej jest okresli¢ punkt wystapienia maksymalnych naprezen stycznych, jesli
przekr6j ma skomplikowany ksztalt (np. o zmiennej szerokosci). Wymaga to pewnej analizy,
ale bedzie to niewatpliwie punkt w tym przekroju gdzie wystgpuje maksymalna sita
poprzeczna.

Z tych dwoch wyzej podanych warunkoéw na ogét wystarcza spetnienie warunku stanu
granicznego nosnosci ze wzgledu na napr¢zenia normalne, gdyz te naprezenia w pretach sa
dominujace. Aby si¢ o tym przekona¢ policzmy stosunek maksymalnego napr¢zenia
normalnego o, do maksymalnego napre¢zenia stycznego 7, w belce wolnopodpartej o

przekroju prostokatnym bxh obciazonej jak rysunku.

Maksymalne napr¢zenia normalne wystapia w Srodku

p rozpigtosci we widknach skrajnych 1 beda mialy wartos¢
maxM Pl 6
max o, = =
AN W, 4 bh
« 1/2—>a—12—»] Maksymalne naprezenia styczne wystapia we witdknach na
o . ,, 30 3 P
osi obojetnej 1 beda miaty warto$¢ T, =—=——
IEE) 1 DRCR Ty M e T A 2 bk
3Pl
Jatem: MO _ 200° 21
" maxt, 3P h
4bh

Rozpigtos¢ belki jest w wigkszosci przypadkéw kilkanascie razy wigksza od jej wysokosci 1
podobnie dominuja wartosci naprezen normalnych nad stycznymi, a napr¢zenia obliczeniowe
przy rozciaganiu nie sg tak duzo mniejsze od tych przy Scinaniu, gdyz np.:

stal St3S R=215MPa, R,=0.58R

beton B20 R,=0.71 MPa, R,=0.75R

drewno sosnowe R, =12.5 MPa, R,=1.4 MPa.

Dla petnego sprawdzenia stanu granicznego nosnosci nalezatoby obliczy¢ napr¢zenia gtowne
(tzn. ekstremalne napr¢zenia normalne) i ekstremalne naprezenia styczne i porownac je z
warto$ciami odpowiednich wytrzymatosci obliczeniowych. Z reguty jest to jednak zbyteczne
gdyz dla belek zginanych o powszechnie stosowanych ( ,,nie udziwnionych”) ksztattach
przekroju, najwigksze naprgzenia normalne wystepuja we wtdknach skrajnych (w
ptaszczyznie przekroju poprzecznego) i tam tez wystgpuja ekstremalne napr¢zenia styczne ,
ktorych wartos¢ jest rtowna potowie tych naprgzen normalnych.

11.5. Trajektorie naprezen gléwnych w pretach zginanych poprzecznie
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Rozwazmy ptaska tarczg¢ w ptaszczyznie (X, Z) w ktdrej wystepuje ptaski stan naprezenia
okreslony macierza naprezen:

ktorej elementy sa funkcjami
zmiennych x oraz 7.

W kazdym punkcie tarczy mozemy
wyznaczy¢ napre¢zenia gtowne i ich
kierunki postugujac si¢ znanymi
wzorami:

2
o3 o3 5
O =— % ( xj +7., (a)
min 2 2 ‘
117
O in 11 Ty
tg aqu = p (b)
min

Rys.11.6

Wybierzmy w niej dowolny punkt I (rys. 11.6) i wyznaczmy w nim naprezenie giéwne o

max,]

i jego kierunek okreslony tg &

max,I °

punktu II. W punkcie Il wyznaczmy naprgzenie gtéwne o, ; 1jego kierunek okreslony

a nastgpnie przesunmy si¢ po tym kierunku do bliskiego

18 &,,,.; 1 Znowu przesunmy sig po tym Kierunku do bliskiego punktu III, itd. Dziatania takie

mozemy kontynuowac startujac od dowolnego punktu na brzegu tarczy i konczac na innym
punkcie brzegowym a ich wynikiem bgdzie krzywa tamana, ktéra w przypadku gdy z
odlegtosciami migdzy punktami bedziemy zmierza¢ do zera bedzie krzywa ciagta o tej
wlasnosci, ze w kazdym jej punkcie kierunek maksymalnego napr¢zenia gtéwnego o, jest
do niej styczny. Krzywa o takiej wlasnosci nazywac¢ bedziemy trajektoria maksymalnego
naprezenia gléwnego. Podobnie definiujemy trajektorie¢ minimalnego napr¢zenia gtéwnego.
W ptaskiej tarczy trajektorie maksymalnych 1 minimalnych naprgzen giéwnych tworza dwie
rodziny krzywych prostopadtych do siebie w kazdym punkcie.
Odniesmy teraz to co zostalo wyzej powiedziane do przyktadu belki wolnopodparte;j
obciazonej rownomiernie ktorej prostokatny przekrd) ma wymiary b* h (rys. 11.7)

7
A q

‘¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢‘
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Funkcja momentéw zginajacych i napr¢zen normalnych sa nastgpujace:

glx gx* M ,(x)
M},(x)ZT_T, O-X(X,Z):_ ‘;y Z, (C)

a funkcje sit poprzecznych i naprgzen stycznych maja postac:

gl 0.(x)5, (2)
xX)=——-¢qx, 7T,\xz)=—""""""F—, d
0.(x)="7-4q (x.2) e )
bh’ bh> bz’
w ktérych J, =——, S (z)=————, blz)=b.
en s, =2 s (=200 ()
Trajektorie maksymalnych 1 minimalnych naprezen gléwnych to krzywe catkowe nizej
podanych réwnan rézniczkowych:
T T
18 &y = % =—* s 18y = % =—= ’ (e)
dx O, dx o,

do ktérych trzeba wstawi¢ zaleznosci (a), (¢) i (d).

Rozwiazanie réwnan (e) daje dwie rodziny krzywych, ktérych przebieg jest naszkicowany na
rys. 11.7. Linia ciagta naszkicowana jest trajektoria maksymalnego naprezenia gléwnego
(rozciagajacego), a linia przerywana pokazuje trajektori¢ minimalnego napr¢zenia gtéwnego
(sciskajacego). Kazda z tych trajektorii przecina o$ X pod katem 45°, bo tam panuje czyste
$cinanie, i podchodzi do odpowiednich krawedzi (rozciaganych lub $ciskanych) belki pod
katem prostym.

Zagadnienie trajektorii naprezen gtéwnych jest szczegdlnie wazne przy ksztaltowaniu
zginanych poprzecznie belek zelbetowych. Poniewaz wytrzymatos¢ betonu przy rozciaganiu
jest kilkanas$cie razy mniejsza niz przy $ciskaniu, a stal posiada duza wytrzymatos¢ przy
rozciaganiu, wigc w obszarach belki gdzie wystgpuja naprezenia rozciagajace przenosza je
stalowe prety powszechnie nazywane - zbrojeniem. Przebieg zbrojenia w zelbetowej belce
winien w przyblizeniu odpowiada¢ ksztaltowi maksymalnych naprg¢zen gtéwnych, i stad
zbrojenie pracujace na rozciaganie, w belce wyzej analizowanej, bedzie miato ksztatt
naszkicowany narys. 11.8.

— NN\N\N\ I IIEEN

Rys.11.8
11.6. Przyklady
Przyklad 11.6.1. Wyznaczy¢ Ay
potrzebny przekrdj stalowej belki z — 13 KN/
dwuteowej ze wzgledu na stan - m %

graniczny no$nosci jesli i h* v $ VYV VYV VY Jy B N

wytrzymatos¢  obliczeniowa  stali
wynosi R = 175 MPa. Po przyjeciu I=60m " e

dwuteownika wyznaczy¢  jego

131



Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materialéw. Poprzeczne zginanie

no$no$¢ na zginanie.

Rozwiqzanie

Maksymalny moment zginajacy w belce wynosi:

2 % (2

max M =%=ﬁ=58.50 KNm,

Warunek stanu granicznego nosnosci daje:

max M | max M %103

——2<R 5> W,2——2 > W, >85710° (334510 m = 334 e’
W, R 175%10°

y
Przyjeto I 240, ktérego W, =354 cm’.

Przy tak przyjetych wymiarach przekroju
poprzecznego  napr¢zenia normalne  w
skrajnych widknach przekroju maksymalnego

momentu zginajacego (Srodek rozpigtosci Ay
belki) wynosza: . e 165.25 @
; M,  585%10° T ' Ox
oM = L= ——=—16525MPa 24cm 44— MPa
W, 354*%10 MV=5|8'5 kNm @ 16525
M %103 :
gloime =2 = 58.5 106 =165.25 MPa
W, 354*10"

y
a ich rozklad pokazuje rysunek obok.

Przez no$nos¢ przekroju na zginanie rozumie¢ bedziemy najwigkszy moment zginajacy, ktéry
przytozony do przekroju nie wywoluje w zadnym jego punkcie naprg¢zen normalnych
wigkszych od wytrzymatos$ci obliczeniowej jego materiatu .

Nosno$¢ na zginanie, przyjetego dwuteownika, wyznaczymy z warunku stanu granicznego
nosnosci:

max M

TySR — maxM <WR — maxM A <354%175=61950 Nm.

Przyktad 11.6.2. Jaka dodatkowa P Z B

sita P mozna obciazy¢ pokazanag z ¢=1.0kN/m T
Y

drewniana belke¢ aby naprezenia I
normalne nie przekroczyty A > AN

wytrzymatosci obliczeniowej R = 10 «X 20m —Me— 20m —»
MPa. T I=40m Y
Rozwiqzanie 6 em
Wskaznik wytrzymatosci przekroju poprzecznego belki wynosi:

bh®> 6%*20°
W,=—-= =400cm’.

6 6
Maksymalny moment zginajacy w belce (wystapi on w $rodku jej rozpigtosci) wynosi:
2
max M | =ﬂ+P—l.
4

Warunek stanu granicznego no$nosci daje:
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max M. > Pl 10°4> P4
W—’SR - %+TSW),R - +Ts400*10‘6*10*106+ P <2000 N.

y
Przyklad 11.6.3. Wyznaczy¢ wymiary przekroju poprzecznego belki ze wzgledu na stan
graniczny nosnosci jesli wytrzymatosci obliczeniowe stali sa rowne R = 175 MPa oraz
R;=0.6R.

Po przyjeciu wymiaréw wyznaczy¢ wykres naprgzen normalnych i stycznych w przekroju
o-o. oraz naprezenia gtéwne i ich kierunki w punkcie K tego przekroju.

" 1
20 kN/ m 20 kNl
JZAN

|
AR EEER He
B
€2 M gm e 4m e 2 ¥ i K
la a [~ T
A e
1.5a 2 150
Z . .
Y Rozwiqzanie
20 kN/ m 20 kNl Zaczniemy od wyznaczenia wartosci  sil
#/ YoV VvV VY V¥ przekrojowych. Na wykresach pokazanych
x £ o obok zaznaczone sa ich wartosci w punktach
€2 e 4 e 4m e charakterystycznych jak i ich ekstremalne
wartosci.
My
/!\ = ‘ KNM g M, =50.0kNm, max Q. =60.0kN.
S c
= ~ Nastgpnie  przejdziemy do  wyznaczenia
U potrzebnych  charakterystyk  geometrycznych

przekroju poprzecznego belki.
«3m* Potrzebujemy wyznaczy¢ gtéwne centralne osie
bezwtadnosci. O$ Z, jako 0§ symetrii jest jedna z
N nich, druga o§ Y jest do niej prostopadia i
przechodzi przez $rodek cigzkosci przekroju.

2 =)
© ‘ + a Musimy go wyznaczy¢.
SE S
4z Pole przekroju:
T < T A=12a*2a+2*1.5a*a=27a"
- Moment statyczny wzglegdem dowolnie
6a \© 6.611a R
S przyjetej osi Yo:
Y
l v OJ R S ,0=2%1.54*(~5.5a)=-16.54"
Y
T f Wspétrzedna srodka cigzkosci w uktadzie
]z 5.389a (Yo, Z):
— _ 3 2 _
“T: L 2o =8,0/A=—-16.54’[27a*> =—0.611a
2a] e
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Gtéwna centralna o§ Y w tym zadaniu jest
osia zginania 1 o0sia obojetng naprezen
normalnych.

Moment bezwtadnos$ci przekroju poprzecznego wzglgdem osi obojetne;j

2a*(12a)° 1.5a%a°

J, =" kel
12
Wskaznik wytrzymatos$ci
W o— J, 3689174
Y max|z| 6.611a

+2a*12a*(0.611a)* +2 +1.5a% a*(4.889a) |=368.917 a*

=55.804 a*

Potrzebny wymiar ze wzgl¢du na naprezenia normalne.
Najwigksze (co do bezwzglednej warto$ci) napr¢zenia normalne wystapia w przekroju
maksymalnego momentu zginajacego we widknach gérnych.

max M , maxM 5 50%10°

—— SR> W, 2——— 55804a"2——- — a200172m=172cm.
W, R 175*%10

Potrzebny wymiar ze wzgledu na naprezenia styczne.

Najwigksze (co do bezwzglednej warto$ci) napr¢zenia styczne wystapia w przekroju

maksymalnej sity poprzecznej (na prawo od lewej podpory) we widknach na osi Y.

Moment statyczny czgsci przekroju powyzej widkien w ktérych wyznaczamy napr¢zenia:

$,(0)=6.611a*2a*6.611a/2=43.705 a’

max Q, S},(O)<R . 60*10°*43.705 a*

<R, - <0.6%175%10° - ¢ >5.82%10"m = 0.582 cm.
J,b(0) 368.917 a* * 24

Przyj¢to do wykonania a =1.8cm.
Wyznaczymy teraz wykresy naprgzen normalnych i stycznych w przekroju o-o gdzie
moment zginajacy ma wartos¢ M f_“ =40kN i rozciaga widkna gérne a sita poprzeczna jest

dodatnia i ma warto$¢ Q7 “ =60KkN (patrz rysunek nizej).

‘ wymiary w cm ‘ Ox Tz
7 MPa MPa
A
+ I 122.910
@ |
11.9
19.8 M7 Y l =)
Q;z—a T —— 10.970
v 9.7
v L © | 81.596 i 6.135
gL x| Lo 2454
»2.7]3.6 2.7«
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Moment bezwtadnosci wzgledem osi obojgtnej:
J, =368.917*1.8* =3872.743 cm*.
Wartosci naprgzen normalnych:

M 40*10°

o, zZ= — Z
J, 3872.743*10

O_g(irne_ 40*103

11.90%1072 =122.910 MPa,
g 3872.743%107°

gidome ___40*10°
! 3872.743*107°

(-9.70%1072) =-100.187 MPa,

2103
oK 40*10

* T 3872.743%10°° (~7.90%1072) =-81.596 MPa.

Wartosci naprezen stycznych:
wtokna gorne i dolne: z=11.90 oraz (—9.70 ) cm
7,.=0

witdkna na osi obojetnej: 7=0

S,(0)=11.9%3.6%11.9/2=254.898 cm’

0 5,(0) 60*10° *254.898 % 107°

T, = =—
¢ J,5(0) 3872.743% 107 #3.6 %10

witokna: z=-7.90 cm

=-10.970 MPa

Moment statyczny, wzgledem osi obojgtnej, wchodzacy do licznika wzoru na naprgzenia
styczne mozna policzy¢ od czesci przekroju znajdujacej si¢ ponizej widkien (tak jest
prosciej) biorac jednak do dalszych obliczen jego bezwzgledna warto$¢ gdyz zwrot naprg¢zen
stycznych generuje zwrot sity poprzecznej i przy przyjetym uktadzie wspotrzednych jest on
ujemny, co zostato juz uwzglednione w znaku we wzorze na naprgzenia.

S,(~7.9)=9.0%1.8%8.8=142.56 cm’

Dla tej wspotrzednej z wystepuje skokowa zmiana szerokos$ci przekroju dlatego tez wystapia

dwie wartosci naprgzen stycznych.

_ 60%10°*142.56%107°
3872.743% 1078 *3.6*1072

=—06.135 MPa,

X7
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%107 #142.56*107°
T, =— 60*10 856 0 —=— 2454 MPa.
3872.743%107% *9.0*10~

Obliczenie naprezen gtéwnych i ich kierunkéw w punkcie K przekroju o-ct.

W tym punkcie wystgpuje ptaski stan naprgzenia (wszystkie wektory naprezen przypisane
dowolnym ptaszczyzna przecigcia leza w plaszczyznie (X, Z)) okre§lony macierza naprezen:

x (—81.596 -6.135
T, = MPa
—-6.135 0

K K \? 2
o _O i\/(q} o (5): :—81.596i\/[—81.596j L L6.135)°

oX =0.459 MPa, o =-82.055 MPa.

min

K
T -6.1 |
tga'/max 1)? = 0.135 =-13.3660 — a'maX:—85°43
ok 0459
K
gty === 01D _oog 5 g =417
ok~ —82.055
TZ O = 0.459
6.135
44—
% Opin = 82.055
: : |
_ \ amin:4o 17
7 —»
81.596 81.596
a mm—82.055
nd a,,. =85 43
6.135

Przyklad 11.6.4. Wyznaczy¢ wymiary ptaskownika, ktéry nalezy przyspawa¢ do podlek
dwuteowej stalowej belki I 200 pokazanej na rysunku w celu zapewnienia jej potrzebnej
nos$nosci. Wytrzymatos¢ obliczeniowa stali R = 150 MPa.

AZ
V4 — 10 kN/ m 10fm__ y Dane ? tablic prhofili
walcowanyc
X $$$$$$$$$$$ 1 J21400m
<—1_604q 10 em W, =214 cm’
9 cm [«—»|

Rozwiqzanie
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Maksymalny moment zginajacy dziatajacy na belkg:

2 w2
ql” _10%6" _ s 00 kNm

maxMy =

Maksymalny dopuszczalny moment zginajacy, ktoéry dany przekréj dwuteowy moze
przeniesc:

dop M ;=W ,R=214*¥10"°*150%10° =32100 Nm = 32.10 kNm.

Belka nie moze przenies¢ zadanego obciazenia, jej przekrd) wymaga wzmocnienia.

Przyjeto do wzmocnienia dwa ptaskowniki o wymiarach 7.0*0.8 cm przyspawane do pétek

dwuteownika.
Moment bezwtadnosci wzmocnionego przekroju wzgledem osi oboj¢tne;j:

7%0.8>

J :2140+2( +7%0.8% 10.42j:2140+ 1211.39+0.60=3351.99 cm*
Wskaznik wytrzymato$ci wzmocnionego przekroju:
W, =3351.99/10.80=310.37 cm’.

Dopuszczalny moment zginajacy ktory moze przenies¢ wzmocniony  przekrdj (no$nos¢
przekroju na zginanie):

dop M , =W ,R=310.37%107° *150*10° =46555.50 Nm = 46.56 kNm.

Nosno$¢ wzmocnionego przekroju na zginanie jest wigksza od maksymalnego momentu
zginajacego dziatajacego w przekroju.

Plaskowniki wzmacniajace przekro) belki potrzebne sa tylko na dilugosci belki gdzie
wystepuje moment zginajacy wigkszy od 32.10 kNm.

Miejsce wystgpowania tego momentu:
2
M(x):SOx—IO%:SZ.IO — x’-6x+6.42=0 — x,=140m, x,=4.60 m.

Dano ostatecznie dwa ptaskowniki 7*0.8 cm na dtugosci 3.30 m.

Na rysunku ponizej linia przerywana narysowano wykres momentow zginajacych
dziatajacych na belkg, linia ciagla pokazuje warto§ci momentéw, ktére belka moze przenies¢.
Wykres narysowany linig ciagta musi obejmowac¢ wykres narysowany linig przerywana.

10 kN/ m y «*7cm
087 |
£+$+++++$+++¢ A
paN A 10 cm v
“ 14 de——320m—»la 14 > %
« —
6.00 m 10 em
\ / r
\ C|> C|> <|: / «—»9cm
9 \\\ ; i I / ]W‘y
i \ [<a) <t @ / kKNm
L b
v \ . ) %
lf] N e
\O NS i
< ~—_l_-—-
€ 1.35 Pe———330m >« 1.35 »
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Przyktad 11.6.5. Dla spawanej belki o symetrycznym przekroju teowym jak rysunku
wyznaczy¢ najwigksza dopuszczalng wartos¢ sity P (nosnos¢ belki) ze wzgledu na:

¢ napre¢zenia normalne jesli R = 175 MPa

® napre¢zenia styczne przy $cinaniu spoin jesli R ,, = 105 MPa.

» |+ 5cm

zZ P T grubos¢ spoin
R 30 cm a=04cm
' i

[« 3.0m e 3.0 m

6 cm
* 20 cm—»
z P
L
Rozwiqzanie N ;
Z pokazanych obok wykreséw momentéw i « 3.0m se 3.0 m_s
sit poprzecznych wynika, ze: <
max M _P =
y - 4 9 °~4 ]‘4‘y
max Q, =—. ‘
2 N 0.
N N
© ~
‘ oy
Wyznaczenie osi gléwnych centralnych i 47z
potrzebnych charakterystyk geometrycznych S5cm > | |«

nie powinno stanowi¢ trudnosci.

Ich potozenie pokazuje rysunek obok a
moment bezwladnosci 1 wskaznik
wytrzymatosci  wzgledem osi  zginania

30 cm i
Y
WYNOSza: l ot »
6  cm
A

B . A
J,=33210.00 cm’, 13 em
J, 33120 3 \—‘ v
W, = = =1443.913cm".
max| Z | 20 cm
Nosnosc¢ belki ze wzgledu na naprezenia normalne:
max M
——<R — maxM ,<W R — PO 1443913100 ¥175%10° — P <252.685KN
W, 4
AZ
W celu wyznaczenia no$nos¢ belki ze v
wzgledu na Scinanie spoin policzymy v
wpierw sil¢ rozwarstwiajaca migdzy y T
stopka a S$rodnikiem na jednostke | To
dtugosci belki. p- 4 PPy
G »‘ X
« < < < “(
b
38— 7 ——» « 1
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Zakladajac  rownomierny  rozktad
naprezen stycznych (patrz rysunek
obok) sita ta jest rOwna:
T:TZX*b*IZQZ Sy b:Qz Sy ,
J,b J,
gdzie: Q. =P/2, S, =6%20%10%10"°=1200%¥10° m’ (to moment statyczny potki
wzgledem osi zginania).
Ta site¢ musza przenies¢ dwie spoiny, ktorych powierzchnia scinania na jednostkowej dlugosci
wynosi: A, =2%a*1=2%0.4%10" =0.80*107 m”.
Przy zatozeniu rownomiernego rozktadu naprgzen Scinajacych w spoinach, naprezenia winny
spetnia¢ warunek:

L <r,,.

sp
Stad no$nos¢ belki ze wzgledu na Scinanie spoin wynosi:

S
T<R, A —>QZYSRA -

ts“isp ts“isp
y

b 2*J R, Ay, 2%33210%107° #105%10° *0.8 %107
s, 1200%107°

Zatem najwigksza dopuszczalna sita jaka mozna obciazy¢ analizowana belk¢ ma wartos¢
252.685 kN.

=464.940 kN.

Przyktad. 11.6.6. Dla belki o schemacie i przekroju jak na rys. wyznaczy¢ w przekrojach

a-a,pB-Biy-y:

¢ rozktad naprezen normalnych i stycznych w przekroju poprzecznym,

® naprgzenia gtdwne 1 ich kierunki oraz maksymalne naprgzenia styczne 7, W
zaznaczonych pigciu punktach po wysokosci przekroju,

AKZ
-1
Z 1,

OtT Yo7 g=0Km =30 |y
KR*'**H###### n >
T T * |4
X | o N 5"

: 94 Y v
lalm»elm>e— 2m —»
» 6cm e

Rozwiqzanie
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Wykresy sit przekrojowych wraz ich
warto$ciami w zadanych przekrojach
pokazane sg obok. a B y
Potrzebne do wyznaczenia napr¢zen wartosci ' ! :

charakterystyk geometrycznych wynosza: A y v :* Y v i Y vvvy L
moment bezwladnosci wzgledem osi ! | ! —

obojetne;j @ B 'y M.

%193 oy
7, =0 1122 = 864.00 cm*, K KNm
momenty statyczne wchodzace do wzoru na 2 S
napre¢zenia styczne w zadanych kolejnych @')\y\ lg 1\;
punktach przekroju =

= o

Sy,IZSy,SZO’ <t N

S,y =8,4=3%6%45=81.00 cm”
S,3=6%6%3=108.00 cm’

Przekroj oo —a (przekroj podporowy)

M, =0, Q,6=40.00 kN

Naprgzenia normalne w przekroju poprzecznym o, wobec zerowania si¢ momentu
7ginajacego sa rowne zero.

Naprezenia styczne w przekroju poprzecznym:

Q.5,(z)
sz -
Jy b(z)
40*10°*81%107°
sz,l - sz,S = 0, sz,Z - sz,4 = 264 * 10—8 By 10_2 =-6.25 MPa,
40*10°*108*107°
T3 = =-8.33 MPa.

864*107° *6%107
Naprezenia gtéwne 1 ich kierunki
W przekroju wystepuje czyste $cinanie i napre¢zenia gtéwne w kazdym punkcie sa réwne
wystepujacym w nim naprezeniom $cinajacym a ich kierunki nachylone sa pod katem 45° do
os1 Y (patrz rys. nizej na ktorym opisane sa tylko wartosci o,,,, ).

Maksymalne naprgzenia styczne sa w tym przypadku rowne napr¢zeniom stycznym w
przekroju poprzecznym.

AhZ

O-x Z.XZ O-max O-min Tmax
1] ] |
6.25 42_¢ 625 MY I\ 62s 6.25 6.25 6.25
— 7N |
X
98.334 L1833 @8.33 = 8.33 2 8.33
- ANH
|
6.25 @¢ 6'25: ’/450 o2 6.25 6.25 6.25
- R
51 [ ' -
a
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Przekroj B—

M, =30.00 kNm, Q, =20.00 kN,

w przekroju wystgpuje poprzeczne zginanie i w ogélnosci kazdy punkt tego przekroju (z
wyjatkiem skrajnych) znajduje si¢ w ptaskim stanie napr¢zenia, ktérego plaszczyznag jest
plaszczyzna (X, Z).

Napre¢zenia normalne w przekroju poprzecznym

M,
o, =—2
J,
k 3 * 3
1 ——30—1086”‘10_2 =-208.33 MPa, o, , =—30—1083”‘10_2 =-104.17 MPa,
' 86410~ ' 864*10~
%103
G0y =0, 0,4 =—— 0 (L341072)=104.17MPa
' 864*10~
%103
o5 = W (L6+1072)=20833MPa
' 864*10~
Naprezenia styczne w przekroju poprzecznym
~0.5,0)
Xz Jy b(Z)

20%10°*81*%107°
T TThgs = 0, T =Ta =7 864*10_8 - 6*]0_2 =-3.12 MPa,

£103 * 10
T3 =—20 10 8108 10 5 =-4.16 MPa.
' 864*107° *6*10~

Naprezenia gtéwne 1 ich kierunki

(o) o

2
2 Xz
O-max: X_|__ ( Xj +Z.xz’ tgamax:

min 2 2 min (o

max
min

Punkt 1

O-max,l =0 ’ tg amax,l =9, a'max,l =-90 ’

Cing =—208.33MPa, 18, =0, « 0°.

minl —

Punkt 2

2
G,y = 10417 i\/(_104'17j +(=3.12) . 0,» =0.09MPa, G, , =—104.26 MPa,

min,2 2 2
19, ., = B2 e S Opppn = —89°50"
2 0.09 ’
19 iy = 32 575107 S 0y =0°10" .
2 —104.26 ’
Punkt 3
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=+,(-4.16)’ , 5,,., =416 MPa, © —4.16 MPa,

max,3 max,3 min,3 —

min,3

tga‘/maxj :_44—'1166:_1 - a’/maxj =—45° » tgamzn3 %12:1 - mm3 =45° .

Punkt 4

=—0.09 MPa,

max,2 min,2

min,2 2

2
= 104.17 i\/[10217j +(_ 312)2 s Gmax,Z :10426MP3, o

—312 _ 575107 S o,
104.26 ’
=312 =89°50' .

tg Otmin,z = m =34.67 — a’mini

18 i = = —0°10' ,

Punkt 5
O s =208.33 MPa, 1tg«

max, max,5 = O , O = 0 ’

max,5

O-min,S = O ’ tg amin,S =09, mmS - 90

Maksymalne napr¢zenia styczne :
OCpux — O

T — _ max min
max
2

Punkt 115
T Tppaxs =104.16 MPa

max,1 —

Punkt 3

max 3

Punkt 2 14
T

=4.16 MPa

, =52.18 MPa

max,2 max

A Z
208.33 208.33 >

e =] |« 20833 =

3.12 0.09
_.T¢<_ — 104.17
. — x ’

208.33 |

3.12110.09 104.26

—14.16 H 4.16

@
-
-t
<
v
T — — — — —

208.33 208.33 208.33 208.33 104.16

E
&

142



Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materialéw. Poprzeczne zginanie

Przekroj vy —v (przekroj w Srodku rozpietosci)

M, =40.00 kNm, O, =0

w przekroju wystgpuje proste zginanie wzglgdem osi Y 1 w kazdy punkcie przekroju
wystgpuje jednoosiowy stan naprgzenia, reprezentowany przez naprezenie o, ktore jest
rownoczesnie jednym z naprezen gtéwnych.

Napre¢zenia normalne w przekroju poprzecznym

M
o, =—7
Jy
*103 *103
= —40—1086*10‘2 =-277.78 MPa, ¢, = —40—1083*10‘2 =—138.89 MPa,
T 864%10° T 864%10°
* 3
G0y =0, 0,y =—— 10 (341072)=138.89 MPa,
’ T 864%10°
* 3
oo =10 (L 6x102)=277.78MPa.
7 864%10°

Naprezenia styczne w przekroju poprzecznym 7, wobec zerowania sig sity poprzecznej sa

rowne zero.
Wartosci naprezen gtéwnych, ich kierunki oraz maksymalne napr¢zenia styczne pokazane sa
nizej.

277.78 | 271.78 138.89
~ 1« = =/ |*

138.89

-« _’ 138.89 138.89 69.44

®
«W—» D | 27778 @ 138.89

277.78

MPa

Przyklad 11.6.7. Obliczy¢ warto$¢ energetycznego wspoétczynnika $cinania K dla podanych
przekrojow.
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AAZ i
| R I
: |
ht+—o—1 » jL
J % 1

«—b—» Sl g il ) e

Prostokqt
) " b2h4(1_4zzj2 ,
N B
144 2 ’

i =i 1
-1

Latwo i warto zauwazyc¢, ze energetyczny wspétczynnik $cinania dla kwadratu 1*1 bedzie tez
miat wartosci 1.2 bo jak wida¢ z powyzszych obliczen jego wielkos¢ nie zalezy od b oraz h.
Liczenie powyzszej catki po obszarze 1*1 jest znacznie prostsze.

Przekroj skrzynkowy i dwuteowy

Wartosci energetycznego wspoétczynnika $cinania dla obu przekrojéw beda takie same.
Obliczenia przeprowadzimy dla przekroju skrzynkowego.

A=6%12-4%10=32,

%193 *103
J:612_410

, =530.667,
12
{2; 0<|z|<5

b(z)=
6; 5<|z|<6

5 o 6%1%55+2%5%2.5-2> =58 -z 0<|z|<5
(2)= ,
‘ 6%6%3—3z" =108 —3z%; 5<|z|<6
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S? 5 232 6 _a.23\2
| @ 2 J-(SS ) 2dz+jw6dz _
I 530667 T|) 2 ! 6

[5 6
=113.633*107° j(58— 222 dz +3 j(36— zz)zdz} -
LO 5

5 6
=113.633%10° j(3364—116z2+z4)dz +3J-(1296—72z2+z4)dz}=
LO 5

=113.633*107°(12611.667+126.600 ) =1.433+0.014=1.447

Wynik obliczen pokazuje, ze decydujacy wptyw na wielko$¢ k¥ ma §rodnik nie pétki. W
pokazanym przyktadzie udzial §rodnika stanowi 1.433/1.447 = 99 %.

Przyklad 11.6.8. Obliczy¢ energi¢ sprezysta U dla belki wspornikowej obcigzonej jak na
rysunku.

z P
Y P=10kN, =020 m,
7 — X b=00lm h=002m,
T h L4
+ V E=205GPa, v=0.3
W)
/ |

Rozwiqzanie

Policzymy catkowita energi¢ sprg¢zysta tej belki wykorzystujac wzdér wyrazajacy energie
sprezysta poprzez sity przekrojowe:

M) 0’(x)
U= ZIEdX +ZK'.[ECZX.
M(x) = P(x-1); O(x)=P

[ 2 _ 2 l
Uzjmdxﬂ.zj
) 2K, )

2 273 2
P o=l 1n P
2GA  6EJ, 2GA

_0.01%0.02°

y

A=0.01%0.02=2.00¥10"*m>? J =0.667 %10 m*,

*109
G= E__205*710 =78.846*%10° N/m>.
20+v) 2(1+0.3)
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_ 10° *0.200° . 1.2#10° *0.200
6+205%10° *0.667*10°  2+*78.846*%10° *2.000*10~*
Widoczny jest dominujacy wplyw momentéw zginajacych w energii sprezystej, udzial sit
poprzecznych w tym przykladzie wynosi 0.008/0.983 = 0.8% i z reguly jest pomijany w
obliczeniach .

=0.975+0.008 = 0.983 Nm.

11.7. Belki zespolone
11.7.1. Napre¢zenia normalne w belkach zespolonych

W konstrukcjach budowlanych bardzo czesto spotykamy si¢ z ustrojami pretowymi
wykonanymi z materiatéw o réznych wilasnosciach fizycznych, wspétpracujacymi ze soba na
powierzchni styku w sposéb ciagly. Takie konstrukcje nazywaé bedziemy belkami
zespolonymi, a typowe ich przyklady jak belka zelbetowa czy obetonowana belka drewniana
pokazane sa narys. 11.9.

beton
477

drewno

Rys. 11.9

Wyznaczymy zaleznosci podajace rozklad napr¢zen normalnych w belkach zespolonych
zginanych poprzecznie.

Przy ich wyprowadzaniu przyjmiemy, ze:

e spetniona jest zasada ptaskich przekrojéw Bernoulie’go

¢ materialy sktadowe belki sa liniowo sprgzyste 1 r16znia sig jedynie statymi materiatowymi

® obciazenie 1 przekrdj poprzeczny belki spetnia warunki poprzecznego zginania.

Rozwazmy przekrdj belki zespolonej pokazany na rys. 11.10, w ktérym moment zginajacy
jest rowny M , (x). O$ Z jest osia symetrii przekroju, a widkna lezace na ptaszczyznie (X, Y)
nie zmieniaja swej dlugosci po przylozeniu obcigzenia wigc 0§ Y jest osia obojgtna. Jej
potozenie, na razie nie znane, wzgledem widkien dolnych okres§la wspétrzedna zp .

Z
. 1-tv” materiat
O-xi

Rys. 11.10

Zatozenie plaskich przekrojow pozwala zapisa¢ réwnanie geometryczne okreslajace
odksztatcenia liniowe dowolnych widkien w postaci:
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£, =a(x)z

gdzie: z - wspotrzegdna widkien mierzona od osi obojetnej Y (osi zginania),
a(x) - krzywizna osi belki.

Liniowo sprezyste fizyczne wtasnosci ,,i-tego” materialu powoduja, Ze naprezenia normalne

W Nim wWynosza:

c.,=E e =E a(x)z. (11.9)

Te napr¢zenia musza spetnia¢ réwnania réwnowazno$ci odpowiednich ukladow sit
wewngtrznych 1 zewngtrznych:

[[o.da=0,
A

”zedA =My(x) .

Podstawiajac do pierwszego z nich (11.9) po kolejnych przeksztatceniach :
k k k
E.
c,.dA =0 — Y Eax)||zdA =0 — || zdA, =0,
2l 2] 20

otrzymujemy réwnanie do wyznaczenia osi obojetnej Y :

k
> 8,:(z0) =0, (11.10)
i=1

gdzie: k - ilo$¢ materiatéw sktadowych belki,

n, =—- ,a E, tomodul Younga materiatu przyjetego za poréwnawczy,
0

S yi(z0)=” zdA; moment statyczny wzgledem osi Y pola przekroju zajmowanego
A
przez ,,i-ty” materiat.

Podstawiajac do drugiego réwnania réwnowaznosci wzor (11.9) 1 wykonujac szereg
przeksztatcen :

i.” O, zdA; :My(x)% iEi a(x)jj Z2dAi ZM},()C)—) a(x)i %jj Z2dAi :My(X)’

otrzymujemy rownanie do wyznaczenia krzywizny osi belki:

M \x
a(x)= ) (11.11)
EyJ,,
k
gdzie: J,,, = z n j J. z%dA, - tzw. wazonym moment bezwtadnosci. (11.12)
i=1 A

Podstawiajac (11.11) do (11.9) otrzymujemy wzor podajacy rozktad naprezen normalnych w
przekroju poprzecznym zginanej belce zespolone;j:
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Z . (11.13)

11.7.2. Przyklady

Przykitad 11.7.2.1. Wyznaczy¢ rozktad naprezen normalnych na podporze B zespolonej belki
drewniano-betonowej, pokazanej na rysunku, przyjmujac, ze modut Younga betonu Ej, jest
czterokrotnie wigkszy od modutu Younga drewna Ej;.

10 cm
A X B 20cm  Ep-4*Eq
i N\
D 6 cm
—— 4m — s« 2m —f £s
» e |«
410 4
Rozwiqzanie
A 7
o 1
Jako material poréwnawczy przyjmiemy ljz 17.4
drewno, stad wielkosci dotyczace betonu, l
przy zatozonym stosunku EyE; , beda p Y .
mnozone przez 4. T wymiary w
o= 18.6 om

Potozenie osi obojgtne;j:

»\O\k—g
I

2 ‘
Z”i Syi( 29 )=0; > e e

i=1 410 4

10%20% (16— z,)+ 4 [18%36% (18— z,)-10%20* (16— z,)]=0 — z, =18.60cm.
Wazony moment bezwtadnosci wzgledem osi oboj¢tnej Y-

2 3
10*20
Jyw= 2 mid =
i=1

18+%36°

+10%20%2.6% +

%703
+4 10*20

+18*36*0.62—( +10*20*2.62ﬂ=274813cm“.

Wartosci naprezen normalnych obliczamy ze wzoru:
M

_ Y
O, =n; T Z

yw

1 wynosza one w betonie:

gorne 2*103
ol =4—————0.174=0.507 MPa,
274813*10"
2%10°
doine —4 —08(—0.186)=—0.541 MPa.
274813%10°
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w drewnie:
. x103
5T = A_S 0.074 = 0.054 MPa,
274813%10
*® 3
dolne — 2710 (= 0.126) = —0.092 MPa.

274813%107

AZ

0.507

Y 0.054

v
Q
-

MPa

0.092
£ 9 Josa

Przyktad 11.7.2.2. Wyznaczy¢ potozenie osi oboj¢tnej i wazony moment bezwladnosci
zespolonej belki drewniano-stalowej pokazanej na rysunku jesli modut Younga stali E; = 205
GPa a modut Younga drewna E; = 10 GPa.

Rozwiqzanie T Z
«— 200 —»|

Jako material poréwnawczy przyjmiemy — :
drewno stad wielkosci dotyczace stali beda 5.0 l AT wynmiary w
mnozone przez 20.5. 2.5 = cm
T .
20.0 >
Potozenie osi obojgtne;j: T
2 . Zy= 13.78
Zni Sy(ZO ):0; 25 = i LYO
i=1 T ' 4
[« 10.0 |«
1.0 1.0

5%20%(27.5-2z25 )+2.5%10%(23.75—-z, ) +2.5%10*%(1.25 -z, )+
+2%20.5%1%25%(12.5-2,)=0 — z,=13.78cm.
Wazony moment bezwladnosci wzgledem osi oboj¢tnej:

2 * &3 * 3
JWHZESnrAn=20 Y 45420713727 +10 20 19 510%9.97% +
i=1 12 12

10%*2.5°
—t

1%20°3

+25*10*12532+2*205( +1*20*L282J:194614anf

149



Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materialéw. Poprzeczne zginanie

Przyklad 11.7.2.3. Wyznaczy¢ wartosci AZ
napre¢zen normalnych w przekroju poprzecznym
zginanej momentem M , =30kNm belki

v =<
4>‘

wymiary w
40 cm

zelbetowej o przekroju prostokatnym 20x40 cm 1 M, | 44
zbrojeniu 4 @ 12 mm (A, = 4.52 sz) jak na
rysunku, przy zatozeniu, Ze beton nie przenosi n i
naprezen rozciagajacych. Modut Younga betonu 3 M

E, =30 GPa, stali E, = 205 GPa +

<9 >
Rozwiqzanie

Przy rozwiazaniu zadania przyjmiemy, ze spetniona jest zasada plaskich przekrojow, oba
materiaty skladowe tj. beton i stal pracuja w zakresie liniowo spr¢zystym oraz ze rozktad
naprgzen normalnych w stali ze wzgledu na mata srednicg pretow jest staty.

*ﬂ O« jx"; a Z
T A A & > N a
| Z() /3? -— b Ab T
i 0 X 'S Y
: v 4) 4 ‘ >
: h h My
' hy=2/3 A h
| N
|
: i i 4 N, 3 cmi ﬁ i
> e
&

l— p —»

Niewiadomymi w zadaniu sa: warto$ci napr¢zen normalnych w betonie o, stali

zbrojeniowej o oraz polozenie osi oboj¢tnej (zasigg strefy Sciskanej) z,.

Do dyspozycji mamy dwa rownania rownowaznosci uktadéw sit wewngtrznych i

zewngtrznych (wynikajacych z rdwnan réwnowagi) i warunek geometryczny w postaci

zatozonej hipotezy ptaskich przekrojow.

Réwnania réwnowaznosci:

” c,dA =0 — —” o, dA, +” oc,dA, =0 - —-N,+N,=0 - N,=N, >
A A, A,

| (a)

— 0 < b:O-xv Av

5 % 20 s A,

1 1 1

[[ozda=M, - N|h-—z|=M, > —0,2b/h-=2|=M,, (b)
A 3 2 3
réwnanie geometryczne:
Ewp £
L: X8 . (C)
g M-z

W powyzszych zaleznosciach N, 1 N, oznaczaja wypadkowa naprezen Sciskajacych w
betonie i wypadkowa naprezen rozciagajacych w stali.
Zatozone liniowo sprgzyste wlasnosci materialéw pozwalaja napisa¢ zwiazki:
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O-xb = Engb’ O-xs =E¢&

sTXs

ktére wstawione do réwnania (c) daja zalezno$¢:

hy -z
O-xx =n O-xb (d)
)

gdzie: n=E_,/E, .

Wstawienie tej zaleznosci do réwnania (a) daje rownanie kwadratowe

1 h —z

2nA 2nA
Eaxbzob:n ; B8 gy s

O,A, — z5+ 20
ZO X s b b

hl :O,

z ktérego mozemy wyznaczy¢ potozenie osi oboj¢tnej w betonie:

2nA 2bh
70 = —| [1+4—L —1], e
0 b { nA, } (©

co z kolei dzigki réwnaniom (b) i (a), pozwala wyznaczy¢ wyrazenia okreslajace wielkos¢
naprezen normalne w betonie i stali :

M M, ®
O-Xb = ’ O-XS = i
bzo(h —2¢/3) A,(h =z2y/3)
Podstawiajac zadane wielkoSci momentu zginajacego, statych materialowych 1 wymiaréw
przekrojow betonu i stali otrzymujemy:

—-1{=0.185m,

nA

2nA, 2b h, 2%6.833%4.52%107* 2#%0.20*%0.37
29 = 1+ 1= 1+ ”
b 0.20 6.833%4.52*10

2M £200%103
Oy = - = 2*30710 — 5.259 MPa,
bzo(h —2,/3) 0.20%0.185(0.37-0.185/3)
M . %103
Y 30710 =215.260 MPa.

XS

T Al -z20/3) 4.52%107(0.37-0.185/3)
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