Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materialéw. Ugigcia osi belek zginanych

12. UGIECIA OSI BELEK ZGINANYCH

12.1. Réwnanie rozniczkowe ugietej osi belki zginanej poprzecznie

W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ wyznaczeniem przemieszczen, inaczej ugiec, osi belek
zginanych poprzecznie wykonanych z materialu spetniajacego réwnania fizyczne Hooke’a.
Rozwazmy wigc dowolna naszkicowana na rys. 12.1, belk¢ zginana, ktérej konfiguracje
aktualna zaznaczono linig przerywang .

o
v Ax)=~1gP(x) = w'(x)

Rys. 12.1

Krzywizna poszukiwanej funkcji ugi¢¢ spetnia znana z matematyki zalezno$¢:

W)
plx) [1+w'2(x)]3/2.

W mianowniku powyzsze] zaleznosci mozemy opusci¢ pierwsza pochodna funkcji ugigcia,
gdyz zgodnie z przyjetymi wczesniej zatozenia o matych przemieszczeniach i ich
pochodnych, jej wartos¢ bedzie znikomo mata w poréwnaniu z jednoscia 1 wzor (11.1)
przyjmie postac:

(12.1)

=[w" (x)]. (12.2)

1
p(x)

Analizujac zagadnienie poprzecznego zginania wyprowadziliSmy zwiazek wiazacy krzywizng
belki z momentem zginajacych, ktéry mozemy zapisa¢ w postaci:

M  \x
! =‘ ’()‘. (12.3)
p(x)  EJ,
Z réwnosci lewych stron zaleznos$ci (12.2) oraz (12.3) wynika réwnanie:
; M \x
‘w (x)‘zM. (12.4)

EJ,

Znaki bezwzglednych wartosci w réwnaniu (12.4) bedziemy mogli opuscic¢ jesli bedziemy
znali znaki wystepujacych w nim wielkos$ci, a to zwiazane jest z uktadami wspétrzednych, w
ktorych te wielkosci bgda wyznaczane.

% = '
\\~_—’// w <0

w My <>\/ MV>0
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Rys. 12.2
Jesli przyjmiemy uktady pokazane na rys.12.2, to dziataniu dodatniego momentu zginajacego
M, (x)(spody na dole belki) odpowiadaja ugiecia w(x), ktérych druga pochodna jest ujemna
1 w tych uktadach réwnanie (12.4) przyjmie formg:

p M (x)
y
wilx)=—— , 12.5
()=-— 7. (12.5)
gdzie: E - modul Younga materiatu belki, J, - moment bezwladnosci jej przekroju

poprzecznego wzgledem gldwnej centralnej osi bezwladnosci, do ktérej rownolegly jest
wektor momentu zginajacego (tj. osi zginania). Iloczyn EJ, nazywany jest sztywnoscig na
zginanie 1 nazwa ta dobrze oddaje jego sens fizyczny.

Wyznaczenie z réwnania (12.5) funkcji w(x) przy znanym réwnaniu momentéw zginajacych

M, (x) nie stanowi merytorycznych trudnosci.

W dalszej cze$ci tego rozdzialu, dla uproszczenia zapisu réwnan, opuscimy indeksy ,,y”
zaréwno przy funkcji momentu zginajacego jak 1 momentu bezwladnosci wzgledem osi
zginania.

12.2. Metoda analityczna

Jesli znana jest funkcja momentéw okreslona jednym réwnaniem, (a tak zwykle jest, gdyz
funkcje momentow zazwyczaj zapisujemy w przedziatach charakterystycznych), wyznaczenie
funkcji ugigcia jest bardzo proste, polega ono na dwukrotnym catkowaniu wzglgdem x
roOwnania (12.5). Po pierwszym catkowaniu otrzymujemy:

w’(x)zj—”;—(;)dmc, (12.6)

drugie catkowanie daje zaleznosc:

w(x)=j{j—A2—(f)dx}dx+Cx+D, (12.7)

w ktorej C oraz D to stale calkowania, ktére mozemy wyznaczy¢ z kinematycznych
warunkéw brzegowych.

Po wykonaniu catkowania i wyznaczeniu statych catkowania otrzymujemy poszukiwana
funkcje linii ugigcia belki w rozwazanym przedziale. Znamy tez jej pierwsza pochodna
okreslona réwnaniem (12.6), ktérej interpretacja geometryczng jest tangens kata zawartego
miedzy styczna do krzywej a dodatnim kierunkiem osi X (rys. 12.1). Poniewaz rozwazamy,
zgodnie z przyjetymi wezesniej zalozeniami, tylko mate przemieszczenia 1 mate ich pochodne

to w (x)=tgp(x) =¢p(x). Kat ¢@(x) w dalszych rozwazaniach nazywaé bedziemy katem
ugigcia.

Wré¢my do statych catkowania. W kazdym przedziale charakterystycznym, w ktérym
zapisane jest réwnanie momentoéw, a potem wykonane catkowanie wystapia dwie state

catkowania. Jak juz wspomniano mozemy je wyznaczy¢ z kinematycznych warunkéw
brzegowych wynikajacych z warunkéw podparcia belki (rys. 12.3),

I X lw=0 IP . Ay Ay, T
i w =0 w=( w,;=0 W, =w
w w=0
w p=0
wi=w
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Rys. 12.3
lub sposobu jej obciazenia (rys. 12.4).

l ey h Yvy BLOEIL, w=w,

Rys. 12.4

Indeksy przy ugigciach 1 ich pochodnych w kinematycznych warunkach brzegowych na
rys. 12.3 oraz 12.4 informuja o przedziatach z lewej i prawej strony rozpatrywanego punktu.
Kinematyczne warunki brzegowe pokazane na rys. 12.4 nazywane tez bywaja ,,warunkami
zszycia” 1 w sensie fizyczny oznaczaja, ze w punkcie wspdlnym dla obu przedziatéw ugigcie
1 kat ugigcia musza by¢ ciagle. Warto w tym miejscu zwrdci€ uwage, ze przy rozwazaniu
zagadnienia ugi¢¢, punktami charakterystycznymi staja si¢ dodatkowo (w stosunku do
zagadnienia wyznaczania sit przekrojowych tj. momentéw zginajacych, sit poprzecznych i
podtuznych) punkty, w ktérych nastgpuje skokowo zmiana sztywno$ci na zginanie oraz
przeguby wewngtrzne w belce.

Tok postgpowania przy wyznaczaniu ugi¢cia i katéw ugiecia pokazemy na kilku prostych
zadaniach. Zaczniemy od belki wspornikowej, pokazanej na rys. 12.5 o stalej sztywnoS$ci na
zginanie EJ. W belce tej chcemy wyznaczy¢ ugigcie i kat ugigcia jej konca K.

Pl q
Y Yy vy vvvvvy

3( K A X EJ BA
«— | 4>\ T47 i 4*
ww w

Rys. 12.5 Rys.12.6

Funkcje momentéw (przy spodach na dole belki) okre$la réwnanie: M(x) = -P (l-x).
Roéwnanie rézniczkowe linii ugigcia ma postac: EJ w (x) = P (I-x).
Catkujac dwukrotnie otrzymujemy kolejno:
EJw(x)=-P(I-x) 12 + C,
EJw(x) = P (I-x) °/6 + Cx + D,
Kinematyczne warunki brzegowe:
1/w' (0)=0 ~PI224C=0 c=ri*/)2
2w0)=0 { PPl6+D=0  D=-PI'/6

Réwnanie katéw ugiecia: w (x)z[—P(l — x)2 /2+ P12/2]/EJ .
Roéwnanie linii ugigcia: w (x)z[P (1- x)3 /6+ Plzx/Z— Pl3/6 ]/EJ .
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Stad kat ugigcia i ugigcie konca wspornika wynosi:
o =w ()=PI*2E], we =w(l)=PI* 3EJ .

W wolnopodpartej belce pokazanej na rys. 12.6, wyznaczymy maksymalne ugigcie i katy
ugigcia na podporach.

Funkcja momentéw (przy spodach na dole belki): M(x) = gl x/2 — g x*/2.
Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia ma postaé: EJ w (x) = g x*/2 — gl x/2 .
Catkujac dwukrotnie otrzymujemy kolejno:

EJw(x) = qx3/6 -ql X4+ C,

EJw(x) = = qx*124 - gl X’/12 + Cx + D.

Kinematyczne warunki brzegowe:

1/w (0)

=0 D=0 D=0
2/wl(l)=0

ql* 24— q1* 12+Ci1=0 ~ C=ql*/24
Réwnanie katéw ugiecia: w (x):lq x3/6— qlx2/4 +ql 3/24J/EJ .

Roéwnanie linii ugigcia: w(x)zlq x4/24— ql x3/12 +ql° x/24J/EJ .

Katy ugiecia na podporach wynosza:

@, =w (0)=qI*24E], @z=w (1)=—ql*>/24EJ .

Maksymalne (ekstremalne) ugigcie wystapi w tym punkcie przedzialu gdzie zeruje sig

pierwsza pochodna funkcji ugiecia, czyli tam, gdzie zeruje si¢ kat ugigcia. W analizowanym
przyktadzie bedzie to:

wi(x)=0 - gx’f6—qlx®/a+ql3)24=0 > x=1/2,
max w=w(l/2) =5q1*/384EJ .
Tok postgpowania w przypadku wigkszej niz jeden ilosci przedzialéw calkowania nie

zmienia si¢ zasadniczo. Zwigksza si¢ liczba statych catkowania oraz liczba kinematycznych
warunkow brzegowych.

Wyznaczmy ugigcie i kat w Srodku rozpigtosci belki wolnopodpartej pokazanej na rys. 12.7.

p P
R EJ  2E] EJ

X; K X, % K
A[v:f 72—»a—1/2—» «— 12— 12—
wi w2 Wi, w2
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Rys. 12.7 Rys.12.8

Zadanie rozwiazemy przyjmujac dwa uklady wspétrzednych (rys. 12.7). Roéwnania
momentow, rownania rézniczkowe linii ugigcia i dalsze po dwukrotnym catkowaniu,
zestawione s nizej.

0<x, <l/2 0<x,<l/2

M,(x,)=Px,/2 M,(x,)=Px,/2
EJw,(x,)=—Px,/2 EJ w,(x,)=—Px,/2
EJw,(x,)=—Px/4+C, EJ wy(x,)=—Px2/4+C,

EJ w,(x,) =—Px13/12+C1x1 +D, EJ wy(x,) =—PX§/12+C2)C2 +D,

Kinematyczne warunki brzegowe:

1/w, (0)=0 D, =0

21w (I(/2)=w, (U/2)  |=P1?)96+C,1/2+D, = PI* 96+C, 1/2+D, D,=D, =0
31w, (12)=—ws (1/2) " _PI2/16+C, =PI%/16-C, ¢, =c,=PI*/16
4/w, (0)=0 D,=0

Ujemny znak w trzecim kinematycznym warunku brzegowym jest konsekwencja rézne;j
skretnosci przyjetych uktadéw wspoétrzednych.

Ugiecie i kat ugiecia w Srodku rozpigtosci belki wynosza:
we=w, (1/2) =PI’ [A8E], ¢, =w (1/2)=0.

W zakonczeniu prostych zadah wyznaczymy ugigcie konca wspornika o skokowej zmienne;j
sztywnos$ci na zginanie pokazanego na rys. 12.8.

0<x<l/2 1/2<x<l

M, (x)=—P(—x) M,(x)=—P(—x)

2EJ w,(x)=P(l-x) EJwy(x)=P(l-x)

2ET w(x) =— P(I-x)*/2+C, EJwy(x)=—P(-x)*/2+C,
2E] w,(x) =P (- x)* J6+C,x+D, EJw,(x)=P(i-x)’ [6+C,x+D,

Kinematyczne warunki brzegowe:
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1/w; (0)=0 ~PI%/2+C,=0

2/w; (0)=0 PI*[6+D, =0

30w, (1/2)=wy (1f2) (- Pi2/8+c,)2E) = (- P12 /8+C, )JEJ

41w, (1/2)= w, (1/2) (P13 /48+C1/2+ D, )2E1 = (P* 48+ C,1/2+ D, ) EJ

c,=pPi*/2, D,=-PI’/6, C,=5PI*/i6, D,=—PI’/8.
Ugiecie konca belki wynosi:

w, =w,(1)=3P1> 16EJ .

Przy wigkszej ilosci przedzialéw charakterystycznych wyznaczenie statych catkowania,
ktorych liczba réwna si¢ podwojonej ilosci przedzialéw jest bardzo pracochtonne. Mozemy
unikna¢ tego nadmiernego naktadu pracy stosujac pewien specyficzny sposob zapisu funkcji
momentow zginajacych M(x) a potem ich catkowania. Sposéb ten zaproponowany przez
A. Clebscha w 1862 roku, daje w przypadku belek prostych o stalej sztywnos$ci na zginanie
EJ zréwnanie si¢ stalych catkowania we  wszystkich przedzialach 1 tym samym
zredukowanie ich do dwoch (niezaleznie od ilosci przedzialow), ktére wyznaczamy z
kinematycznych warunkéw brzegowych wynikajacych ze sposobu podparcia belki (nie z
warunkow zszycia).

Nie uzasadniajac teoretycznie tego sposobu (patrz np. S.Piechnik: Wytrzymato§¢ Materiatow.
PWN 1978) podamy nizej wymagania, ktére musza by¢ spetnione przy jego stosowaniu:

e réwnania momentéw zginajacych M (x) musza byé zapisane w jednym uktadzie, ktérego
poczatek nalezy przyja¢ na jednym z koncéw belki,

e wszystkie sktadniki r6wnania momentéw w przedziale ( i ) musza si¢ powtorzy¢ bez zmian
w réwnaniu momentéw w przedziale nastgpnym (i + 1) a nowe dodatkowe cziony musza
zawiera¢ dwumian typu (x—ai)“gdzie o jest dowolng potgga natomiast a; jest odcigta
poczatku przedziatu (i + 1),

e calkowanie dwumianéw typu (x—ai)“naleZy wykonywa¢ wzgledem zmienne;j (x—al.) ,
tzn. bez otwierania nawiasow.

Dla belek o skokowo zmiennej sztywnos$ci na zginanie doprowadzenie liczby statych
catkowania do dwoch jest réwniez mozliwe przy zastosowaniu pewnych modyfikacji co
wymaga jednak sporego nakladu pracy. Dlatego w takich przypadkach zwykle nie stosuje sig
sposobu Clebscha wykonujac obliczenia, jak to pokazano wyzej, lub stosuje inne metody
obliczen, jak np. metoda Mohra czy jeszcze bardziej ogdlna i efektywna metoda Maxwella-
Mohra.

12.2.1. Przyklady
Przyklad 12.2.1.1. Wyznaczy¢ ugigcie i kat ugigcia punktu K danej belki.

2kN SKNm/N 4 KN/m 4KN
 STTTITIT I o
Al x B2 B ¢ popttithk
2m-—»e - 2m-—de 2m-—» 2m—>
w 7 kN 15 kN
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Rozwiqzanie

Zadanie rozwiazemy korzystajac ze sposobu Clebscha, dzigki czemu liczba statych
catkowania zredukuje si¢ do dwoch, niezaleznie od ilosci przedziatéw charakterystycznych,
ktérych w danym przyktadzie mamy cztery.

Zaczynamy od réwnan momentéw zginajacych. W przedziale AB, przy spodach na dole belki,
rOwnanie ma postac:

Mx)=  2x |**

W przedziale BC, zgodnie z zasadami podejscia Clebscha, réwnanie momentéw przyjmuje
forme:

BC

M(x)=  2x +7(x-2)—4(x-2)12

Pionowe kreski na koncach réwnan informuja, w jakim przedziale dane réwnanie jest
obowiazujace.
Réwnanie w przedziale CD ma postac:

CD

M(x)=  -2x +7(x2)—4(x-2)*2 + 8(x-4)°

Czwarty czton w powyzszym réwnaniu pochodzi od skupionego momentu dziatajacego na
belke. Nawias (x-4) jest konieczny, bo takie sa zasady stosowania tego podejscia, a
podniesienie go do potggi zerowej (x-4)° daje warto$¢ jeden i nie zmienia wartosci w
rownaniu momentéw. Réwnanie w ostatnim przedziale DK wyglada nastgpujaco:

M(x)=  2x +7(x2)—4(x-2)*72 +8x-4)" +15(x-6) +4(x-6)/2 |°¥

Ostatni czlon tego réwnania to fikcyjnie dodane obciazenie ciagle na odcinku DK. Jego
pojawienie si¢ wynika z zasad podejscia, ze rdwnanie momentéw w przedziale nastgpnym
musi zawiera¢ wszystkie czlony roéwnania z przedzialu poprzedniego. Skoro tak to musiat
pozostaé trzeci czton réwnania tj. — 4(x-2)*/2, a to oznacza przyjecie, ze obciazenie ciagle
dziata do konca belki. Poniewaz w rzeczywistosci nie dziata ono na odcinku DK, to nalezato
je wyzerowa¢ poprzez dodanie fikcyjnego obciazenia. To fikcyjne obciazenie jak i
przedtuzone do konca belki obciazenie ciagle z przedziatu BD, zaznaczone zostato na rysunku
belki linig przerywana.

Te cztery réwnania moga by¢ formalnie zapisane w jednej linijce, nie tracac nic ze swej
ogolnosci i dajac petna informacje o postaci réwnania momentéw w danym przedziale:

Mi(x) = 2x | +702) - 422 ‘ + 8(x-4)° |+15(x—6) +Hx-622  |PK

Roéwnanie momentéw w danym przedziale zawiera cziony od znaku ,,=" do pionowej kreski
informujacej o punktach okreslajacych poczatek i koniec przedziatu. Dotyczy¢ to bedzie
rowniez rownan ugi¢c i katow ugiec.

Postgpujac analogicznie rownania rézniczkowe ugigtej osi belki we wszystkich przedziatach
mozemy zapisa¢ w postaci:

EJw (x) = 20|48+ T7(x-2) — 4(x-2)%12 |5 + 8(x-4)° | P + 15(x-6) +4(x-6)/2 DK
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W wyniku dwukrotnego catkowania otrzymujemy:
EJw(x) = C+ 2x%/2 "8 - 7(x-2)*12 + 4(x-2)°16 | € - 8(x-4) | - 15(x-6)*/2 -4(x-6)*16 | *X
EJw(x) = D+ Cx+2x16 | -7(x-2)°16 + 4(x-2)*124 | - 8(x-4)* 12| - 15(x-6)°/6 -4(x-6)*/24

State catkowania C oraz D musza si¢ znales¢ zaraz za znakiem rownosci gdyz sa one
obowiazujace dla wszystkich przedziatéw charakterystycznych.

Kinematyczne warunki brzegowe, z ktérych mozemy wyznaczy¢ stale catkowania sa
nastgpujace:

1/w(2)=0 D+2C+2%2%/6=0

2/w(6)=0 D+6C+2%6/6-7(6 -2 J6+4(6-2)! )24-8(6-4)*/2=0"

a wyznaczone z nich state majq wartoéci : C = - 16/3 kNm? D =8.00 kNm® .

Poszukiwane wartosci kata ugigcia i ugigcia punktu K wynosza:

0 =W (8)=|-16/3+2782/2-7%6%/2+4%63/6-8%4—15%22 /2~ 4% 23 J6|/EJ

28 kNm® _ 9.33 kNm®

Pk = 3%k EJ

W =w(8)=[8-8%16/3+2%8°/6-7%6/6+4%6*/24-8%42 12-15%2%/6—4%2* 24|/Es

40 kNm3  13.33 kNm®
WK = =

3*EJ EJ

Przyklad 12.2.1.2. Wyznaczy¢ lini¢ ugiecia podanej belki oraz wymiar a jej przekroju
poprzecznego z warunku stanu granicznego uzytkowania jesli w,,, =1/250 oraz E=205 GPa.

20 kN/ m 20kNl I T
bY vV V VY lla |

2B C aD E >y
“2m 4mﬂk4mﬁ2mﬂ l 5§89
W . a
100 kN 40KkN ST e J,=368917d°

> l2d |«

1.5a 1.5a

Rozwiqzanie

Lini¢ ugigcia belki wyznaczymy korzystajac ze sposobu Clebscha, dzigki czemu liczba
stalych catkowania zredukuje si¢ do dwdch.

M(x) = 202772 |48 +100 (x-2) |[B€ +20 (x-6)2  |P +40 (x-10) |PF
EJw (x) = +20x%2 | -100 (x-2) -20 (x-6)*/2 - 40 (x-10)
EJw(x) = C+20x°/6 | -100 (x-2)*/2 20 (x-6)°/6 | -40 (x-10)%/2
EJw(x)= D+ Cx+20x"/24 | -100 (x-2)*/6 20 (x-6)*/24 - 40 (x-10)’/6
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Kinematyczne warunki brzegowe:

1/w(2)=0 D+2C+20%2*/24=0

2/w(10)=0 D +10C +20%10%/24-100(10-2)* /6 —20(10-6)* /24 = 0
C=5333kNm?>, D=-119.99 kNm".

Ostatecznie funkcje katow ugiec i linii ugig¢cia maja postac:

EJw(x) = 53.33420x°/6 |18 -100 (x-2)%2 | B¢ -20 (x-6)°/6 |P - 40 (x-10)*/2
EJw(x)= -119.99+53.33x+20x*/24 | -100 (x-2)*/6 20 (x-6)*24 | -40 (x-10)’/6

DE

Ugigcia 1 katy ugigcia w punktach charakterystycznych:
wa=w(0)=53.33/EJ, wa=w(0)=-119.99/EJ,
w=w(2)=80.00/EJ, wg=w(2)=0,

we=w (6) =-26.67/EJ , we= w(6) =213.32/E],

wp=w (10) = - 26.67/EJ, wp=w(10) =0,

we=w (12) = 13.33/EJ, wg=w(12) =0.

Powyzsze wyniki dowodza, ze maksymalne ugigcie belki wystapi w przedziale BC w punkcie
w ktoérym zeruje si¢ kat ugigcia

53.33 + 20%x /6 — 100%(x-2)2=0 — x=5.404 m.

53.33+20%5.404°/6 —100%(5.404-2)*/2 = -0.016 = 0

Maksymalne ugigcie w belce wynosi:

max w=w (5.404)=221.51/EJ .

Najwigksze ugigcie w przedziale DE

53.33 + 20%x /6 — 100%(x-2)*/2 — 20%(x-6)*/6 — 40*(x-10)/2=0 — x=10.845m.

w(10.845) = - 10.29/EJ.
Rysunek ponizej pokazuje szkic linii ugi¢cia analizowanej belki.

20 kN/ m 20 kNl
A x 2B C S p E
«20m-—ple— 40m — e 40m— »le 2.0m |
w
~ ~
53.33/EJ SIS w(xVEJ
" 9
= %)
~ o
g 80.00/EJ E 13.33/EJ
N (@)
N a
2 =
26.67/E]
L
« 3404m — «—{ 0.845m
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Wyznaczenie wymiaru a:

Waop= 1/250 = 8.00/250 = 0.032 m

3
221.51< 2221.51*10

* 3
Wep = 368.917a* »— 2211710

Wop E 0.032%205*10°

maxw <wy,,

a=0.0174 m.

Przyjeto do wykonania a = 2.0 cm.
Przy przyjetym wymiarze a maksymalne ugiecie belki wynosi:

221.52 221.51%10°

= =0.018m.
EJ  205%10° *368.917 *0.02*

maxw =

Przyktad 12.2.1.3. Wyznaczy¢ ugigcie i kat ugigcia punktu K danej belki.

242 kN
4 kNm 2 kN/m

. A PEE TR
| 'B Dé K

A 2EJ X, |C X EI
Wy Wi
2 m e M4 2 m—¥
4 kN

Rozwiqzanie

Jesli przyjmiemy poczatek uktadéow  wspétrzednych dla kazdej z belek skladowych
rozwazanej belki gerberowskiej w przegubie C, to dla kazdej z nich mozemy wykorzystac¢
podejscie Clebscha i warunek zszycia w tym przegubie. Rozwazmy wpierw belke CK (belka
gbérna w schemacie obliczeniowym, drugorzedna):

My(x)) = 4xi-2x02 72 |P +4 () -4)+ 2 =4) 2 |PK
EJwi (x1)= 4 x4 2x,% 12 -4 (x;—4) - 2(x;=4)*2
EJwy (x1)= Cy -4 x22+2x° 16 =4 (x) =42 - 2(x,-4)°16
EJwi(x1)= D+ Cixi-4x°16+2x" /24 -4 (x; —4)°/6 - 2(x;—4) Y24

Zajmijmy si¢ teraz belka AC (belka dolna w schemacie obliczeniowym, pierwszorzedna).
Przy jej rozwazaniu uwzglednimy tylko pionowa sktadowa sily pod katem 45° dziatajaca w
przegubie C, gdyz réwnanie rézniczkowe ugigtej osi belki, ktéorym si¢ postlugujemy, nie
uwzglednia wptywu sit podtuznych na wielkos¢ ugigcia.

Ma(xy) = -6x | P+ 420 | P4
2E] wy () = +6 X2 - 4(x,-2)°
2EJ wy (x3) = Co+ 6,12 - 4(x,=2)
QEJwr(xy)= Do+ Coxa+6x7/6 | -4 (x,-2)%2

Kinematyczne warunki brzegowe:

161



Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materialow. Ugigcia osi belek zginanych

/w,(4)=0 {

2/w,(4)=0

C,+6%42[2—4%(4—-2) =0

C,=-40.00 kKNm?, D, = 104.00 kNm®.

3/w; (0)=w, (0)

4/ w

L (4)=0 -

D, _

D, +4C, +6%4%/6—4%(4-2)* [2=0

D,

EJ] 2E] -
D, +4C, —4%43[6+2%4% /24 =0

C;=-7.67 kNm?, D;=52.00 kNm®.

Wg =W, (6
_ —36.69 kNm’
K EJ
12.3. Metoda Mohra

)=[52—7.67*6—4*63/6+2*64/24—4(6—4)3/6—2(6—4)4/24]/EJ,

Jesli potrzebujemy wyznaczy¢ przemieszczenia osi belki zginanej w tylko jednym
interesujacym nas punkcie, to metoda analityczna jest mato efektywna. Przy jej zastosowaniu
naklad pracy potrzebny do okreslenia funkcji ugigcia i katow ugiecia w catej belce lub
wyznaczeniu przemieszczen w jednym tylko punkcie niewiele sig¢ rézni. Metoda ktora
pokazemy nizej jest bardzo skuteczna i efektywna zwlaszcza przy obliczaniu ugiec i katow
ugi¢cia w jednym punkcie osi belki.

Belka rzeczywista

NNEE

J,Hy

e

il

EJ

b

Belka fikcyjna

Jesli

Rys. 12.9

potozymy:

Rozwazmy dowolna belke zginana, ktéra na rys.
12.9 nazwana jest belka rzeczywista. W przyjetym
uktadzie odniesienia linia jej ugigcia spetnia znane
juz réwnanie rézniczkowe:

w”(x)z—m.

EJ

Wyobrazmy sobie inna belkg, nazwiemy ja belka
fikcyjna (rys. 12.9), o tej samej dtugosci co belka
rzeczywista obcigzona pewnym obciazeniem
roztozonym w sposéb ciagly o intensywnos$ci
q, (x). Podpér belki fikcyjnej na razie nie
specyfikujemy, ale sa one takie, ze zapewniaja jej
geometryczna niezmiennos¢. Migdzy obciazeniem
q, (x) a funkcja momentéw w belce fikcyjnej

M, (x) zachodzi znana zalezno$é¢ rézniczkowa:

M (x)=—-q;(x).
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M (x)
= , 12.8
q,(x) o) (12.8)
to zachodzi ré6wnos¢:
w (x) =M, (x), (12.9)

ktéra dowodzi, ze druga pochodna linii ugi¢cia w belce rzeczywistej rowna si¢ drugiej
pochodnej funkcji momentéw w belce fikcyjnej tj. belce, ktérej obcigzenie stanowi funkcja
momentow w belce rzeczywistej podzielona przez jej sztywnos$¢ zginania.

Po dwukrotnym obustronnym catkowaniu réwnania (12.9) dostajemy kolejno:

w'(x) +C,; =le(x) +C,,
(12.10)
w(x) +Cx+D, =Mf(x) +Cox+D,.

Jesli zapewnimy réwno$¢ statych catkowania w réwnaniach (12.10) i uwzglednimy, ze
pochodna linii ugigcia jest kat ugigcia a pochodna momentéw zginajacych jest sita
poprzeczna otrzymujemy ostatecznie:

o(x)=0,(x); wlx)=M,(x). (12.11)

Wzory (12.11) bedace podstawa metody Mohra ( Mohr pierwszy w roku 1868 zauwazyt i
wykorzystal do wyznaczania ugi¢¢ formalna analogi¢ rownan rézniczkowych wiazacych
ugi¢cia z momentami zginajacymi oraz momentami zginajacymi i obciazeniem) obliczania
ugig¢ osi belek zginanych stanowia, ze kat ugigcia 1 ugigcie w dowolnym punkcie belki
rzeczywistej sa rowne sile poprzecznej i momentowi zginajacemu w tym samym punkcie
belki fikcyjnej.

Wré¢my do okreslenia, dotad nie zdefiniowanych, podpdér belki fikcyjnej. Sposéb jej
podparcia wynika ze wzoréw (12.11), otrzymanych przy zalozeniu réwnosci statych
calkowania we wzorach (12.10).

Rozwazmy sztywne zamocowanie w belce rzeczywistej. Jest to punkt, w ktérym kat ugigcia i
ugigcie jest rowne zeru, zgodnie wigc ze wzorami (12.11) w tym punkcie belki fikcyjnej sita
poprzeczna 1 moment zginajacy musza si¢ zerowac. Jedynym takim skrajnym punktem w
belce jest wolny koniec. W przypadku skrajnej podpory przegubowej w belce rzeczywistej
kinematyczne warunki brzegowe to zerowanie si¢ ugigcia i rézny od zera kat ugigcia. Musi
temu w belce fikcyjnej odpowiada¢ punkt, w ktérym statyczne warunki brzegowe daja
zerowanie si¢ momentu zginajacego 1 r6zna od zera sitg poprzeczng 1 takim punktem bgdzie
podpora przegubowa. W tabeli ponizej zestawione sa podpory w belce rzeczywistej i
odpowiadajace im podpory w belce fikcyjne;j.

Belka rzeczywista Belka fikcyjna
— 9=0; w=0 —_ Qf =0; Mf =0
/~ @#0; w=0 o 0 #0; M, =0
—  9#0; w0 - o, #0: M, =0
|—  =0; w=0 |— o,=0: M, =0
-  9=¢,; w=0; w,=0 == 0,=0,: M;=0;M, =0
—— @, #0; (op;tO; w=w, VA Qﬂ;tO; pr;tO; My=M,
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Wyznaczenie belki fikcyjnej dla dowolnej belki rzeczywistej jest zadaniem bardzo prostym.
Nizej pokazany jest przyklad belki rzeczywistej i odpowiadajacej jej belki fikcyjne;.

I yaN - | Belka rzeczywista

Belka fikcyjna

= = za

Jak powiedziane zostalo na wstgpie metoda Mohra jest bardzo efektywna ( w stosunku do
metody analitycznej) w przypadku gdy poszukujemy przemieszczen osi belki w okreslonym
punkcie.

Tok postgpowania przy obliczaniu przemieszczen w wybranym punkcie osi belki zginane;j
metoda Mohra jest nastepujacy:

¢ wyznaczy¢ wykres momentow zginajacych w belce rzeczywistej (spody na dole belki),

¢ wyznaczy¢ belke fikcyjna,

® obciazy¢ belke fikcyjna wykresem momentéw zginajacych z belki rzeczywistej
podzielonemu przez jej sztywno$¢ na zginanie EJ. Dodatniemu wykresowi momentow
odpowiadaja zwroty obciazenia fikcyjnego zgodnego ze zwrotem osi ugiec belki rzeczywistej,
e wyznaczy¢ sit¢ poprzeczna i/lub moment zginajacy w tym wybranym punkcie w belce
fikcyjnej (sita poprzeczna znakowana zgodnie z ukladem wilasnym przekroju poprzecznego
belki, moment przy spodach na dole belki). Beda one réwne odpowiednim przemieszczeniom
w tym samym punkcie osi belki rzeczywiste;j.

12.3.1. Przyklady P l
Przyktad 12.3.1.1. Wyznaczy¢ metoda 1 E
Mohra ugigcie i kat ugigcia konca wspornika. I K
A —
Rozwiqzanie
P
EJ l Rysunki obok pokazuja kolejne etapy rozwigzania.
> K Fikcyjne sity przekrojowe tj. sila poprzeczna i moment
W ‘;7)( [ ——» zginajacy w punkcie K belki fikcyjnej wynosza:
M 1P, PI?
~ = :——l = .
m‘ o O =0 =35, 0
1P, 2 PP
M o =wp =———1%—I= .
MUK TR 3 3E)
Belka fikcyjna
@ Obie wielkosci sa dodatnie, co w przyjetym ukladzie
& odniesienia zwiazanego z belka rzeczywista oznacza, ze
| k punkt K przemiesci si¢ w dét a jego kat obrotu bedzie
1 —— zgodny z ruchem wskazéwek zegara.
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Przyklad 12.3.1.2. Wyznaczy¢ metoda Mohra 2E] EJ l P
ugigcie 1 kat ugigcia konca wspornika o l
skokowo zmiennej sztywnos$ci na zginanie. ! K
12— 12—
P
— % Rozwiqzanie
W l% 2—>e—1/2—» Fﬂ.(cyjne sity przekrojowe tj . §ila poprzeczna 1 moment
zginajacy w punkcie K belki fikcyjnej wynosza:
M
= O 1Pl Pl 1P 1_5P°
O = Pr =5t ity = s
22EJ 2 4EJ 2 24EJ 2 16EJ
elka Jitesine Mo =w, <L PLL2L, PLLS
R 7 22E]2 32 4EJ2 4
S L PLL(1 2 3PP
= X R * =
N 24EJ 2 (2 3*2] 16EJ
A
K
12—l 12>
6.0 kN/m
Przyktad 12.3.1.3. Wyznaczy¢ metoda TVT
Mohra ugigcie i kat ugigcia punktu K belki i L .
wolnopodpartej o  skokowo  zmiennej 2E] K EJ]  —
sztywno$ci na zginanie. 4.0 m<«—4.0 m
Rozwiqzanie
6.0 kN/m
i I:I I L Belka fikcyjna
Sx 2261 K EI 2
" l«4.0 m—»<—4.0 m—» %
SV v Y\ 24/E]
12/EJ
: b
kN
«—4.0 m—»«—4.0 m{
Vv
2 @ 18
+
v

@>_< 6%4%/8 = 12
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Wykres momentéw (na czesci krzywoliniowy) w belce rzeczywistej mozna rozlozy¢ na
wykresy pokazane nizej na rysunku. Czg$¢ krzywoliniowa to symetryczna parabola drugiego
stopnia, ktérej maksymalna warto$¢ wynosi ga’/8, gdzie a to rozpicto$é na ktérej dziata state
obciazenie ciagle g.

Poszukiwane sity przekrojowe w belce fikcyjnej policzymy idac od strony prawej i w tym
celu potrzebujemy wpierw wyznaczy¢ reakcj¢ na prawej podporze.

> My=0- —8Vﬂ;+lﬁ4*(4+fj+l£4*34+gi4*2:0,
2 EJ 3) 2E] 3 3EJ
_ 44.0kNm®
B E]
44 124 4.0kNm? 4 124 1. 112.0kNm’
= =TT oy =M =4 g g
P =D EJ] 2EJ EJ K=K g 2E1 3 EJ

Nizej podane sa pola powierzchni A i potozenie srodkéw cigzkosci S dla figur ograniczonych
parabolami drugiego stopnia, stanowiacych czgsci wykresOw momentéw zginajacych
pochodzacych od réwnomiernie roztozonych obciazen ciagtych w belkach rzeczywistych.

styczna

T _f_ pozioma

I .S ! .S f
_L _{ i Se styczna
<1212 318 ﬂHSI/Sj rm e 3y Pozioma

< | ——— «— | «—— | —»
2 2 1
A=—f1 A=—f1 A=—f1
3 f 3 f 3 f
Przyklad 12.3.1.4. Wyznaczy¢ metoda Mohra 6.0 kKN
kat ugigcia na podporze B belki l
wolnopodparte;j o skokowo  zmiennej A B
sztywnosci na zginanie. = EIR E] =
«—3.0m—»e—3.0 m—»
Rozwiqzanie
=~
X
16.0 kN S S
® o
A X; B Belka fikcyjna
E)2  EI =
W l«ao mik&O m-—» A B
= M n N
[ kNm «—3.0m—»<«—3.0m
®
18. ?
V= 8.0kNm
EJ
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Fikcyjna sit¢ poprzeczna w przekroju podporowym policzymy idac od strony prawej, zatem
celowym jest wyznaczenie reakcji na prawej podporze.

2
ZM-};:OA —6VfB +li3* 34+ E l£3*23:0 - VfB:—l&OkNm
2 EJ 3) 2E] 3 EJ

_18.0kNm?

= =V, =
B QfB /B EJ

Zgodnie z przyjetym uktadem wspoétrzednych przekrdj podporowy obrdci si¢ przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara.

‘ 20.0 kN/m
Przyktad 12.3.1.5. Wyznaczy¢ metoda
Mohra ugiecie i kat ugiecia punktu K belki L ¢ L L L L L L L L L L

jednostronnie przewieszonej. A= EJ B K
«———60m——»«2.0 m»|
Rozwiqzanie
20.0 kN/m
A hbbeeleeilly Belka fkerina
476.0 m——»«2.0 mﬂ 90/E]
w

o

g M

KNHI 40/EJ
& m

+ AR 1 K
\\— ® \4760m4>‘¢20mﬂ

Wykres momentéw w belce rzeczywistej jest suma momentdw od obciazenia na
przewieszeniu i obciazenia w przesle AB. Oba te momenty sa bardzo proste do wyznaczenia i
co bardzo wazne - ich pola powierzchni jaki i polozenie srodkéw cigezkosci sa powszechnie
znane.

Belka fikcyjna jest belka gerberowska, w ktérej w schemacie obliczeniowym cz¢$¢ AB jest
belka drugorzedna. Poniewaz punkt K jest w dolnej belce, pierwszorzednej wigc najproscie]
bedzie wpierw wyznaczy¢ fikcyjna reakcje w przegubie B, a potem obciazy¢ nia (ze zwrotem
przeciwnym) dolny wspornik BK.

90/EJ

40/EJ 40/EJ

AR B
6.0 m‘fvﬂg —100/EJ 100/EJ£2'0 m»
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Obliczenie reakeji Vg

2
ZMfA:O% _6Vf3—lﬂ6*z6+%&6*3:0 N VfB:M'
©2EJ 3  3E] EJ

Stad kat ugigcia i ugiecie punktu K belki rzeczywistej wynosi:
100, 140 ) 73.33 kNm’

= :__+_ — ,
P =Q =" A2 L
3
Wi :Mﬂ( = _@2+1ﬂ2*§2:_w.
EJ 3E] 4 EJ

Czesto dla uproszczenia zapiséw obliczenia prowadzimy bez pisania sztywnosci na zginanie
w mianowniku obcigzenia fikcyjnego i wstawiamy ja dopiero w koncowych rezultach tj.
fikcyjnej sile poprzecznej i fikcyjnym momencie zginajacym.
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