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13. UKOSNE ZGINANIE

13.1. Naprezenia i odksztalcenia

Ukos$ne zginanie prgta pryzmatycznego wystgpuje wowczas gdy uktad sit zewngtrznych po
jednej stronie jego przekroju poprzecznego preta redukuje sie do momentu zginajacego M,
ktérego wektor nie jest rownolegly do zadnej z gtéwnych, centralnych osi bezwladnosci
przekroju poprzecznego. Bedziemy si¢ starali wyznaczy¢ elementy macierzy naprgzen 1
odksztatcen oraz wspéirzgdne wektora przemieszczenia w dowolnym punkcie preta.
Rozwazmy wigc, pokazany na rys. 13.1 pret pryzmatyczny okreslony w ukladzie osi
(X, Y ,Z), w ktérym o§ X jest osia preta, a osie (Y, Z) sa gtébwnymi centralnymi osiami
bezwladnosci jego przekroju poprzecznego. Material preta jest izotropowy, liniowo sprezysty
o statych materiatowych E oraz v. W rozwazanym przypadku moment zginajacy dziata w
ptaszczyznie zaznaczonej szarym kolorem na rysunku, a jego wektor jest nachylony pod
katem o do osi Y.

v(1,0,0)
Y S+
/ M
ptaszczyzna slad ptaszczyzny
obciqzenia obciqzenia
« x>
Rys. 13.1

Przy rozwiazywaniu postawionego zadania wykorzystamy wyniki uzyskane dla przypadku
zginania prostego.

Ot6z zgodnie z zasada de Saint-Venanta statycznie rownowazne obciazenia wywotuja
jednakowe stany napr¢zenia i odksztalcenia, a jesli tak to moment M mozemy zastapic¢
dwoma réwnowaznymi mu momentami M =M cosax i M, =M sina, ktérych kierunki
sq rownolegle do odpowiednich osi uktadu odniesienia (rys. 13.1). W ten nieskomplikowany
sposéb otrzymalismy dwa proste zginania wzgledem osi Y i Z, dla ktérych macierze naprezen
sa juz nam znane. W obu przypadkach jedynym niezerowym elementem macierzy naprgzen
jest napre¢zenie normalne o . Proste sumowanie, zgodnie z zasada superpozycji, daje wzor

okreslajacy te napr¢zenia, dla rozwazanego preta, w postaci:
M, M

c=—Y;-—% 13.1
= 7 y (13.1)

y Z

lub, po wykorzystaniu zaleznosci miedzy M ,M , i M, w formie:

0_sz {cosaz_smay} (132)

J J

y b4
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Wzory okreslajace krzywizng osi preta po deformacji w wyniku dziatania momentow M, i

M _, maja postac:

1 M 1 M
—=—2> oraz —=—2-. (13.3)
Py y p. E Jy
Zw Ugiecia punktow osi preta w kierunku osi Y'i Z
Y, v M. M obliczamy od kazdego momentu zginajacego
Y osobno, korzystajac z réwnan rézniczkowych,
Ky A > ktére przy zwrotach momentéw i uktadu
& X odniesienia pokazanych na rys.13.2 sa
M, M, nastgpujace:
Rys.13.2
2 M 7 2 M
AW __ " orag 422 M- (13.4)
dx*  EJ, dx* EJ,

Catkowite ugiecie osi belki jest geometryczna suma ugie¢ od skltadowych momentéw
zginajacych.
Macierz odksztatcen odpowiadajac temu stanowi napr¢zenia fatwo wyznaczymy z réwnan

Hooke’a, 1 bedzie ona zawierala jedynie trzy odksztalcenia liniowe, z ktérych dwa sa sobie
rowne.

13.2. Analiza stanu naprezenia i odksztalcenia

W tym przypadku wytrzymatosci w precie wystepuje jednoosiowy niejednorodny stan
napre¢zenia, przy czym warto$ci naprgzen normalnych o, sa liniowa funkcja zmiennych y
oraz z 1 nie zaleza od zmiennej x. Poniewaz jedynym niezerowym elementem macierzy
napr¢zen jest o, , to wnioski z analizy stanu naprgzenia i odksztalcenia dla tego przypadku,
dotyczace naprg¢zen i odksztatcen giéwnych ich kierunkéw, jak i ekstremalnych naprgzen
stycznych bgda analogiczne do tych, jakie byly w przypadku osiowego rozciagania i zginania
prostego. Wzory (13.1) czy (13.2) pokazuja, ze kofice wektoréw napr¢zenia o, leza na
ptaszczyznie - ptaszczyznie napr¢zen. Krawedz przecigcia sie¢ ptaszczyzny naprgzen z
ptaszczyzna przekroju poprzecznego, tj. o$ obojgtna, stanowl miejsce geometryczne
punktéow, w ktérych wartosci naprezen normalnych spetniaja réwnanie:

o,=0

Podstawiajac do niego wyrazenie (13.2) dostajemy réwnanie osi oboj¢tnej dla rozwazanego

przypadku:
Jy

I=——tgay (13.5)
JZ

Zatrzymajmy si¢ chwilg przy réwnaniu tej prostej. Jego prosta analiza pokazuje, ze przy

uko$nym zginaniu:

® oS obojetna przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych ale jej potozenie
(nachylenie) nie zalezy od wartosci momentu zginajacego,
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® potozenie osi obojgtnej zalezy od wartosci J,, J, oraz &, tzn. od geometrii przekroju

poprzecznego i plaszczyzny dzialania obciazen,

® 0S$ obojetna nie pokrywa si¢ z kierunkiem wektora momentu zginajacego (tak bylo w
przypadku prostego zginania), odchyla si¢ ona od niego w kierunku ,,minimalnej” gléwnej
centralnej osi bezwladnosci przekroju poprzecznego.

Wyjatek mogltyby stanowi¢ przekroje dla  ktérych J =J_, ale wobec zerowania sig

momentu dewiacji J_, kazda o$ centralna jest osia gtéwna centralng i w takim przypadku

yz?
zawsze wystgpowac bedzie proste zginanie.

Powyzsze spostrzezenia sa bardzo istotne z punktu widzenia wymiarowania, bo pozwalaja
tatwo wyznaczy¢ punkty przekroju poprzecznego, w ktérych naprezenia normalne
O, 0siagaja wartosci ekstremalne. Punkty te polozone sg najdalej od osi obojgtnej co wynika
to z liniowos$ci wzoru okreslajacego wartosci napr¢zen normalnych.

Rozktad napr¢zen normalnych o, w przekroju poprzecznym preta pokazuje rys.13.3.

os obojetna

Rys. 13.3

Rozktad ten jest wynikiem dodania do siebie rozktadéw z dwdéch prostych zginan, tj. zginania
w ptaszczyznie (X, Z) i w plaszczyznie (X, Y) (rys.13.4).

Rys.13.4

Jak juz zostalo powiedziane, najwigksze co do bezwzglednej wartosci naprezenia wystapia w
punktach najodleglejszych od osi obojgtnej. Wyznaczenie potozenia tych punktéw przy
znajomosci potozenia osi obojetnej nie powinno sprawia¢ trudnosci.

Kolejny raz nalezy podkresli¢, ze wyprowadzone wzory obowiazuja przy przyjetych
zwrotach osi uktadu odniesienia i wektora momentu zginajacego. W przypadku innych
zwrotow nalezy we wzorach uwzgledni¢ korektg znakow.
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13.3. Wymiarowanie pretéw ukosnie zginanych

Tak jak w przypadku prostego zginania ograniczymy si¢ teraz tylko do wymiarowania ze
wzgledu na stan graniczny nosnos$ci, przyjmujac, ze bgdzie on osiagnigty, jesli przynajmniej
w jednym punkcie przekroju poprzecznego wielko$¢ naprg¢zenia normalnego bgdzie réwna
wytrzymatosci obliczeniowej.

Jesli pret wykonany jest z materiatu ktérego wytrzymatosci obliczeniowe przy rozciaganiu R,
1 Sciskaniu R, , sa r6zne to warunek stanu granicznego no$nosci stanowia nierdwnosci:

<R,

Xc

max 0,, <R, 1 max‘d

gdzie: maxo,, 1 max ‘ o,.| - najwigksze naprgzenia rozciagajace i Sciskajace w przekroju

poprzecznym.
W przypadku materiatu o tej samej wytrzymatosci obliczeniowej na rozciaganie i $ciskanie
(material izonomiczny) warunek wymiarowania bgdzie jeden:
max| O-x| <R.
Gdy przekrdj poprzeczny preta ma dwie osie symetrii 1 obrys zewngtrzny jego ksztattu jest

prostokatny np. dwuteownik, prostokat z wycigtymi otworami itp. to maksymalne napr¢zenia
normalne wystapia w narozach i1 maja wartosc:

max o, = max‘ O,

13.4. Przyklady 7Za

Przyklad 13.4.1. Drewniana belka wspor- L /\(’ @
nikowa o dlugosci [ = 10 m 1 plaszczyzna obciqzenia

prostokatnym  przekroju  poprzecznym
b =12 cm, h = 24 cm obciazona jest na
koncu sita P = 4.0 kN nachylona pod
katem o = 20° do osi pionowej (rysunek
obok). Wyznaczy¢ rozktad naprezen
normalnych w przekroju utwierdzenia i
potozenie osi oboj¢tne;.

w'=

Rozwiqzanie
P=40kN i &0‘“ z
M,
;( Y /Vvi M
le——/=1.0 m—> M Y
M o '
kNm ~ 3 2 slad ptaszczyzny
r j obciqzenia
N \
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Rysunek wyzej pokazuje wykres momentéw zginajacy w plaszczyznie obciazenia. W
utwierdzeniu moment ma warto§¢ M = 4.0 kNm a jego wektor bedac prostopadty do
plaszczyzny obcigzenia nie jest rownolegly do zadnej z gléwnych centralnych osi
bezwladnos$ci przekroju poprzecznego. Mamy do czynienia ze zginaniem uko$nym
(doktadniej méwiac wraz ze Scinaniem, ale naprgzenie styczne, w tym przykladzie, nie sa
przedmiotem naszego zainteresowania).

Sktadowe tego wektora (pokazane na rysunku) w osiach gléwnych centralnych maja wartosci:

M =M cosax =4.0%0.9397=3.759kNm, M =M sina =4.0%0.3420=1.368 kNm.
Gtéwne centralne momenty bezwtadnosci wynosza:
J,=12%24°12=13824 cm®, J_ =24%12°/12=3456 cm".

W przyjetym ukladzie odniesienia i zwrotach momentéw rozkiad napr¢zen normalnych
okresla wzor:

oMy, M, ~3.759%10°  1.368*10°

. y = z— y =272%10"7-3.96%10" y
J, o, 13824%107° ~ 3456*10°°

Wartosci naprezen normalnych w narozach przekroju wynosza:

0, =272%107(0.12)-3.96%10"(0.06 ) = 3.26 *10° —2.38 % 10° = 0.88MPa
0.,=272%10"(-0.12)-3.96%10"(0.06 ) = —3.26 ¥10° —2.38 *10° = —5.64MPa
0,.,=272%107(-0.12)-3.96%10"(-0.06 ) = —3.26 *10° +2.38%10° = — 0.88MPa
0., =272%107(0.12)-3.96%10"(-0.06 ) = 3.26 *10° +2.38 ¥ 10° = 5.64MPa
Réwnanie osi obojgtne;:

c,=0 — 272%10"z-3.96%10"y=0 — z=1.456y .

Os$ obojetna tworzy z osia ¥ kat 55°31°, wida¢ jak wyraznie odchyla si¢ ona od wektora
momentu gnacego, ktéry tworzy z osia Y kat 20°, w strong gléwnej centralnej osi o
mniejszym momencie bezwtadnosci.

Rysunki ponizej pokazuja rozktad naprezen normalnych w przekroju utwierdzenia. Rysunek
po lewej, czgsto nazywany jest bryla naprg¢zen, rysunek po prawej pokazuje rozkiady
napre¢zen na krawedziach przekroju, ale daje pelny obraz tego co si¢ dzieje wewnatrz.

— ] oC
A7 O x g @ g ) '
0.88 MPa P os obojetna
. 5.64 A A
JAK M 0.88
@ /| | 1
Y >Y
% 55311 | o
L 5.64
0.88 ST ] 5.64
AN |3
v




Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materiatéw. Ukosne zginanie

Przyktad 13.4.2. Wyznaczy¢ rozktad P=10kN
napr¢zen normalnych w przekroju Z vy

utwierdzenia belki wspornikowej o v q=05kN/m
obciazeniu i przekroju poprzecznym {/; t‘ Yy vvvvy
jak na rysunku. X

«——[=3.0m—»

12 cm

Rozwiqzanie

Obciazenie ciagle g dziata w ptaszczyznie ktéra odchyla si¢ od ptaszczyzny (X, Z) o kat 30°,
sifa skupiona P dziata w plaszczyznie (X, Z).

Zadanie w ktérym obcigzenia dzialaja w dowolnych ptaszczyznach najprosciej jest
rozwiazywa¢ wykorzystujac zasadg superpozycji sumujac momenty od poszczegdlnych
obciazen. Poniewaz momenty wystepuja w roéznych ptaszczyznach sumowanie nalezy
wykona¢ z uwzglednieniem ich wtasnosci wektorowych pamigtajac, ze wektory momentow
sa prostopadie do ptaszczyzn dziatania obciazen ktére je wywotuja.

Otrzymang sume nalezy potem roztozy¢ na sktadowe réwnolegle do gtéwnych centralnych
osi bezwtadnos$ci przekroju poprzecznego. Z tego wzgledu wydaje sig, ze najzgrabniej jest
rozktada¢ obcigzenie na sktadowe réwnolegle do tych osi bo otrzymane od nich momenty
beda od razu tymi ktére nalezy wstawia¢ do wzoru na naprezenia normalne. I tak tez
bedziemy postgpowaé w tym przyktadzie.

Sktadowe obcigzenia ciaglego q wynosza:
q, =gsina=0.5%0.500=0.250 kN/m

q. =gcosa=0.5%0.866=0.433kN/m

Wykresy momentéw w ptaszczyznach uktadu odniesienia

obciqzenie w ptaszczyznie (X, Z) obcigzenie w plaszczyznie (X, Y)
P=10kN
Z vy Z
T v 4 =0.433 kN/ m l
LY VY Vv v v v oy X
X' I YN N N~
e 1=30m ——»

M, M.
kNm # KNm

4.949
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Sktadowe momentu zginajacego w przekroju z

utwierdzenia pokazane sa na rysunku obok, a 4 ]

rozklad naprezen normalnych  okresla M. =1.125 Y

zaleZznos¢: B

. =ﬂz—Mz , % M}9 4.949
J J : :

y z

Wartosci naprezen policzymy w narozach przekroju. W tym przypadku begda to punkty,
ktérych wspoétrzegdne sa maksymalne, stad mozemy naprgzenia policzy¢ korzystajac ze
wskaznikow wytrzymatosci:

Jy,  bh® 12%247 J hb> 24%12°

W, = =—= =1152cm’, W, =——=—=—"—= =576cm’.
max|z| 6 6 max|y| 6 6
M sk 3 sk 3
g =M 29DT0 LIS 5 3434109 pa = 2,343 MPa,
W, W, 1152%10° 576*10°
M, M 949*10°  1.125%10°
o, =y M, 494 106 _LI25 106 — _6.249%10° Pa = -6.249 MPa,
w, W, 1152107 576*10°
M %103 %103
oy =2y Mo A9VTI0 LIBTI0 ) 3434105 a = 2343 MPa,
W, W,  1152%10° 576*10"
M, M 949*10° 1.125%10°
P BV 106+1 12 106 = 6.249*10° Pa = 6.249 MPa
W, W,  1152%10°  576*10"

A\ | o
<+ <t
e )i
6.249 A 7 2343
>< 0s$ obojetna
O,
Y o,
/ MPa
o
7343 o . 6249
=\
GTNO | &

Przyklad 13.4.3. Dobra¢ potrzebne
wymiary katownika réwnoramiennego ze
wzgledu na naprg¢zenia normalne dla
belki obciazonej jak na rysunku jesli
R =215 MPa.
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Rozwiqzanie

Z Obciazenie dziala w plaszczyznie (X, Zp)
Yo g =11 kN/m zatem wektor momentu zginajacego jest
A/R+ S ! rownoleglty do osi Yy . Poniewaz jest ona
); AN tylko osia centralna a nie gtéwna centralng

l«——]=30m—¥ wystepuje przypadek ukosnego zginania.
4\ IY; Osie gtéwne centralne (Y, Z) w tym przekroju
_ poprzecznym (o8 Z jest osia symetrii)
nachylone sa pod katem 45° do osi
max M= q /8 centralnych (Yy, Zy). Maksymalny moment
zginajacy wystepujacy w srodku rozpigtosci

Z A belki wynosi:

11*32

2
maxA4::1é—= ~12.375kNm,

OS/?bOJ'@ma a jego wspOlrzedne w osiach gléwnych
I M , Y, centralnych maja wartosci:

M 12.375
wymiaryw | M =M _Mmax’?

cm T2 2

=8.750kNm.

10— »lea

Przyjeto katownik réwnoramienny L 140+140%15, ktérego gtéwne centralne momenty
bezwladnosci maja wartosci J, = 298 cm®, J. = 1150 cm®.  Nalezy teraz sprawdzi¢ czy

spetniony jest warunek stanu granicznego nosnosci ze wzgledu na napr¢zenia normalne, ktéry
wymaga aby:

max| 0'x| <R.

Maksymalne napr¢zenia normalne wystapia w punkcie najodleglejszym od osi obojgtne;j. Jej
polozenie jest tatwo naszkicowac. Odchyla si¢ ona od wektora momentu zginajacego w strong
osi Y, bo wzgledem tej osi moment bezwtadnosci jest najmniejszy. Nietrudno teraz stwierdzic,
ze punkt A jest najodleglejszy od osi obojetnej i w osiach gtéwnych centralnych ma
wspotrzedne (8.84, 5.02) cm.

Rozktad naprezen normalnych w tym przypadku okresla zalezno$¢:

M, M
O-x:__yz Zy’
J, U,
stad
M M %103 *103
ol =Tz, = yA:—~§Z§—19§ 502*10_2——§Z§—19§-&84*10‘2:-—21466h4Pa
T, J. 29810 1150%10~

, a poniewaz : O'f = max| 0'x| =214.66 < R=215, wigc przekrdj zostal przyjety prawidtowo.
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Przykiad 13.4.4. Wyznaczy¢ maksymalne napr¢zenia normalne w przekroju poprzecznym
zadanej belki oraz maksymalne ugigcie jej osi jesli E = 205 GPa.

M =24 kNm Z
7 -
/Y g =20 kN/m T v Profil spawany IPES 360
36 cm Huty Pokoj
)T ¥ v vy v v J,= 16084 cm®*, J,= 1147 cm*
! ! '
« — [=60m
- \<—4 17 cm
Rozwiqzanie
M =24 kNm
Z Y
g =20kN/m
A LY v Vv v v v .
/ 4 A Latwo dowies¢ z réwnan réwnowagi, ze
dzialajace w plaszczyznie (X, Z2)
= < »  Rpy=4kN
Riy=4kN . B obciazenie q wywoduje reakcje

Raz =60 kN Riz=60KN p —R,, =60.0kN a dziatajacy w
e [=60m ptaszczyznie (X, Y) moment powoduje
4 Y M(x) reakcje R,y = Rzy = 4.0kN.

T D Réwnania momentow zginajacych M | (x)
M i M. (x) napiszemy przyjmujac za
dodatnie momenty pokazane na wykresach

z Y 2
W obok. I'tak M, (x) =60x —20x /2
y i

&ﬁ/ M) M Z(x) =4x

Rozktad naprezeh normalnych przy tych
ustalonych zwrotach momentéw i osi uktadu
wspotrzednych wyznacza zaleznos$¢:

M,
o, (x) =2 2+ My

J J

y Z

Z rozktadu momentéw na belce mozna wnioskowac, ze maksymalne napr¢zenia wystapia w
punkcie K ( jesli mamy watpliwos$ci to mozna sprawdzi¢ we wszystkich punktach naroznych).
Zatem:

< M, 5 M ) 10°
7y (8% — "z (85%107%)=—(M +6.62M )=
or () 16084*10‘8( 8710 )Jr1147>*<10—8(85 0 ) 893( y¥e0 Z)
6
= 10—3(60x—20x2/2+26.48x)

Warunek konieczny ekstremum funkcji jednej zmiennej daje réwnanie, z ktérego
wyznaczymy potozenie przekroju w ktérym naprezenie normalne jest maksymalne:
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doy (x)
x

=60-20x+26.48=0 — x=4324m.

Momenty zginajace w tym przekroju maja wartosci:

M (4.324)= 60* 4.324-10* 4.324” = 72.470kNm,
M ,(4.324)= 4%4.324= 17.296 KNm.

Stad maksymalne napr¢zenia normalne w przekroju poprzecznym belki wynosza:

72.470%10° 17.296 103
16084 #1078 1147%1078
= (81.103+128.174)* 10°N/m* = 209.277 MPa.

ol (4324) = - (~18%102) + (8.5%102) =

Zajmiemy si¢ teraz obliczeniem maksymalnego ugigcia osi belki. Przekrdj poprzeczny w
ktérym o$ belki przemiesci si¢ najwigcej nie musi si¢ pokrywa¢ z tym w ktérym wystepuja
najwigksze napr¢zenia normalne.

Ugigcia punktow osi preta w kierunku osi Y 1 Z obliczymy

M
v Y M. od kazdego momentu osobno korzystajac z réwnan
* }' | . rozniczkowych, ktére przy zwrotach momentow i ukfadu
|' {* ); odniesienia pokazanych na rysunku obok sa nastepujace:
M; 2 2
w M, d’w M, dv M,
=— oraz ——=— .
dx? EJ, dx? EJ,

Obliczenie ugiecia w ptaszczyznie (X, Z).

dzw(x) 3 M, (X)

2
dx EJ,

" 2
EJ,w (x)=10x — 60x

EJ, w (x)=10x"/3-30x +C,
EJ,w (x)=5x4/6—10x3 +C,x+D,

Kinematyczne warunki brzegowe:

1/w(0)=0 D, =0 D, =0
4 3 - 2 -
2/w(6)=0 5%6%/6—10%6> +6C, =0 C, =180 kNm

Zatem funkcja ugiecia w plaszczyznie (X, Z) ma postac:

4
w () =——| 22 _10x® +180x |.
EJl, | 6

Obliczenie ugiecia w ptaszczyznie (X, Y).
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d 2v()c) _ Mz(x)

dx? EJ,

EJ . v (x)=—4x

EJ . v (x)=—2x*+C,

EJ. v ()c)=—2x3/3+C2x+D2
Kinematyczne warunki brzegowe:

1/v(0)=0 D, =0 D, =0
3 - 2
2/v(6)=0 ~2%6/3+6C,=0 C, =24 kNm

Stad funkcje ugigcia w plaszczyznie (X, Y) okresla zaleznos¢:

v (x) ! (_2x3 +24xj.

NAEE

Catkowite ugigcie jest geometryczna suma przemieszczen w tych dwoéch prostopadtych
ptaszczyznach okre§lona wzorem:

Flx)=v? ()+w (x).

Podstawiajac za v (x) oraz w (x) wyzej otrzymane zaleznosci dostajemy:

)= [24x—2x3/3]2+{5x4/6—10x3 +180xJ2 _

EJ, EJ,

—30.328%10°° /196,635 (24— 2% /3] + (5x* 6 — 10 +180x)"

Miejsce wystapienia maksymalnego ugigcia otrzymujemy z réwnania zerowania sig
pochodnej jego funkcji:

dfx)_,
dx

2%196.635 (24x - 22 /3)(24 — 222 ) + 2% (5x* /6 —10x* +180x)(20x% /6 — 30x2 +180)
196635 (24— 25 3 +(5x* /6 10x° +180x)’

=0

ktérego rozwigzaniem jest x = 3.387 m.
Maksymalne ugigcie wynosi:
max f = f(3.387)=30.328*107° * 844.148 = 0.0256 m = 2.56 cm.

Sktadowe tego przemieszczenia sa rowne:

v(3.387)=2.355 cm i w(3.387)=1.003cm.
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