Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materialéw. Stateczno$¢ osiowo $ciskanych pregtéw prostych

17. STATECZNOSC OSIOWO SCISKANYCH PRETOW PROSTYCH
17.1. Stateczno$¢ preta w zakresie liniowo sprezystym.

Jednym z podstawowych zatozen przyjetych na poczatku naszych rozwazah bylo to, ze
analizowane przez nas konstrukcje znajduja si¢ w rownowadze trwatlej (inaczej statecznej) ale
jak dotad, précz prostych objasnien, nie zostaly sformulowane Zadne analityczne warunki
gwarantujace taka rownowage lub jak powiemy w jezyku inzynierskim gwarantujace
statecznos¢ konstrukcji. Utrata statecznosci konstrukcji jest zagadnieniem niezwykle waznym
i skomplikowanym - i co wigcej - stanowi jedna z przyczyn wystapienia stanu granicznego
nosnosci. Konieczno$§¢ uwzglednienia utraty statecznosci w analizie mechanicznej
zachowania si¢ konstrukcji dobitnie obrazuje nastepujace zadanie', w ktérym nalezy
wyznaczy¢ dopuszczalng wysoko$¢ stalowego preta prostego o polu przekroju poprzecznego
A = lem?, obciazonego tylko ciezarem wiasnym y = 78.50 kN/m’, wykonanego ze stali o
wytrzymatosci obliczeniowej przy Sciskaniu R, = 215 MPa.

Warunek stanu granicznego nosnosci zwiazanego jedynie z nie przekroczeniem
wytrzymatosci obliczeniowej przy $ciskaniu, daje nizej wyznaczona, dopuszczalng wysokos¢
preta
6

W—ASRC o o< R. _ 215*10

A y 78.5%10°
Jest rzecza oczywista, ze nie ma mozliwosci realizacji konstrukcji o tych wymiarach z
zachowaniem jej prostoliniowego ksztattu (jak to jest zalozone w wykonanych obliczeniach) i
w jezyku inzynierskim powiemy, ze konstrukcja taka musi utraci¢ swoja statecznosc.
Zajmiemy sig teraz podaniem analitycznych warunkéw zapewnienia rOwnowagi statecznej dla
bardzo prostej konstrukcji, jaka jest osiowo S$ciskany prgt pryzmatyczny, wykonany z
materiatu o wlasnosciach fizycznych okreslonych prawem Hooke’a.
Zaczniemy od prostego ,ideowego” objasnienia trzech postaci rownowagi w jakich
konstrukcja moze si¢ znajdowac.
Jezeli po dowolnie malym wychyleniu z pierwotnego potozenia rownowagi ruch ciata jest
taki, ze wychylenia jego punktow nie sa wigksze tych poczatkowych to taka rownowage
nazywamy stateczng (trwata).

=2.739%10° m.

W przeciwnym przypadku réwnowaga
jest niestateczna (nietrwata, chwiejna).
Mozna jeszcze wyrdzni¢ szczegllne
potozenie rownowagi zwane
rOwnowaga obojetna w ktérej punkty

! I ur : . Y
ciala pozostaja w polozeniu po
wychyleniu. Opisana sytuacj¢ mozna
zobrazowac¢ traktujac konstrukcje jako
Rys. 17.1 cigzka kulke w réznych warunkach

podparcia znajdujaca sig w
potencjalnym polu sit (rys. 17.1).

Réwnowadze statecznej I odpowiada minimum energii potencjalnej uktadu, a w rownowadze
chwiejnej /Il maksimum. W stanie rownowagi oboj¢tnej II wartos¢ energii potencjalnej przy
dowolnie matym wychyleniu pozostaje stata.

! Przyktad wzigty z ksiazki S.Piechnik. Wytrzymatos¢ Materiatéw dla Wydziatéw Budowlanych. PWN 1972.
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17.2. Sita krytyczna

Zagadnienie utraty stateczno$ci $ciskanego osiowo preta pryzmatycznego rozwiazemy w
sposOb podany przez L.Eulera w 1744 r.

Rozwazmy, pokazany na rys. 17.2, §ciskany osiowo sita P pre¢t przegubowo podparty na obu
konicach, wykonany z materiatu liniowo spr¢zystego o module Younga E i nadajmy mu

Z AW 7
%m(x) < 5&{

Py, X = Py
‘47 [ —ﬁ Jv = Jmin
Rys. 17.2

jakim$ impulsem poprzecznym dowolnie mate poczatkowe ugigcie w plaszczyznie
najmniejszej sztywnosci zginania. Jezeli po usunigciu przyczyny ugiecia powroci on do swej
poczatkowej prostoliniowej postaci, oznacza to, ze znajduje si¢ w rownowadze statecznej.
Powtarzajac rozumowanie wraz ze zwigkszaniem wartosci sity P dojdziemy do sytuacji, w
ktorej pret po usunigciu przyczyny poczatkowego ugigcia pozostanie krzywoliniowy (nie
powrdci do swej pierwotnej prostoliniowej formy). Oznacza to, ze tym razem pret znajduje
si¢ w stanie rOwnowagi oboj¢tnej, a sitg, przy ktdrej to nastapito nazywac bedziemy sila
krytyczna P,,.. Tak wigc:

sita krytyczna to sila przy ktorej osiowo $Sciskany pret znajduje si¢ w stanie r6wnowagi
obojetnej.

Wyliczmy t¢ sil¢ krytyczna. Réwnanie momentéw w zakrzywionym precie przy obcigzeniu
sifq krytyczna ma postac:

M(x)=P,, w(x), (17.1)
a réwnanie rézniczkowe jego ugigtej osi przyjmuje formg:

d*w(x)  M(x)

=— , 17.2
dx2 E‘Imm ( )
z ktérej otrzymujemy réwnanie rézniczkowe wiazace ugigcie z sita krytyczna:
2
P,
d*wlx) | Py w(x)=0. (17.3)
de E‘Imm
Przyjmujac oznaczenie:
P,
k*=—tr 17.4
zapiszemy je w postaci:
d 2
w+k2w(x)=0, (17.5)
dx
ktérego rozwiazaniem jest funkcja:
w(x)zAsinkx+Bcoskx. (17.6)

State catkowania A oraz B wyznaczymy z kinematycznych warunkéw brzegowych:
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w(0)=0 oraz w(l)=0. (17.7)

Pierwszy warunek daje B =0, natomiast drugi zalezno$¢ 0 = Asinkl, z ktérej przy zatozeniu
7ze A#0 (rozwazamy pret zakrzywiony, wigc rownoczesnie nie moze by¢ B=0 1 A=0),
dostajemy:

nrw

sinkl =0 — k:T, n=1,2,3,...
Korzystajac z (17.4), dla kolejnych liczb naturalnych otrzymujemy:
2
- EJ
n=1, Pyy=——"-, w(x)=Asin£x ,
, I / / N
47* EJ,,
n=2, P, d S, w(x) = AsinzTﬂx, 7
! DI 7 N
97*EJ,,
n=3, P, = d T w(x) = Asin3—ﬂx, gy
! ! /3 bl 1/3 e 1/3 5]

............. )

co dowodzi, ze kazdej wartosci sity krytycznej odpowiada inna forma deformacji preta, albo -
inaczej - inna posta¢ wyboczonego preta, ale wszystkie sa sinusoidami.

Jest rzecza oczywista, ze za sit¢ krytyczng uznamy t¢ najmniejsza, odpowiadajaca n=1 . W
tym miejscu warto zwroci¢ uwage, ze impuls poprzeczny wywolujacy to wstepne
zakrzywienie potrzebny jest tylko w rozwazaniach teoretycznych. W rzeczywistosci
odstepstwa od idealnych zatozen, np. idealnej prostoliniowos$ci preta, osiowosci przylozenia
sity czy jednorodno$ci materiatu, same zawsze spowoduja wyboczenie preta.

Wyniki analizy pretéw o innych warunkach podparcia pozwalaja napisa¢ jednolity wzoér na
sit¢ krytyczna, nazywana sita krytyczna Eulera, w postaci:

x> EJ ;.

Pl =
ki li

) (17.8)

gdzie: [, =al, (17.9)
nazywamy dtugoscia wyboczeniowa.

Wartosci wspotczynnika dlugosci wyboczeniowe] « zaleznego od warunkéw podparcia
podano na rys. 17.3.

a=1 a=2 a=0.7 a=05 a=1 a=2

e —
I
|
|
|
I
|
L
L

Rys. 17.3
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17.3. Naprezenia krytyczne

Zakres waznosci wzoru Eulera na site krytyczna jest ograniczony wtasno$ciami fizycznymi
materiatu Sciskanego preta. Poniewaz material analizowanego przez nas preta byt z zatozenia
materialem liniowo spr¢zystym to napr¢zenia normalne w precie nie moga przekraczaé¢ Ry, -

granicy stosowalno$ci prawa Hooke’a (granicy proporcjonalnosci).

W celu wyznaczenia zakresu stosowalnosci wzoru (17.8) dokonamy jego przeksztalcenia.
Wpierw podzielimy obustronnie przez pole przekroju poprzecznego A

Pkbr: _ 7[2 E‘Imin

A Al?

b

a nastegpnie, definiujac pojecie naprezenia krytycznego:
P r
o :Tk’ (17.10)

1 smuktosci preta:

l
A=—" (17.11)
Imin
gdzie:  i,;,,=+J,,/A - Jjest minimalnym promieniem bezwladnosci przekroju
poprzecznego, mozemy otrzymac zaleznosc:
2
E
£ :’;—2 (17.12)
w ktore;j:
E

P, .
ol = : oznacza napre¢zenie krytyczne Eulera.

Na wykresie zaleznosci o,,0d A (rys. 17.4), wykresem funkcji O',f; (1) jest hiperbola, ktérej
zakres waznosci jest ograniczony od gory, na osi rzgdnych, warto$cia R; . Odpowiadajaca
tej wartosci naprgzen krytycznych o,, smuklo$¢ nazwiemy smukloScia graniczng i
wyznaczymy z warunku:

2
7 E E
Ry =— - A, =z o (17.13)
gr H
A O-kr
prosta Tetmajera-Jasinskiego
RE
hiperbola Eulera
Ry
A
- >

8r
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Rys. 17.4
Zatem wz6r Eulera jest wazny dla smuktosci 4> A4, i naprezenia krytyczne sa opisane

woweczas przez hiperbolg Eulera, a pret pracuje w zakresie linio sprezystym.

W praktycznych zastosowaniach potrzebujemy, jednak czg¢sto, analizowac¢ utratg statecznosci
rOwniez w zakresie nieliniowo sprgzystym i sprezysto plastycznym, dla ktérych smuktos¢
spetnia nieréwnos¢ 0< A< A4, .

W stanach poza liniowo sprezystych postugiwac si¢ bedziemy zalezno$ciami ustalonymi

empirycznie, z ktorych najbardziej znanymi sa, prosta Tetmajera-Jasinskiego okreslona
wzorem:

o, =a-bA, (17.14)
oraz parabola Johnsona-Ostenfelda zdefiniowana rownaniem:

0/ =A-BX. (17.15)
W obu powyzszych zaleznosciach a, b, A oraz B to stale materiatowe.

Aproksymacja krzywej teoretycznej prosta Tetmajera-Jasinskiego (patrz rys. 17.4) zaklada, ze
dla pretéw ktorych smuktos¢ 4 —0 (pretéw krepych) stan graniczny no$no$ci osiagany jest
przez uplastycznienie a nie poprzez utrat¢ statecznosci i stad stale a i b we wzorze
wyznaczone sa z warunkow :

o, ' =R, dla =0 — a=R,,

i R,-R, R -R, [R
oy =Ry da A=A, — Ry =a-bi, — b= A = /4 : g’

8r

gdzie: R, - wyrazna granica plastycznosci. Zatem ostatecznie naprezenie krytyczne wedtug
Tetmajera-Jasinskiego mozna zapisa¢ w postaci wzoru:

R,-R, [R,

T-J _
O-kr - Re T E

A. (17.16)

17.4. Wymiarowanie osiowo $ciskanych pretéw z uwzglednieniem utraty statecznosci

Poprawnie zaprojektowany osiowo S$ciskany prgt winien spetnia¢ réwnoczesnie dwa,
niezalezne od siebie warunki stanu granicznego no$nosci tzn. byt wytrzymaty i znajdowat sie
w réwnowadze statecznej. Warunki te wymagaja aby sitla obcigzajaca P spelniata
nieréwnosci:

P<A*R. i P<P,,
gdzie: A to pole przekroju poprzecznego preta.

W praktyce inzynierskiej przy projektowaniu konstrukcji stalowych korzystamy z jednego
warunku, wystgpujacego w Polskich Normach Budowlanych, spetniajacego rownocze$nie oba
te kryteria. Warunek ten mozna otrzyma¢ wychodzac z nieréwnosci zapewniajacej
réwnowagg stateczng :

P<P, — P<o,(1)A. (17.17)
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Utozsamiajac na wykresie zaleznosci o, (A)(rys. 17.4) wyrazna granice plastyczno$ci R, z

wytrzymatoscia obliczeniowa przy sciskaniu R. mozemy na mocy definicji napisac:

0, (1) = 9(A)R,

by po wstawieniu do nieréwnosci (17.17) dostac:

P
——— <R 17.18
o) A ¢ ( )
gdzie :
(1) = GMTM) wspolczynnik wyboczeniowy. (17.19)

c

Wspétczynnik wyboczeniowy — przyjmuje wartosci @(A4)<1, i fizycznie spetnia role
wspotczynnika redukcyjnego pola przekroju poprzecznego A (czyli tym samym
wspotczynnika redukcyjnego nosnosci obliczeniowej pr¢ta), jest funkcja smuklosci oraz
statych materiatowych i w przedziale 4 > 4,, wynosi:

7’E
1) =
(4) v

9

a przedziale 0< A< 4, , przy zastosowaniu wzoru Tetmajera-Jasifiskiego , przyjmuje postac:

_R-Ry [Ry

A)=1
(1) Tk VE

Wspoétczynniki wyboczeniowe, podane w formie tablic w Polskiej Normie PN-90/B-03200
dotyczacej obliczen statycznych i1 projektowania konstrukcji stalowych, uwzgledniaja jeszcze
inne, dodatkowe niezwykle wazne dla zagadnienia utraty stateczno$ci parametry, takie jak
poczatkowe znieksztatcenia osi lub przekroju porzecznego pretéw (tzw. imperfekcje). Stad

warto$ci tych wspotczynnikow zalezne sa od tzw. smuktos$ci wzglednej 4 = /1/ A, , gdzie 4,

jest smuktoscia poréwnawcza:

- | B (17.20)

7 115\R,

oraz od technologii wytwarzania (spawany, walcowany) i ksztattu przekroju elementu.
Koncepcja wspotczynnika wyboczeniowego funkcjonuje rowniez przy wymiarowaniu pretow
$ciskanych w konstrukcjach drewnianych.

17.5. Przykltady

Przyklad 17.5.1. Wyznaczy¢ sity krytyczne dla $ciskanych osiowo pretéw stalowych o
dlugosci [ = 1 m , wymiarach przekroju poprzecznego 3*6 cm podpartych jak na rysunkach,
jesli Ry =200MPa, R, =215MPa, R. =195MPa, E =205 GPa.

a Py b Py | ¢ Py
I < 4 | =¢
- e I A
Rozwiqzanie
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Przyjmujemy, ze warunki podparcia w obu ptaszczyznach sa takie same, wigc wyboczenie
wystapi w plaszczyznie minimalnej sztywnosci zginania i minimalny moment oraz promien
bezwladnos$ci sa rowne:

_6%37 Jwin _ [135

Joi = =13.50cm*, A=3%6=18.0cm’ i =,|—0n =0.866 cm.
12 A 18.0
[505%10°
Smukio$¢ graniczna: A4, =7 E =7 205710 = =100.6
Ry 200*10
Przypadek a
l *100.

Smuktos¢ preta: A =—"*= 271000 _ 230.946 > 4,

ipn  0.866

2 2 9 -8
EJ 205*10° *13.5*10

Obowiazuje wzér Eulera: Pl = d 2 min _ % ¥ =68.285 kN.
Przypadek b

l,
Smukto$¢ preta A=—"= 100.0 ——=115473 > 4,,

imin  0.866

s mYEJ_. m*205%10°*13.5%107°

Obowiazuje wzor Eulera: P/ = e min_ _ 2 =273.141 kN.
Przypadek ¢

[ 5*100.
Smuktos¢ prgta  A=—"-= 0.57100.0 57.737 <4,

i 0.866

min

Utrata statecznoSci wystapi w zakresie poza liniowo sprgzystym 1 nie obowiazuje wzOr
Eulera.
Przyjmujac aproksymacj¢ prosta Tetmajera-Jasinskiego otrzymamy:

R,-R, |R - #10°
ol =R, - —H |TH ) -2]5- 215 200,/200 109 57.737=206.389 MPa
r E z 205*10

P = Axol7 =18%107 #206.389%10° =371.500 kN.

Warunek wytrzymatosci we wszystkich trzech przypadkach daje dopuszczalna silg
obciazajaca

P<AR,=18%107" #195%10° =351.0 kN.

Przyklad 17.5.2. Wyznaczy¢ sil¢ krytyczna dla Sciskanego osiowo preta stalowego o
dtugosci [ = 1 m , wymiarach przekroju poprzecznego bXxh =3x6cm podpartego jak na
rysunku, jesli Ry =200MPa, R, =215 MPa, E =205 GPa.

AZ

Y Z
/] b. 4 — P, ' y
> X h
- \ v
D | » » bl
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Rozwiqzanie

W ptaszczyznie (X, Z) pret jest jednym koncem zamocowany, a drugi koniec ma wolny,
natomiast w plaszczyznie (X, Y) oba konce preta sa zamocowane.

%3 /
A= 3*6—180cm J 3 6 —54000m z— 1/?: =1.73cm,
%13
J, = 6*3 —13SOcm i —1/ 13.5 =0.866 cm.
12 V18
£109
Smuklo$¢ graniczna: A, =7z E =7z1f205 106 =100.6.
Ry 200*10

Wyboczenie w ptaszczyznie (X, Z)

l *100.
Smukto$é pregta A =" :% =115.607 > 4,,

ly

2 _
o 2205%10° *54.0%10®
Obowiazuje wzér Eulera P} = = v _ 77205 022 54.0%10 273141 KN

Wyboczenie w ptaszczyznie (X, Y)

[ S5*100.
Smukto$é pregta A= _0571000 57.737 < 4,,
i 0.866

Z
Utrata statecznosci wystapi w zakresie poza liniowo sprezystym.

Przyjmujac aproksymacje¢ prosta Tetmajera-Jasinskiego otrzymamy:

R,-R,; |R #10°
ol =R, —Te M |TH A=215-215 200,/200 10" 57 7372206.389 MPa,
r E z 205%10°

P = Axol =18%107" #206.389%10° =371.500 kN.

Sita krytyczna dla rozwazanego preta wynosi P, =273.141 kN.

Przyklad 17.5.3.> Wyznaczy¢ site krytyczna i wsptezynnik dtugosci wyboczeniowej, preta
przegubowo podpartego obciazonego osiowo dwoma sitami Sciskajacymi jak na rysunku.

2'W pierwszym wydaniu podrecznika byt btad w rozwiazaniu tego przyktadu.
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Rozwiqzanie

P kr
" wi(x1) wa(x2) W2
5 B
> «— ¢
J— l l XZ H B
| 2 2 | Vs
Reakcje w zdeformowanym precie w stanie rtOwnowagi obojetnej wywotane poprzecznym

impulsem wyznaczone z warunkOw réwnowagi wynosza (patrz rys. wyzej):
> X=0 - Hy=2P,,

P

P, o
[

dDMy=0 — Vg=

9

P, o
l

dDMp=0 - V,=

Réwnania momentéw zginajacych , rownania rézniczkowe osi wyboczonego preta oraz
ogdlna posta¢ ich rozwigzania w dwdch przedziatach charakterystycznym maja forme:

0<x, < L 0<x, < i
2 2
M ()= Pywi () + P 6 xp, My (x5)=2 Py (x;) =V,
dzwl(xl):_Ml(xl):_ Pwy (x)+V,x, dez(xz)z_Mz(Xz) :_2Pkrw2(x2)_VBx2
dxlz EJmin EJmin dx% EJmin E‘]min
d*w, (x 1% d*w,(x Vv
—12( 1)"‘k12W1(?C1):_ A —22( 2)+k2w2(x2)= F—x,
dxl EJmin dx2 EJmin
wy (x;)=wy, () + A, sink,x; + B, cos k;x Wy (x5 )= wa, (x5 )+ A, sinkx, + B, cos kx,
1% Vv
Wls(x1):—7éx1 Wzs(xz)zzli; X2
gdzie: ki = B , k3= 2 By . wi, () 1wy, (x,), calki szczegélne réwnan niejednorodnych
EJmin EJmin

a Ay, By, Ay, 1 B, to state calkowania , ktére nalezy wyznaczy¢ z kinematycznych warunkéw
brzegowych.

Kinematyczne warunki brzegowe w tym zadaniu opisuja zaleznoSci:
1/w;(0)=0 — B;=0

2/w,y(0)=0  — B, =0
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i rownania zdeformowanej osi pre¢ta w poszezegdlnych przedziatach sa nastgpujace:
o : ) :

w (xl )=— 7x1 + A sink;x;,  wy(x, )=Ex2 + A, sinkx, .

Pozostale dwie state wyznaczamy z warunkéw zszycia:

3/w(l/2)=w,(/2)=6,

47 w(l/2)=—w,(1/2).

Po wykorzystaniu dwoch pierwszych, trzeci warunek daje zaleznosci:

L_301 351
Y2 sin(ky1/2) T 4 sin(k,l/2)”

(a)
a czwarty rOwnanie:
) o
-t ki A, cos(k,l/2) =~ ot koA, cos(kyl/2) |,
ktére po wykorzystaniu (a) 1 relacji k, = NG k, oraz podstawieniu u =k, [/2 przyjmuje postac

N2 13 1
2 sglVou) telu) 2u

Numeryczne rozwiazanie réwnania (b) daje wynik:

=0 (b)

H=1.2783.
A poniewaz:
ki 1?
2= to
4
2o 44’ b Au*EJ,;, 6.5362EJ,,,
L= 12 kr = e - e :
Ten ostatni wynik mozemy zapisa¢ w formie:
2
— 7[ EJmin
(1.2291)*

zatem wspotczynnik dtugosci wyboczeniowej a =1.229.

Przyktad 17.5.4. Wyznaczy¢ sil¢ krytyczna 1 wspétczynnik dlugos$ci wyboczeniowej
$ciskanego osiowo preta pryzmatycznego obcigzonego jak na rysunku.

‘47 ) —" JV = Jmin
Rozwiqzanie
Moment zginajacy w wyboczonym prgcie wynosi:

w(Xx)

P V f\
kr FWR
> 34

Mg

v

A X
R
Vi v B
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M(x) = Pk,w()c)—VA X.
Reakcja pionowa V4 jest konsekwencja utwierdzenia na podporze B w wyniku czego
wystepuje tam moment zginajacy (moment utwierdzenia).
Zatem:
Pkrw(x) -V, x
EJmin
Kolejne r6zniczkowania tego rownania daja:

w(x)=

W’”(_X) __ Pker‘(Ix)._VA , WIV (X) —_ Pké'?/ ()C) .

min min

To réwnanie r6zniczkowe czwartego rzedu zapiszemy w formie:
wV (x)+k*w(x)=0, (a)

P
gdzie: k* = —K—
EJ

Catke¢ ogdlna réwnania (a) mozna zapisa¢ w postaci:
w(x)=C, + Cyx+C;sinkx + C, coskx.

Stale catkowania wyznaczamy z warunkéw brzegowych:
1/ wl0)=0 - C,+C,=0 — C,=-C,,

2/ w(0)=0 — C,=0,

3/ wll)=0 — C,I1+C,sinkl=0,

4 w(l)=0 — C,+Cykcoskl=0.

Pewnego objasnienia wymaga drugi kinematyczny warunek brzegowy. Jego sens fizyczny,
oznaczajacy zerowanie si¢ momentu zginajacego w punkcie A (podpora przegubowo
przesuwna) staje si¢ oczywisty, jesli zauwazymy, ze:

M (x) = —w"(x)ET 1,

Z dwoch ostatnich warunkéw otrzymujemy réwnanie:

kl =tgkl,
ktérego najmniejszy dodatni, r6zny od zera pierwiastek ma warto$¢ kl = 4.4934 .
Tak wigc:
4.4934°EJ EJ_.
P, =———"%=20.1906— ™,
[ [
lub inacze;j:
7’EJ.,  #°EJ] .,

(0.6992%1  (0.71)*

kr

Wspoétczynnik dtugosci wyboczeniowej dla takiego preta wynosiar = 0.7.
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Przyktad 17.5.5. Wyznaczy¢ site krytyczna i1 wspoétczynnik dlugosci wyboczeniowe;j
$ciskanego osiowo preta pryzmatycznego obcigzonego jak na rysunku.

p 1 “t
b |

Rozwiqzanie

Moment zginajacy w wyboczonym prgcie wynosi:

\Ms
W(X) l
A x B
Dl

M(x)= Pkrw(x)—MA .

Stad réwnanie rézniczkowe osi wyboczonego preta ma postac:

W”()C) — MA ;karW(.X)

Tak jak w poprzednim przyktadzie, kolejne rézniczkowania tego réwnania daja:

w”(x) = _M’ W (x) = - P, v’ (x) ’

E‘Imin EJmin
w" (x)+k*w’(x)=0, (a)
gdzie: k* = i
EJ

min
Catke¢ ogdlna réwnania (a) mozna zapisa¢ w postaci:

w(x)=C, + C,x+ C;sinkx+ C, coskx.

State catkowania wyznaczymy z warunkow brzegowych, ale zanim je sformutujemy zwré6¢my
uwage na zalezno$¢ miedzy trzecia pochodna ugigcia i sita poprzeczna. Wiemy juz, ze:

M (x)=-w"(x)EJ ;. .
wigc po obustronnym rézniczkowaniu otrzymamy:

M’(x)=-w"(x)EJ

min

ale M'(x)=0(x), zatem Q(x)=-w"(x)EJ

min *

Indeks ,,min” przy momencie bezwtadnosci w ogélnym przypadku zaleznosci rézniczkowych
miedzy momentem zginajacym, sita poprzeczna i odpowiednimi pochodnymi funkcji ugigcia
winien by¢ zastapiony indeksem wskazujacym o$ zginania.

Kinematyczne warunki brzegowe w tym precie maja postaé:
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1/ w0)=0 = C,+C,=0,

/7

0)=0 — C,+kCy=0 — C,=-kC;,

/7

2/ w(
3/ w()=0 — C,+kC;coskl—kC,sinkl =0,
4 w'([)=0 — —k’Cycoskl+k’C,sinkl=0.

Czwarty kinematyczny warunek brzegowy mowi o zerowaniu si¢ sily poprzecznej na
podporze B.

Podstawienie do warunku trzeciego, C, = —kC; z warunku drugiego i C, = C; coskl/sinkl z
warunku czwartego daje zaleznos$¢:

C;sinkl =0.

Stata catkowania C; nie moze by¢ rowna zeru bo wowczas zeruja si¢ pozostale state
catkowania i w(x)=0, co przeczy zatozonej krzywoliniowej formie wyboczonego preta,
wiec:

sinkl =0 — kz%, n=123...

Najmniejszy pierwiastek tego réwnania daje sit¢ krytyczna o wartos$ci:

2
- EJ . o . . . . .

P, =l—2mm, z ktérej wynika iz wspotczynnik dtugosci wyboczeniowej dla takiego preta

oa=1.

Przyktad 17.5.6. O jaka warto$s¢ AT musi wzrosna¢ temperatura otoczenia obustronnie
zamocowanego preta stalowego, o dtugosci [ = 12 m i przekroju ztozonego z dwéch
katownikéw rownoramiennych 150*150*12, aby utracil on swoja statecznos¢. State
materiatowe preta wynosza: modut Younga E = 205 GPa, granica proporcjonalnosci Ry = 200

MPa, wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej liniowej €, =12* 10°/°C.

| | "

> |
! X

= 12m——#

Sita krytyczna dla pre¢ta obustronnie zamocowanego pracujacego w zakresie liniowo
sprezystym ma wartosc:

ZO A ZO

»
| 4

2
EJ,,
PE = ”l—zm edzie: [, =0.51

Pod wplywem podniesienia temperatury o AT pret podparty w sposob nieskrgpowany moze
si¢ wydtuzy¢ o Al = &, AT | . Poniewaz pre¢t jest zamocowany to wydtuzenie redukowane jest
do zera przez $ciskajaca sil¢ osiowa P spetniajaca zalezno$¢:

AT | EA
P:AllEA L pofr ll '
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Z poréwnania obu tych sil otrzymamy krytyczng warto$¢ zmiany temperatury otoczenia, przy
ktérej pret utraci swa statecznosc:
e AT IEA _7° EJ x?

- - oar="_,
! 12 Y

[
gdzie: A=—""-.
U min

Potrzebujemy wyliczy¢ minimalny promien bezwtadnosci przekroju.

Z tablic profili walcowanych odczytujemy dane dla jednego katownika

Z tablic profili walcowanych odczytujemy
dane dla jednego katownika

Pole przekroju: A =34.9 cm?,

wymiary w cm

gtéwne centralne momenty bezwtadnosci:

Je=1186 cm®, J, =305 cm", «—10.85—»]
4.15
A Y Gtowne centralne osie bezwtadnosci przekroju tego preta to
jego osie symetrii. Momenty bezwtadnosci wzgledem tych osi

maja wartosc:

J,=2%J, =2%1186=2372 cm’,

J, =21, +Ala15%42) |
=2 [305+34.9(4.15%42)2|=3014.261 cm*,

Minimalny promien bezwtadnosci:

Imin =1y =1/@ =5.829cm.
69.8

Smuktosé:

*
P [, _ 0.5%1200

i

102.934 .

min

Poniewaz do obliczen przyj¢to site krytyczna Eulera, nalezy sprawdzi¢ czy smuktos$¢ preta
jest wigksza od smuklosci graniczne;.

%103
Ay =7 E _ V4 2057107 _ 100.58, zatem 4> 4, .
R, ~\ 200

Zmiana temperatury otoczenia powodujaca utratg statecznosci rozwazanego preta wynosi:

2 2
AT = T _ T

=== — - =77.62°C.
g A 12%107° %102.934
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Jesli zmienione zostang warunki podparcia preta z zamocowanych na przegubowe, to
wowczas jego smuktos¢ bedzie réwna:
[, 1¥1200

A=
i 5.829

=205.867,

min
a krytyczna zmiana temperatury bgdzie wynosic:

7’ 7z’

AT == = - - =19.41°C.
g A 12%107° #205.867

17.6. Zastosowanie metody energetycznej przy wyznaczaniu sily krytycznej
Rozwiazanie zagadnienia utraty stateczno$ci droga catkowania rownania rézniczkowego
krzywoliniowej postaci preta w bardziej ztozonych przypadkach obciazenia czy jego
geometrii, czgsto prowadzi do skomplikowanych réwnan rézniczkowych o zmiennych
wspotczynnikach, ktérych rozwigzanie wymaga ztozonych metod matematycznych i bywa
przyczyna braku zamknigtych rozwiazan analitycznych.

W takich przypadkach chegtnie korzystamy z metod energetycznych, umozliwiajacych szybkie
otrzymanie przyblizonego rozwiazania. Dalej oméwimy metod¢ Timoshenki - Ritza
wyznaczania sily krytycznej wykorzystujaca twierdzenie o minimum catkowitej energii
potencjalnej uktadu. Twierdzenie to méwi, ze: w polozeniu réwnowagi statej catkowita
energia potencjalna uktadu /7 zdefiniowana wzorem:

=L, —-L_, (17.21)

gdzie: L, - praca sit zewngtrznych, L, - praca sit wewngtrznych, osigga minimum.

We wspomnianej metodzie zaktadamy réwnanie odksztalconej osi preta odpowiadajace
kinematycznym 1 statycznym warunkom brzegowym:

w (x)=Zn:Cmfm (x), (17.22)
m=1

i dalej na podstawie zatozonego rownania odksztatconej osi preta obliczamy prace sit
zewngtrznych oraz pracg sit wewngtrznych , a nastgpnie rozpisujemy uktad réwnan

o1 _ (17.23)
ac,,

Otrzymany w ten sposob uktad réwnan (17.23) jest uktadem réwnan liniowych jednorodnych
ze wzgledu na wspétczynniki C,,. Z przyréwnania do zera wyznacznika tego ukiadu
wyznaczamy przyblizong warto$¢ sity krytyczne;.

Uzyskana ta metoda sita krytyczna ma warto$¢ zawsze wigksza od doktadnej, i tym blizsza
doktadnej im blizsza rzeczywistej jest zalozona posta¢ ugigtej osi prgta w stanie
krzywoliniowej réwnowagi.

Jezeli w miejsce skonczonego szeregu funkcji (17.22) przyjmiemy, ze zdeformowana os
opisuje jedna funkcja:

w(x)=C f(x),

to w miejsce uktadu réwnan (17.23) otrzymujemy jedno réwnanie z ktérego wyznaczamy site
krytyczna prostym wzorem zawierajacym pierwsza i druga pochodna funkcji f(x). W celu

jego wyprowadzenia rozwazmy pret pokazany nizej na rys.
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du

— X
D — Iy = T

Praca sit wewngtrznych, ktéra réwna si¢ energii sprezystej uktadu, przy pominigciu wptywu
sit podtuznych wynosi:

-l

0

Uwzgledniajac, zwiazek rozniczkowy migdzy momentem zginajacym i druga pochodna linii
ugigeia M, =—EJ ,w (x), otrzymujemy:

(x EJ Hw ]de ;y j[f (x)]zdx.

0

Aby obliczy¢ pracg sit zewnetrznych potrzebujemy wyznaczy¢ poziome przemieszczenia u .
Wyliczymy je jako réznicg migdzy dtugoscia pierwotng / a rzutem zdeformowanej osi preta
na o$ X.

Z rysunku pokazanego wyzej, fatwo obliczymy zalezno$¢ migdzy dowolnie matym odcinkiem
preta dx i dowolnie matym przemieszczenie jego konca du:

du=dx(1-cosa).

Poniewaz kat « jest maty to: = sina =~tg a=w (x) i kolejno przeksztatcenia daja:

2
(l—cosa):2sin2%z2tg2%z2(%aj ( tgaj [w ]

Stad catkowite przemieszczenie u wynosi:

oc_.N

= |(1-cosar)dx = —Hw ]dx—%z:[[f'(x)]zdx,i

1 praca sit zewngtrznych jest rowna:
21
L =Pu= P%j[f’(x)]zdx.
0

Calkowita energia potencjalna analizowanego preta jest rOwna:

Mol -1.=U :cz%i[f"(xﬂ%zx—P%Zj[fxx)]zczx,

i przyréwnanie do zera jej pochodnej wzgledem stalego wspétczynnika C daje rownanie
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P, = 0 . (17.24)

[l )P ax

0

17.6.1. Przyklady

Przyktad 17.6.1.1. Wyznaczy¢ sil¢ krytyczna i wspoiczynnik dlugosci wyboczeniowej, preta
przegubowo podpartego obciazonego osiowo dwoma sitami $ciskajacymi jak na rysunku.

PZL P z Y
p— > é’

“7 4* 44 Jy = Jmin

Zaktadamy réwnanie odksztatconej osi preta w postaci:

w(x)=Csin% , (a)

ktore spetnia kinematyczne warunki brzegowe - zerowanie si¢ ugigcia na podporach oraz
statyczne warunki brzegowe - zerowanie si¢ tam momentéw zginajacych.

P — X

D

Praca sit wewngtrznych wynosi:

IM:U_jMﬁx E/I[

t pns E.
]zdx— yCz—.[sinz—dxz——
2EJ, 14 0 l 4 3

Przemieszczenie punktu przylozenia sity na lewej podporze jest rowne:

11[, ]2 L7l t L 7x , 7t
u=5.[w(x) dx=C 2?.([605 de C TR

stad catkowita praca sit zewngtrznych wynosi:
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3

L =Pu+Pi==2 P72,
28

[
Calkowita energia potencjalna analizowanego preta jest rOwna:
x 3 x’
I1=L,-L, =EJ, ﬁ C12 - §PTC12 , 1 przyréwnanie do zera jej pochodnej wzgledem
wspotczynnika C daje réwnanie:

EJ, 7%
air = y 7 C— 3 p”_C 0,
ac 2 P 4 I
z ktérego wyznaczamy poszukiwane wartos$ci sity krytycznej i wspotczynnika dtugosci
wyboczeniowej

2 1’EJ ©’EJ

p == min __ min
% =

32 (1.2251)?

Sita krytyczna dla tego preta otrzymana metoda catkowania réwnania rézniczkowego (patrz
przyktad 17.5.3) wyniosta

6.5362EJ iy T EJ i,
12 (1.2291)*

kr =

stad blad rozwiazania metoda energetyczna wynosi 0.67 %.

Policzmy ponownie to zadanie przy zalozonym innym réwnaniu odksztatconej osi preta.
Przyjmijmy teraz réwnanie w formie:

W(x)=l£2x(z_ %), (b)

ktore spetnia kinematyczne warunki brzegowe ale nie daje zerowania si¢ momentow
zginajacych na podporach bo:

w ()c)=l£2 ((-2x), wix)=- 21_26" i druga pochodna jest rézna od zera. Zatem réwnanie (b)

jest ,,gorsze” od réwnania (a) 1 zobaczymy jaki to bedzie miato wptyw na wartos¢ sity

krytycznej.
Kolejno obliczamy:

.. " 2C
moment zginajacy: M , =—EJ ,w (x)=EJ I
I g2 I
M (x EJ, 2EJ
race sit wewnetrznych: L, = U = | — Yo lax=—2cC?,
pracg qtrznych: L, { TR g { B
2 1 2
przemieszczenie lewej podpory: u =% j [w' (x)] 2 dx = % (l-2x)%dx= %,
2
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2
pracg sit zewngtrznych: L. =Pu+ pE= 3 Pu = < P,
2 2 41
. . . 2E], , C*?
catkowita energi¢ potencjalng preta: [7=L, —L_ = 3 C” - 4—lP,

aby z zerowania si¢ jej pochodne;j:

dri 8EJ, P
—= C ——C—=0, wyznaczy¢ site krytyczna:
dC B / y ycC su¢ kKrytyczna

8EJ,. n*EJ,.,
Pkr: ) = ) .
I (1.1111)

Tym razem btad rozwiazania metoda energetyczng wynosi 18.30 %.

Przyktad 17.6.1.2. Wyznaczy¢ site krytyczna, prgta przegubowo podpartego, o skokowo
zmiennym momencie bezwladnosci obcigzonego osiowo dwoma sitami $ciskajacymi jak na

rysunku.
Z
Z
P 5Py Y
P >
— X

‘7%4#47 44 Jv:-]min

L
2
Zaktadamy rownanie odksztatconej osi preta w postaci:
w(x)z C sin % .

Réwnanie momentéw zginajacych przyjmuje formg:

2

" T X
M, =-EJ,w (x):CEJy l—zsmT,

prace sit wewngtrznych jest rowna:

EJ, 4 12 2EJ 4 EJ, 41 2EJ, 1
LW=—}C27[—Isinzﬂdx+—}cz7[—jsinzﬂdxz—)czﬂ.—i+ 2 C27[—£=
2 14 ! 2 14 2 14 4 2 44
0 12
37z4EJy 5
=— C
8 I3

Przemieszczenia zewngtrznych sit §ciskajacych jak i praca tych sit sa takie same jak w
przyktadzie 17.6.1.1.

2
L=Pu+Pl=3p" c?
2 8 |

Stad catkowita energia potencjalna analizowanego prgta wynosi:
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4
37 EJ,
H:LW—Lzzg 13 8 l

Z przyréwnanie do zera jej pochodnej wzgledem statego wspétczynnika C otrzymujemy:

_TPEJ
T
TX
Przyktad 17.6.1.3.
Wyznaczy¢ krytyczna warto$¢ obciazenia preta T
wspornikowego, jak na rysunku obok, o / Z
przekroju A obciazonego tylko cigzarem Sy = Jmin
wlasnym 7. v
Zz
—

Mamy tutaj do czynienia z zagadnieniem utraty stateczno$ci preta Sciskanego osiowo
obcigzeniem ciaglym g =y A rOwnomiernie roztozonym wzdluz jego osi.

Moment zginajacy w dowolnym przekroju preta
przy zdeformowanej jego osi (patrz rys. obok) (&)

Réwnanie rézniczkowe ugigtej osi pre¢ta ma postac:

Wwynosi: T
M, (5)=alne)- wlollag . sdie: g=7 4. l

v

£, d;:(;) _ {q[ﬂ(é)— wlw)] dé

Powyzsze rownanie rézniczkowe o zmiennych wspéiczynnikach mozna rozwigza¢ stosujac
nieskonczone szeregi otrzymujac (patrz np. S.P.Timoshenko, R.Gere: Teoria stateczno$ci
sprezystej. Arkady, Warszawa 1963) w wyniku:

7.837EJ . T°EJ
l p— min — min .
(at), 2 (1.1221)2 ©

Teraz przyktad ten rozwiazemy stosujac metodeg energetyczna.

Przyjmijmy linig¢ ugigcia w postaci:
w(x)= C[l—cosgj, ktora spelnia kinematyczne warunki brzegowe (zerowanie si¢ ugigcia i

kata ugiecia w utwierdzeniu).

Przy przyjetej formie linii ugigcia moment zginajacy okresla zaleznosc:
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=iq[ﬂ(«f) (e = ch[l cor 8 g~ qj Dag=gce-2LanE -
~ gl =qC {(l—x)—%(l—sm’é—;ﬂ—qC(l—x)(l—cosi—?}=
=qC{(l—x)COSZ—;—££1—smﬂﬂ

V.4 21

stad praca sit wewngetrznych (réwna energii sprezystej) wynosi:

LM} (x) 2q213( 9 32)

L,=U=[ dx=C
2EJ 2EJ

3
y 6 7 =«

Praca wykonana przez ciagle roztozone obcigzenie osiowe wynosi (patrz wyrazenie na
pionowe przemieszczenie punktéw osi preta wywotane zatozona jej deformacja podane w
przyktadzie 17.6.1.1.):

I [w ]de C I sm —dx:ﬁcz(l—%)

Otrzymanie powyzsze wyniku wymaga wykonania dos¢ zmudnych catkowan.

Catkowita energia potencjalna zdeformowanego preta jest rowna:

Przyréwnujac do zera jej pochodna wzgledem C otrzymujemy:

M (1,5 ) er (1L,

oC EJ, 6 7° =&

Stad krytyczna warto$¢ cigzaru prgta wynosi:

7869EJ . m*EJ_.
l — min — min . d
(), 1? (1.1201)2 @

Poréwnanie zaleznosci (c) 1 (d) pokazuje, ze blad migdzy rozwigzaniem otrzymanym droga
catkowania rownania rézniczkowego a metoda energetyczna jest znikomy i wynosi okoto
0.41 %.

Policzmy krytyczna wysoko$¢ wspornikowego preta przyjmujac, ze wykonany zostat ze stali
o module Younga E = 205 GPa i ciezarze wiasnym y= 78.50 kN/m”, a jego przekroj
poprzeczny jest kwadratowy o boku 1 cm. Aby ja wyznaczy¢ przeksztatcamy zaleznos$¢ (c)
otrzymujac:

(ql) 7.837TEJ 7.837EJ,,; 3 1.837TEJ 7.837Ei>

min - l]?r — min - lkr — min - lkr — min .

1? q vA

Wstawienie wartos$ci statych materiatowych 1 wymiaréw przekroju daje:
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o 7.837%205%10° ¥10™
v 78.50%10° *12

I, =5.546m.

Przytoczony na poczatku tego rozdzialu warunek nosnosci w postaci nie przekroczenia
wytrzymatosci obliczeniowej przy $ciskaniu dat dopuszczalna wysokos$¢ takiego preta réwna
2.739%10° m. Pokazuje to, jak w tym przypadku decydujace znaczenie na nosno$¢ konstrukcji
ma zjawisko utraty statecznosci.
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