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18. ZGINANIE POPRZECZNE ZE SCISKANIEM
18.1. Postawienie zagadnienia

Przy omawianiu zagadnienia mimosrodowego Sciskania bardzo mocno zostato podkreslone,
ze otrzymane wzory moga by¢ stosowane tylko wéwczas, gdy konstrukcja spetnia warunki
pozwalajace na przyj¢cie zasady zesztywnienia. Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem, ktory
pokazuje jak istotne sa konsekwencje rezygnacji z przyjecia zasady zesztywnienia i jak
wysoce btedne bylyby wyniki obliczen przy jej przyjeciu. Przypadek ten wystepuje, gdy do
Sciskanego osiowo preta pryzmatycznego przytozone jest jeszcze obciazenie powodujace jego
poprzeczne zginanie (rys. 18.1). W pokazanej na ponizszym rysunku belce, uktad sit
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Rys. 18.1
obciazajacych jest przyczyna jej ugigcia i fatwo zauwazy¢, ze w konfiguracji aktualnej (po
przytozeniu obcigzen) rOwnanie momentow zginajacych mozna zapisa¢, uwzgledniajac
wplyw przemieszczen osi belki na ich warto$ci, w postaci:

M, (x)= M (x)+Pw(x) (18.1)
gdzie: M ;) (x) - moment zginajacy w belce nieodksztatcalne;.

W przyjetym uktadzie odniesienia rownanie r6zniczkowe ugigtej osi belki ma postac:

dzw(x) _My(x).

dx? EJ

y

Podstawienie do niego funkcji momentéw (18.1) daje réwnanie:

2 MO
dLEX).FkZW(x):_ﬂ (18.2)
dx EJy
P
dzie: k*= —. 18.3
gdzie °T; (18.3)

y

Rozwigzaniem niejednorodnego réwnania rézniczkowego zwyczajnego (18.2) jest funkcja

w(x)=w, (x)+ Asin kx+ B cos kx (18.4)

gdzie: w, (x) - calka szczegdlna tego réwnania, A oraz B - stale catkowania zalezne od
kinematycznych warunkéw brzegowych belki.

Znajac funkcje w(x), momenty zginajace i sity poprzeczne w belce wyznaczamy z
zalezno$ci:

M, (x)=-EJ,

206



Adam Bodnar: Wytrzymalos¢ Materialéw. Zginanie poprzeczne ze sciskaniem

d>w(x) .

Q0.(x)=—EJ, .

Wartosci naprezen normalnych dla tego przypadku w przyjetych uktadach odniesienia
WYnosza:

M,
o ——Lf_ 0 (18.5)
A

y

18.2. Belka wolnopodparta obcigzona sila w §rodku rozpietosci

Rozwazmy, pokazana na rys.18.2 belke wolnopodparta obciazona w $rodku sita Q,
prostopadta do jej osi 1 $ciskajaca osiowo sita P.

Z

0
P %Q{z l o2y p
« U212
Yw(x)
Rys. 18.2

Ze wzgledu na symetrig belki rozpatrywaé bedziemy tylko jeden przedziat 0 < x<[/2

Ox

Poniewaz M f (x)ZT wigc tatwo zgadna¢ i sprawdzi¢ przez podstawienie, ze:

W (x)= —% jest catka szczegblna réwnania niejednorodnego (18.2), w zwiazku z czym

jego catka ogd6lna ma postac:

w(x)z—%+Asinkx+Bcoskx. (18.6)

Z kinematycznych warunkéw brzegowych wyznaczymy state catkowania:

1/w(0)=0 B=0

2/w [ijz 0 - —£+kAc0sﬂ=0
2 2P 2

B=0
— Azié’
2kP coskl/?2

a po ich wstawieniu do (18.6) otrzymamy funkcje ugie¢ belki:

Q sin kx 0x
w(x)= - :
2k Pcoskl/2 2P

(18.7)

Maksymalne ugigcie belki wystapi w jej Srodku rozpigtosci 1 ma wartosc:

(zj QOsinkl/2 Q1 Q (tgkl/Z l j
max w=w| — = - = - .
2) 2kPcoskl/2 4P 2EJ \ Kk @ 2k*
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Poprzez szereg przeksztalcen mozemy ostatecznie zapisac:

or
max w= K‘l(u), (18.8)
48EJ ,

. kl tgu—u
gdzie: uzz, Kl(u)=3(gu3 j

Zwiazek migdzy momentem zginajacym i druga pochodna ugigcia daje:

M (x :M (18.9)
2k coskl/2
Maksymalny moment zginajacy wystepuje w srodku rozpigtosci belki 1 ma wartosc:
maxM:M(ij:Q—l i, (u), (18.10)
2) 4
. tgu
gdzie: «, (u)=—=—~
u

Dokonajmy krétkiej analizy wzoru (18.8) podajacego warto$ci maksymalnego ugiecia w
postaci iloczynu maksymalnego ugigcia w belce przy przyjgciu zasady zesztywnienia i funkcji
K (1) . Jesli zauwazymy, ze argument tej funkcji mozna wyrazi¢ w zaleznosci od wartosci

przylozone;j sity sciskajacej P 1 sily krytycznej Eulera Pkf , gdyz

kl / P 7T | P
u=— - uU=— |[—=—|—,
2 2\EJ, 2\P;

to dla

or

P=0, K‘l(u)zl 1 maxw= ,
48E.Iy

adla
P— Pl k(u)=c0 i maxw — oo .
Otrzymany wynik pokazuje, ze w przypadku przytozenia sily krytycznej przemieszczenia

belki beda wzrasta¢ do nieskonczonosci przy dowolnie matym obciazeniu poprzecznym.
Analogiczne wnioski daje analiza wzoru na maksymalny moment zginajacy. Nizej pokazane

sq wartosci funkcji &, (u) i &, (u) w zaleznosci od stosunku P/ PkE .
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p/pE 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7 0.8 0.9
kr

1.0

i (u) | 1.110 | 1.248 | 1.423 | 1.658 | 1.983 | 2.479 | 3.301 | 4.943 | 9.871

i,(u) | 1.091 | 1.205 | 1.351 | 1.545 | 1.817 | 2.223 | 2.900 | 4.253 | 8.307

Wyniki pokazane w tabelce moga dowodzi¢, ze przy sile $ciskajacej o wartosci 0. 1Pk'f

uwzglednienie zasady zesztywnienia moze dawac¢ 10% réznice w warto$ciach momentow

zginajacych.

18.3. Belka wolnopodparta mimosrodowo sciskana

Teraz przedmiotem rozwazan bedzie belka wolnopodparta pokazana na rys. 18.3 obciazona
sitami sciskajacymi P roéwnolegtymi do jej osi zaczepionymi na mimosrodzie e. Zasada de
Saint Venanta pozwala na zastapienie tej belki rownowazna jej belka obciazona momentami

zginajacymi M = Pe na podporach 1 Sciskajaca osiowo sitg P.

Z Z
p b M = Pe M = Pe
o o . o
*, x A = p X' AN
5 [
w(x) w(x)
Rys. 18.3

W tym przypadku M 2 (x)=Pe, a calka szczegélna réwnania niejednorodnego (18.2), rtéwna

sig: w (x)=—e , wiec jego catka ogdlna przyjmuje postaé:
w(x)=—e+ Asinkx+ Bcoskx.

State catkowania wyznaczone z kinematycznych warunkéw brzegowych sa rowne:

1/w(0) { B=e B=e

=0 - e—ecoskl .
2/wll)=0 =

—e+Asinkl+ecoskl =0 A ;
sinkl
Stad funkcja ugie¢ osi belki przyjmuje postac:

(e—ecgskl)smkx+eCOSkx:_e+e .
sin kl sin kl

_ {smkx+smk(l—x)_1}

w(x):— e+

sin k/

a rownanie momentow zginajacych przedstawia zaleznosc:

M, (x)=Pe+ Pe{smkxfsm k(I - x) _1} .
sin kl

Maksymalne ugigcie belki wystapi w Srodku jej rozpigtosci 1 ma wartosc:
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sin kx — cos k sin kxl + sin kl cos kx

(18.11)

(18.12)
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maxw=w(£j=e ! —1|=e(seckl/2-1), (18.13)
2 coskl/2

stad maksymalny moment zginajacy, ktory tez wystapi w srodku rozpigtosci, wynosi:
maxMszy(észeseckl/Z. (18.14)

Poniewaz :

W_x [P
2 2\BE

toprzy P — P,f, zarowno maksymalne ugigcie jak i maksymalny moment zginajacy w belce
zmierzaja do nieskonczonosci przy dowolnie matym mimosrodzie e.

Inaczej mowiac przytozenie do belki sity krytycznej powoduje jej zniszczenie, gdyz
praktycznie nie jest mozliwe idealnie osiowe obciazenie preta.
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