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19. NOSNOSC SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH USTROJOW PRETOWYCH
19.1. Idealizacja wykresu rozciagania

Wykres rozciagania stali migkkiej, otrzymany ze statycznej proby rozciagania, daje obraz
rzeczywistego zachowania si¢ tego materiatu przy osiowym rozciaganiu. Nieregularny i
skomplikowany ksztatt tego wykresu sprawia, ze w zastosowaniach aproksymuje si¢ go
odcinkowo mozliwie dobrze przyblizajacymi, prostymi funkcjami analitycznymi. Tej
idealizacji dokonuje si¢ w zaleznos$ci od charakteru rzeczywistego wykresu i konkretnego
zastosowania. Najczegsciej stosowane aproksymacje pokazane sa na rys.19.1.
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Rys. 19.1

Model materiatu liniowo sprgzystego (ciato Hooke’a) stosowany jest w zagadnieniach, w
ktérych nie dopuszczamy wystapienia odksztatcen plastycznych. Takie cialo byto
przedmiotem naszych dotychczasowych rozwazan.

Model materiatu idealnie sztywno plastycznego (cialo de Saint-Venanta) uzywany jest w
zagadnieniach technologicznej plastycznosci, jak np. walcowanie lub przeciaganie, czyli w
procesach w ktorych odksztatcenia plastyczne sa dominujace i sprgzyste moga by¢
pominigte.

Model ciata idealnie sprezysto-plastycznego (ciato Prandtla) stosowany jest do opisu
zachowania si¢ materialu, w ktérym wystepuje wyrazna platforma ptynigcia i w
zagadnieniach, w ktérych dopuszczamy umiarkowane odksztalcenia plastyczne.
Stosowane tez bywaja bardziej skomplikowane modele materiatu uwzgledniajace np.
wzmocnienie plastyczne czy nieliniowe odksztatcenia sprezyste.

19.2. Zginanie pretéw z materialu sprezysto-plastycznego.

Rozwaza¢ bedziemy zginanie poprzeczne pretow pryzmatycznych wykonanych z materiatu o
jednakowych wilasnosciach na rozciaganie 1 Sciskanie (material izonomiczny), opisanych
modelem ciata idealnie spr¢zysto-plastycznego, ktérego wykres zaleznosci o — € wraz z

rOwnaniami dla jednoosiowego stanu naprgzenia pokazany jest na rys. 19.2.
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Analizy zachowania si¢ takich pretow dokonamy przyjmujac nastgpujace zatozenia:

¢ gspetniona jest zasada ptaskich przekrojow,

e obciazenie i przekréj poprzeczny belki spetnia warunki poprzecznego zginania,

® pomijalny jest wptyw sil poprzecznych na osiagnigcie stanu plastycznego.
Zaczniemy od analizy wybranego przekroju pr¢ta, pokazanego na rys. 19.3, w ktérym
moment zginajacy, dzialajacy w jego ptaszczyznie symetrii, preta jest rowny M (dla
uproszczenia zapisu opuszczony zostat dolny indeks). W zaleznos$ci od wartosci tego
momentu zginajacego moga wystapi¢ nastgpujace stany mechaniczne tego przekroju i
odpowiadajace im rozktady napr¢zen normalnych (patrz rys. 19.3):

1- stan sprezysty,

2- graniczny stan sprezysty,

3- stan sprezysto-plastyczny (czgsciowe uplastycznienie przekroju),

4- graniczny stan plastyczny (petne uplastycznienie przekroju).

@@@é@
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Rys. 19.3

Przy niewielkiej warto§ci momentu zginajacego w przekroju wystgpuje stan sprezysty,
rozktad naprezen normalnych jest liniowy, zeruja si¢ one na osi Y (0si oboj¢tnej), a ich
najwigksza warto$¢ jest mniejsza od granicy plastycznosci R, .

Zwigkszaniu warto$ci momentu zginajacego odpowiada¢ bedzie wzrost odksztatcen
liniowych (zaréwno tych dodatnich, jak i ujemnych) i stowarzyszony z tym wzrost naprgzen
normalnych. Przy pewnej warto$ci M — nazywanej granicznym momentem Sprezystym
punkty najbardziej oddalone od osi obojetnej zostana uplastycznione, wystapia w nich
napre¢zenia o wartosci réwnej R, , 1 stan ten nazywamy granicznym stanem sprezystym.
Dalsze zwigkszaniu momentu zginajacego powoduje dalszy wzrost odksztalcen i naprezen,
ale naprezenia moga si¢ zwigkszac tylko w tych punktach, gdzie byly one mniejsze od granicy
plastycznosci R,. W tym stanie nazywanym stanem sprezysto-plastycznym w przekroju
poprzecznym wystapia obszary sprezyste, jak i uplastycznione.

Stan koncowy, w ktérym we wszystkich punktach przekroju naprezenia sa réwne granicy
plastycznosci, nazywamy granicznym stanem plastycznym, a moment zginajacy M , przy
ktérym ten stan si¢ realizuje nazywamy - granicznym momentem plastycznym. Przekrdj jest
wowczas w petni uplastyczniony i zgodnie z przyjetym modelem fizycznym materiatu
odksztatcenia liniowe moga wzrasta¢ w nim nieograniczenie.

Zajmiemy si¢ wpierw granicznym stanem sprezystym.
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Zaleznosci okreslajace w stanie sprezystym rozktad naprgzen normalnych, krzywizng osi
belki i jej przemieszczenia sa znane z poprzednich rozwazan. O$ obojgtna sprezystego
zginania to gléwna centralna ,0§ bezwtadnosci przekroju poprzecznego, réwnolegta do
wektora momenty zginajacego. Warto$¢ granicznego momentu sprezystego M , tj. momentu
zginajacego, ktéry powoduje uplastycznienie skrajnego punktu (lub punktéw) przekroju
poprzecznego, wyznaczymy z zaleznosci:

M N
max|o,| =R,=—— — M=R,W,,. (19.1)
W :
spr
gdzie: W, =W, = }i | to wskaznik wytrzymato$ci wzgledem osi obojetnej sprezystego
max| z
zginania.

PrzejdZzmy teraz do granicznego stanu plastycznego.

Oznaczmy przez A, uplastyczniong rozciagana czgs¢ przekroju, a przez A, uplastyczniong
Sciskang cze$¢ przekroju (rys. 19.4). Rozdziela je o$ obojgtna zginania plastycznego, ktorej
potozenie nie jest, na razie, znane.

A

Z

|o.[=R,

Rys. 19.4

Chcemy wyznaczy¢ potozenie osi obojgtnej tego zginania i warto$¢ granicznego momentu

plastycznego M , tj. momentu zginajacego, ktéry powoduje catkowite uplastycznienie
przekroju poprzecznego.

Do dyspozycji mamy dwa rownania rownowaznosci uktadow sit wewngtrznych i
zewngtrznych.

[[o.da =0,

A
J-J.O-deA =7.
A

Podstawiajac do pierwszego réwnania wartos$ci naprezen w tym granicznym stanie dostajemy
zaleznos¢

[[R.dA +[[(R)dA, =0 — A =4, (19.2)
A A,

ktéra dowodzi, ze 0§ obojetna zginania plastycznego potowi przekrdj poprzeczny.
Z drugiego rdwnania rownowaznosci otrzymujemy warto$¢ granicznego momentu
plastycznego:
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”R sz+” VzdA,=M — M= RW, (19.3)
gd21e
W, = ‘S yp“‘ +‘S yp,z‘ - plastyczny wskaznik wytrzymatosci (19.4)

Sopn = .[ jz dA;, S, = j J. zdA, - momenty statyczne odpowiednich czgSci przekroju

A A,
poprzecznego wzgledem osi obojg¢tnej plastycznego zginania.
Oba graniczne momenty zginajace zalezne sa jedynie od materiatu i ksztattu przekroju
poprzecznego.
PrzejdZzmy teraz do analizy belek z materialu Prandtla pracujacych w warunkach zginania
poprzecznego.
W og6lnosci na dtugosci belki poszczegdlne jej przekroje moga si¢ znajdowac we wszystkich
wyzej opisanych stanach mechanicznych i zaleze¢ to bedzie od wielkosci przytozonych
obciazen. W pewnej analogii do wyzej wprowadzonych okreslen, dotyczacych momentéw
zginajacych mozemy obciazenia przytozone do belki podzieli¢ na:
® graniczne obcigzenie sprezyste (graniczna nosnos¢ sprezysta)
® graniczne obciazenie plastyczne (graniczna no$nos¢ plastyczna)
® nos$nos¢ graniczna.

Graniczne obciazenie sprezyste P lub Z] - to taka wielkos$¢ obciazenia danej belki, przy

ktérej cho¢ w jednym jej przekm]u wystqpl graniczny moment sprezysty M .
Graniczne obciazenie plastyczne P lub q - to taka wielkoS¢ obciazenia danej belki przy

ktérej cho¢ w jednym jej przekroju wystapi graniczny moment plastyczny M.
Nos$nosci graniczna P~ lub ¢ - to taka wielko$¢ obciazenia danej belki przy ktérym traci

ona zdolno$¢ do jego przenoszenia (belka staje si¢ geometrycznie zmienna).

W belkach statycznie wyznaczalnych graniczne obciazenie plastyczne jest tozsame z
nos$nos$cia graniczng, gdyz petne uplastycznienie przekroju jest rOwnowazne powstaniu w
nim przegubu plastycznego, co czyni belke kinematycznie zmienna. Przegub plastyczny, w

odréznieniu od zwyklego przegubu przenosi graniczny moment plastyczny M , ale obrot
sasiednich przekrojow jest w nim swobodny co daje belce dodatkowy stopien swobody.

W belkach statycznie niewyznaczalnych sytuacja jest troch¢ odmienna bo na ogét powstaniu
jednego przegubu plastycznego nie czyni belki geometrycznie zmienna, a tylko obniza jej
stopien statycznej niewyznaczalnosci. Stad na w belce n-krotnie statycznie niewyznaczalnej
maksymalna liczba przegubéw plastycznych, potrzebna do zamiany belki w mechanizm
wynosi n+1.

Nos$nos¢ graniczng mozna otrzyma¢ w dwojaki sposéb:

e pierwszy, polega na zwigkszaniu obciazen i analizie kolejnych wywotanych przez nie
standw konstrukcji od sprgzystych az do stanu no$nosci granicznej,

e drugi, polega na bezposredniej analizie standw no$nos$ci granicznej tzn. analizie
konstrukcji w ktérej wprowadzonych zostato tak wiele przegubéw plastycznych (w ogélnosci
obszaréw uplastycznionych), ze stata si¢ geometrycznie zmienna i wykorzystaniu twierdzen
ekstremalnych teorii plastycznosci.

W teorii plastycznos$ci wystepuja pojecia pol statycznie i kinematycznie dopuszczalnych w
konstrukcji, ktére definiujemy nastgpujaco:

® polem statycznie dopuszczalnym, nazywamy pole naprezen, ktére spetnia warunki
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rOwnowagi i jest niesprzeczne z warunkiem plastycznosci tzn. max M <M (max | 0'| <R,)

¢ polem kinematycznie dopuszczalnym nazywamy pole przemieszczen, ktére jest
niesprzeczne z istniejacymi wigzami.
Twierdzenia ekstremalne teorii plastycznosci mozemy sformutowac nast¢pujaco:
® twierdzenie o oszacowaniu dolnym:
najwigksze sposrdd statycznie dopuszczalnych obciazen granicznych jest rzeczywista
no$noscia graniczna,
® twierdzenie o oszacowaniu dolnym:
najmniejsze sposrdd kinematycznie dopuszczalnych obcigzen granicznych jest rzeczywista
nosnoscig graniczna.
Stad wnosimy, ze wyznaczona metoda pdl statycznie dopuszczalnych (podejscie statyczne)
no$no$¢ graniczna jest oszacowaniem od dotu rzeczywistej nosnosci granicznej, natomiast w
przypadku pdl kinematycznie dopuszczalnych ( podejScie kinematyczne) jest oszacowaniem
od gory.
Mozna wigc powiedzie¢, ze rezultat otrzymany podejsciem statycznym jest bezpieczniejszy
gdyz okreslona ta metoda no$nos$¢ graniczna jest mniejsza od rzeczywistej i w istocie rzeczy
konstrukcja moze przenie$s¢ wigksze obcigzenie.
Te dwa sposoby pokazane zostana na przykladzie belki jednokrotnie statycznie
niewyznaczalnej o prostokatnym przekroju poprzecznym bx h =0.06 x 0.12 m, obciazonej jak
narys. 19.5 i wykonanej z materiatu, ktérego granica plastycznosci R, = 225 MPa.

Z

Z P 2P _ T

L l l f , h=012m
N p il ) b=006m

A B ¢ D= JL [=10m

21 e [ e [
b

Rys. 19.5
Whpierw obliczymy graniczne momenty sprgzysty i plastyczny. Poniewaz przekroj jest
bisymetryczny wigc 0§ Y jest osia obojetng zginania zaréwno sprezystego jak i plastycznego.
Wskaznik wytrzymatosci sprezystego zginania wynosi: W, = bh* /6 =144 cm’, natomiast
wskaznik wytrzymato$ci plastycznego zginania jest rowny:

W, =2%bh®/8=0bh*/4=216cm’.

Stad graniczny moment sprezysty: M = R W, =225% 10°*144%107° =32400 Nm, a

graniczny moment plastyczny wynosi: M =R, W, =225%* 10°#216*107° = 48600 Nm.
Pierwsza metoda okreslenia no$§no$ci granicznej wymaga wyznaczenia momentow w tej
jednokrotnie statycznie niewyznaczalnej belce. Aby to uczyni¢ musimy zna¢ reakcje, ktérych
wyznaczenie z samych réwnan réwnowagi nie jest mozliwe. Gdyby$smy jednak znali jedna z
nich to pozostale fatwo wyznaczymy z réwnan rownowagi. Wyznaczmy wigc wartos¢
momentu w utwierdzeniu M ,. W tym celu zastagpimy dang belkg statycznie niewyznaczalna
rownowazna jej wolnopodparta belka statycznie wyznaczalna obciazong précz sit skupionych,
momentem M ,. Wartos¢ M , wyliczymy z warunku zerowania si¢ kata ugigcia na podporze
A w belce wolnopodpartej. Mozemy to uczyni¢ korzystajac np. z metody Mohra obliczania
ugiec.
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belka rzeczywista belka fikcyjna
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Znajomos$¢ momentu quierdzenia M, M,=1.6875 Pl » 2p
pozwala na wyznaczenie wykresu
momentow zginajacych w zastepcze;j (\
statycznie wyznaczalnej belce A B C D/
wolnopodpartej, ktory jest rOwnoczesnie DY —Dy RPN, g

wykresem momentéw w danej belce
statycznie niewyznaczalnej. Widac z
niego, ze najwigkszy co do bezwzglednej
wartosci moment zginajacy wystepuje w
utwierdzeniu, wigc graniczne obciazenie
sprezyste obliczymy z zaleznoSci:

M =1.6875Pl — P =19200N.

Zwigkszanie warto$¢ sit powoduje rozwdéj obszaréw uplastycznionych i skutkuje
pojawieniem sig¢ pierwszego granicznego momentu plastycznego. Wystapi on w utwierdzeniu
bo tam jest najwigkszy moment zginajacy w tej belce. Zatem graniczne obciazenie plastyczne
bedzie miato wartos$é:

M =16875P] — P =28300N.

1.6875 Pl
1.15625 P
1.57812 Pl

/
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Pelne uplastycznienie przekroju w M P 2P
utwierdzeniu nie zamienia tej belki w (\

mechanizm, powoduje jedynie wystapienie w A B C YA
utwierdzeniu przegubu plastycznego czyniac 21— I e [ >
belke statycznie wyznaczalna obciazona

sitami skupionymi i granicznym momentem

<

plastycznym M . Wykres momentow P-M /2 )P—M / 4
zginajacych w tym stanie mechanicznym

belki pokazuje rysunek obok. \\

Belka stanie si¢ kinematycznie zmienna gdy w wyniku dalszego zwigkszenia sit
obciazajacych pojawi si¢ drugi przegub plastyczny i wystapi on w przekroju C gdy zostanie
on catkowicie uplastyczniony. Nosnosci graniczng tej belki wyznaczymy z zaleznosci:

M M-, P*:Sg—A;I=30375N.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia nosnos$ci granicznej danej belki wykorzystujac twierdzenia
ekstremalne teorii plastycznosci.

Wpierw wyznaczymy jej nosnos$¢ graniczng metoda pol kinematycznie dopuszczalnych
(podejscie kinematyczne), a nastgpnie metoda pol statycznie dopuszczalnych (podejscie
statyczne).

Metoda pdl kinematycznie dopuszczalnych — podejscie kinematyczne.

W tym podejsciu rozwazamy konstrukcje w stanie granicznym z odpowiednia liczba
przegubdw plastycznych czynigca ja geometrycznie zmienng. Nastgpnie do takiej konstrukcji
stosujemy zasadg prac wirtualnych méwiaca, ze: suma prac wirtualnych sit zewngtrznych jest
roéwna sumie prac wirtualnych sit wewngtrznych. Z réwnania prac wirtualnych wiazacych
zadane obcigzenie zewngtrzne i graniczne momenty plastyczne w przegubach plastycznych
jako sity wewngtrzne wyznaczamy no$nos¢ graniczng belki. Pewnym problemem tego
podejscia jest koniecznos$¢ okreslenia a priori potozenia przegubéw plastycznych Dobra
wskazéwka do okreslenia miejsca ich wystgpowania jest wykres momentéw zginajacych w
stanie sprezystym, gdyz przeguby beda w miejscach ekstremalnych wartosci lub zatamania
tych wykresow. Ale w ogélnosci, zwlaszcza w wielokrotnie statycznie niewyznaczalnej 1
nieprostej w swej geometrii konstrukcji nie jest tatwo okresli¢ potozenie przegubéow
odpowiadajace rzeczywistemu stanowi granicznemu. Stad koniecznos$¢ rozwazenia kilku
schematéw zniszczenia i wyznaczenia dla kazdego odpowiadajacej mu nos$nosci graniczne;j.
Najmniejsza z nich uznajemy za nosnos¢ graniczng i jak juz wspomniano wyzej mozna
dowies¢, ze jest to gérne oszacowanie rzeczywistej no$nosci granicznej konstrukcji.
Kinematycznie dopuszczalne schematy zniszczenia.

Schemat pierwszy.

Zaktadamy, ze obcigzenie spowoduje petne uplastycznienie przekroju w utwierdzeniu i
punkcie B (tzn. powstanie przegubdéw plastycznych), bo tam sa lokalne ekstrema funkcji
momentOéw w stanie sprezystym (zatamania wykresu momentéw). Z odpowiadajacego
przyjetemu schematowi zniszczenia planu przemieszczen przygotowanych wynikaja
wyrazenia na pracg wirtualng sit zewngtrznych i wewngtrznych.
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Praca wirtualna sit zewngtrznych:
L =2PA +PA.

Praca wirtualna sit wewnetrznych:

L =3M6.

Poniewaz: A=21*%6, A =1%6,
to zasady prac wirtualnych
L =L, — 2P*I0+P*210=3M6

P =3M /41

Schemat drugi.

Tym razem zaktadamy, ze pelne uplastycznienie przekroju wystapi w utwierdzeniu i punkcie
C (tzn. powstanie przegubow plastycznych). Z odpowiadajacego temu schematowi
zniszczenia planu przemieszczen przygotowanych wynikaja wyrazenia na prace wirtualna sit
zewngtrznych 1 wewngtrznych.

P 2P L. =PA+2PA,, L,=2M6+M6,.
B l cl D A=21%0, A, =1%6,, 31%0=1%6,
0 A Al 0[ LZ :LW’

~ _ P*210+2P*] %30 = 2M6 +3M8.
M M

) |

v

P,=5M /8l
Za nosno$¢ graniczng uznajemy mniejsza z tych dwoch sit,

zatem P =5M / 81 =30375N, i jak wyzej zostalo powiedziane rzeczywista no$nos¢
graniczna nie jest wigksza od tej wartosci.

Metoda pdl statycznie dopuszczalnych — podej$cie statyczne.

Potrzebujemy zatozy¢ (przypuscic) statycznie dopuszczalne schematy zniszczenia. Tak jak
poprzednio pewnym problemem tego podejscia jest konieczno$¢ okreslenia a priori potozenia
przegubow plastycznych. I, jak poprzednio bedziemy je zaktada¢ w miejscach ekstremalnych
wartosci lub zalamania wykreséw momentow w stanie sprezystym. Dla kazdego, zatozonego
statycznie dopuszczalnego pola wyznaczymy odpowiadajaca mu no$no$¢ graniczna.
Najwigksza z nich uznajemy za no$nos$¢ graniczna i jak juz wspomniano wyzej mozna
dowiesc¢, ze jest to dolne oszacowanie rzeczywistej nosnosci granicznej konstrukcji.

Schemat pierwszy.

Zaktadamy, ze obcigzenie spowoduje petne uplastycznienie przekroju w utwierdzeniu i
punkcie B (tzn. powstanie przegubdéw plastycznych), bo tam sa lokalne ekstrema funkcji
momentéw w stanie sprezystym (zalamania wykresu momentow).
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Nalezy teraz obliczy¢ wartosci wszystkich sit

o o P 2P dziatajacych na konstrukcjg, ktére musza spetniac
M M| M warunki réwnowagi.
{'\ {'\ q Z warunkéw réwnowagi otrzymujemy:
O — —
A A B C DL Y ME=0 o V,*20-2%M =0 > V,=M/l,
2] ——dle | e | _
Vi Vo[ DME=0—> V,*2[-2P*|-M =0 -
M J—
M | _ _ V, =P+M/21,
M 5M/4

X

SY=0> V,+V,-3%P=0 > P =3M/4l,
M V, =5M/4l.

Wykres momentéw pokazuje, ze zalozone pole nie jest statycznie dopuszczalne gdyz w

punkcie C moment zginajacy SM/ 4 >M inie spetniony jest warunek plastycznosci.
Schemat drugi.

Zaktadamy, ze obciazenie spowoduje petne uplastycznienie przekroju w utwierdzeniu i
punkcie C.

Warunki réwnowagi daja nastgpujace wartosci sit
P 2P C oy . .
dziatajacych na konstrukcje przy tym zatozonym

m l i l M schemacie zniszczenia:
O AR
C D

SME=0 > V,*31-2%M -1%P=0 -

O

/N A B =

A —

- 2] pld | e | VA=(2M+PI) 31,
VA VD

SME=0 5 Vy*I-M=0 > V,=M]l,

M4 u SY=0- V,+V,-3%P=0 — P, =5M/8I

M V,=TM/8l.

Odpowiadajacy bedacym w réwnowadze sitom dziatajacym na belkg wykres momentéw
pokazuje, ze w konstrukcji spelniony jest warunek plastycznosci. A wigc zatozone pole
naprezen jest statycznie dopuszczalne, i mozemy przyjac, ze no$nos¢ graniczna rozwazanej
belki wynosi: P* =P, =5M / 81 =30375N, i jak wyzej zostato powiedziane rzeczywista
nos$no$¢ graniczna nie jest mniejsza od tej wartosci.

<

Poniewaz z podejscia kinematycznego otrzymali$my taki sam wynik wigc

P =5 M/ 81 =30375 N, jest rzeczywista nosnoscia graniczna rozwazanej konstrukcji.
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19.2.1. Przyklady

Przyktad 19.2.1.1. Dla podanej belki o 7
przekroju prostokatnym bxh = 0.02x0.06 m T
Y

. . . : q
wyznaczy¢ graniczne obciazenie sprezyste
- Iy

5, graniczne obciazenie plastyczne g oraz A

Y,
no$nos¢ graniczna ¢ jesli < [=4m > i o |
granica plastycznosci R, =300 MPa. bl
Rozwiqzanie

2

Maksymalny moment zginajacy w belce max M =%

: . . : bh
Sprezysty wskaznik wytrzymatosci dla przekroju prostokatnego W, =W, :T

. - : hh_bh’

Plastyczny wskaznik wytrzymatosci dla przekroju prostokatnego W, =2* bEZ: 1

. _ — 2%6%%107° 6
Graniczny moment sprezysty M =W, R, =———*300%10” = 3600 Nm.

2%6>#107°

Graniczny moment plastyczny: E =W, R, = #300%10° = 5400 Nm.

Graniczne obciazenie sprezyste wyznaczymy z zaleznosci:

5 _
N J— — M *
maxM =M — L= 5 =S E0 g0 Nm.
8 [ 4
Graniczne obciazenie plastyczne wynosi:
— 2 — QN e
maxM =M - %: M > g =8;;4 8 52400 =2700 N/m.

Belka jest statycznie wyznaczalna, obciazenie jej granicznym obciazeniem plastycznym
spowoduje powstanie w jej srodku rozpigtosci dodatkowego przegubu zmieniajac ja w
mechanizm i dlatego graniczne obciazenie plastyczne jest rowne no$nosci granicznej

%

¢ = ¢=2700N/m.

4.4 Y54

g q Wy

dowodzi, ze obciazenie powodujace zniszczenie belki jest 0 50 % wigksze od obciazenia
ktére powoduje uplastycznienie widkien skrajnych w przekroju maksymalnego momentu
zginajacego. Latwo mozna stwierdzi¢, ze to zwigkszenie nosnosci w przypadku belek
statycznie wyznaczalnych zaleze¢ bedzie jedynie od stosunku wskaznikéw wytrzymatosci
plastycznego i sprezystego, czyli od ksztattu przekroju. W przypadku belek statycznie
niewyznaczalnych zwigkszenie no$nosci belki zaleze¢ jeszcze bgdzie od stopnia jej statycznej
niewyznaczalnosci.

W belce statycznie wyznaczalnej o przekroju prostokatnym
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Przyktad 19.2.1.2. Wyznaczy¢ graniczne obciazenie sprezyste, plastyczne i no$nos¢ belki,

jesli granica plastycznosci R, =345 MPa.

M=4¢q

Z

Py vy
X, NPy

I L4
P=T¢q
l«— 4 m 6m —p

e e

Rozwiqzanie

424

Maksymalny moment zginajacy, jak pokazuje ponizszy wykres wystgpuje w utwierdzeniu i

wynosi: max M = 12q.

M =4q
" q
| Y YYvYvyvvyy

|
P="q __
l«—— 4 m 6m ——»

S M
- ﬂ
S
S

—— 4.5¢

Os$ obojetna zginania sprezystego to o Y
przechodzaca przez srodek cigezko$ci przekroju,
rownolegta do wektora momentu zginajacego. Jej
potozenie wyznaczamy z warunku zerowania si¢
momentu statycznego w sposéb juz wielokrotnie
stosowany w zagadnieniach zginania.
A=10%2+2%14+10%4 =88.0cm’

14 ¢

wymiary w
cm

wymiary w
cm

S0 =10%2%19+2%14*11+10%4%2 =768.0 cm’

Aﬂhﬁ—fz~——ﬂwk

s

1y

873 v,

S
Zo _ 2 768 ¢ 73em.
A 88

10% 23

10%18°  8*14°
J, = -
12
Wskaznik wytrzymatosSci sprezystego zginania
W = Jy _ 4582.78
r y
max| Z | 11.27

j+68*2.272 +

W, =406.63cm’.

<452 g0l

+20%7.73% = 4582.78 cm®.

»
| 4

Yy

Os$ obojetna zginania plastycznego to o$ rownolegta do wektora momentu zginajacego

dzielaca przekrdj poprzeczny na dwie czgsci o rownych polach.
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Z ksztattu przekroju widaé, ze bedzie ona przechodzi¢ przez $rodnik i jesli wspétrzedna ¢
wyznacza jej polozenie to musi spetnia¢ warunek:

%88:10*2+2*§’ > ¢=12.0cm,

Wskaznik wytrzymatosSci plastycznego zginania:
Wy =| S | +] S ypia| 21021342512 6+ 2% 2% 1410 4% 4 = 568.0 cm’.
Graniczny moment sprezysty M =W, R, =406.63%107° #345%10° = 140.29 kNm.

Graniczny moment plastyczny M =W, R, =568+107° *345*10° =195.96 kNm.

Graniczne obciazenie sprezyste wynosi:

maxM =M — 12g=M — 5:11”—2= 14?'229 =11.69 kN/m.
Graniczne obciazenie plastyczne 1 noSno$¢ graniczna ma wartosc:
maxM =M — 12q=M — Z:%: 19596 _ 1633 kN/m.

Przyktad 19.2.1.3.Wyznaczy¢ no$nos¢ graniczna belki jak na rys. stosujac podejscie
statyczne i kinematyczne.

211
|
F4 B cL D Ay
« Ible—— 31— e 21 sfe 1
P

Podejscie statyczne.
Belka jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalna. Trzy przeguby czynia ja kinematycznie

zmienna. Zaktadamy, ze petne uplastycznienie przekroju wystapi w utwierdzeniu oraz
punktach B 1 D.

2P konstrukcje, ktére musza spetnia¢ warunki

(A{ El " M M |réwnowagi.
a

o NOE Z Wargnkow réwnowagi f)trzymuje,my wartosci sit
i = dziatajacych na belke, ktére sa w réwnowadze:

A B C D — —

<[ e 31 21441{21”5_0_) Vy*¥1-2M =0 — VA:ZM/Z,

Vi Ve P,

SME=0 5 Vy*-M=0 > V,=M/l,

/ SME=0 > V), *61-V. *31-P*51+M =0 —

V. =7M/31-5P/3,

<
“xi
o
<)
-

V. = M/4l
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Nosnos$¢ graniczna jest nie mniejsza niz:
P = SM
41

Podejscie kinematyczne.

Kinematycznie dopuszczalne schematy zniszczenia.

Schemat 1.

« ] e 31—l 21 e ] >

Schemat 2.

S

u G
54
' B ~c D —

I,

.« ] dle—— 31— e 21 —>la ] »

-
—
3

<l

Schemat 3.

M M
« e 31—l 21 e[ ¥

L, =2PA, L, =2M6+2M6,.
A=61, 6%1=6, %3]

L=L,
2P*01=2MO+2M6)/3

P =4M /31

L. =PA, L,=2M8+M§,.
A=6%21, 6%2=6,*1

L =L,

P*201=2M6 +2M6

P,=2M/I

L. =2PA+ P4,

L, =2M6+2M6, + M6,
A=0%1, 4 =6,%21, 0%1=6, 3,
6,%21=6, *I

L =L,

2P*01+P*201/3=

—2M6+2M8/3+2M8/3

P,=5M/41

P = min(P)=P, =5M / 4 1.1 jest to rzeczywista no$no$¢ graniczna belki bo takim sam rezultat

otrzymano z podej$cia statycznego.

Przyktad 19.2.1.4. Wyznaczy¢ nosnos$¢ graniczng belki o podanej geometrii 1 obciazeniu

stosujac podejscie kinematyczne jesli R, =215 MPa.
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: AL
& = T - | JL

“—4m-—Pe—4m—»2m [« —4m—He—4m—» |

12 cm

Rozwiqzanie

Kinematycznie dopuszczalne schematy zniszczenia:

schemat 1 lZP 4, P LZ =L, _ _
M 2P A+ P A =2M 6+M 6,
AN 9~ ~
— | o M —
M M 9P1 =225M
P =0.25M
LZ :LW
2P —
schemat 2 l 2P2A=3M9
Z O I
= 6 y 2] Tp A—49=
= = 8P, =3M
M M —
P, =0.375M
LZ =L,
schemat 3 lZP }%\?\@q P, A= 70+791
PAN pAT ~ 1 A=46,; 0=46,
M P M =
4P3 =5M
P, =1.25M
schemat 4 lZP
AN AN

P =min(P. )=P, =025M

Potozenie osi plastycznego zginania
Jest to o§ réwnolegta do wektora momentu zginajacego dzielaca przekrdj poprzeczny na dwie
czgsci o rownych polach.
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Zatem jej polozenie mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:
1 1 1 1

—HF2*¥24F —=—FTF_FT =16.97 cm.
2 2 2 ¢ 2 ¢ ¢

Wskaznik plastycznego zginania:
2 2 2
_1,1697% 1 (12*7.03 1 7.03

ol *—16.97+ —-—*3515*%
2 3 2

Nosnos$¢ graniczna belki jest rowna:

j:674.83 cm’.

P" =0.25%W, *R, =0.25%674.83%107° *215%10° =36272.11 N.
Przyktad 19.2.1.5. Wyznaczy¢ nosno$¢ graniczng belki stosujac podejscie kinematyczne.

lP

| . N |

N == '|
]

€ 2 m <2 m-—><l vel de2 m>le2 m>

Rozwiqzanie
Kinematycznie dopuszczalne schematy zniszczenia:

hmM\ lp L =2PA; L,=2M8
0 9( - - I 2P A=2M 6

J ~ 2 2 A=20
M Pl M

P =0.5M

-

L. =2PA; L,=2M8

”he”:’;/I\ M lP 2P A=2M 6
A =
0 6 (- ||

A4=26

P, =0.5M
schemat 3 — f L. =PA; L,=2M 86
J o o M~ I —
71 AN AR y “ PA=2M2©6
2p —& | A=26
M P=M

—c P | L.=2P4-PA L,=2M0
M
schemat 4 A
A
M M e, I ..

) 2 (AN I
M 2PT 267
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DPA-PA=2M O
A=28

P=M

Nos$nos¢ graniczna belki wynosi:

P" =min(P, )=0.5M .

Przyklad 19.2.1.6.Wyznaczy¢ no$nos$¢ graniczna belki jak na rys. stosujac podejscie
kinematyczne.

Symetria konstrukcji pozwala na
analizowanie rownowaznej belki

q
I jednoprzestowej, utwierdzonej na

AN jednym koficu a na drugim
< l > | > wolnopodparte;j.
q Jedyny kinematycznie dopuszczalny schemat
TT11 14414 zniszczenia bedzie mial dwa przeguby, jeden w
utwierdzeniu a drugi w przesle przy czym jego
| / B polozenie nie jest znane, ale mozemy je wyznaczy¢ z

zasady prac wirtualnych.
!

q
AI¥\¢¢ vy vy
0 o7

L, :270+791, L, =Iq6’xdx+ Iq@l xdx; ,
0 0

0*a=06*(-a),

_ﬁZl—a
al l—-a

‘47“4471-6144 L =L, — ¢

Poniewaz podejscie kinematyczne daje oszacowanie od goéry, poszukujemy najmniejszego
obciazenia g. Warunek konieczny jego istnienia daje rGwnanie:

gi:o S a?-4la+2%=0 - a=10-+2)=05861.
a
Stad ostatecznie otrzymujemy no$no$é graniczna belki ¢~ =11.657 E/ .

Przyktad 19.2.1.7.Belke o schemacie jak na rys. nalezy podeprze¢ dodatkowo w przesle w
miejscu zapewniajacym jej najwigksza nosnos¢ graniczna.

q

A Yy v v v v v V B

A
—
v |

Wprowadzenie dodatkowej podpory C czyni q
y v v v ¥ y 4 B
A ANNe e
268
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belke dwukrotnie statycznie niewyznaczalng.
Ksztatt wykresu momentéw zginajacych w
stanie sprezystym sugeruje dwa
kinematycznie dopuszczalne schematy
zniszczenia.

Schemat 1.

Nos$nos¢ graniczna dla tego schematu
zniszczenia zostala wyznaczona w
poprzednim przyktadzie.

Wynosi ona :

H

g, =11.657=
a

W tym schemacie zniszczenia przegub
plastyczny w przgsle AC wystapi w srodku
tego przesta. Zatem:

_ (I-a)/2
L, =4M6, L =2 quxdx,

w <
0

(a2 P ()2 e a —— L=L, — q= oM
z w 2"
(l-a)

Widoczne jest ze zwigkszanie a powoduje zmniejszanie g; 1 zwigkszanie g,. Przy ustalonej
dtugosci belki jej no$nos¢ graniczna wyznaczymy z warunku réwnosci:

q,=q, — 11.657ﬂz=16.00 M

i—af 4343a” +23.314al -11.6571* =0 —
a —a

a=0.4605/.

Odpowiadajaca temu potozeniu dodatkowej podpory no$nos¢ graniczna belki wynosi:

q = 11.657L = 54.970M

(0.46051)° 12

19.3. Nos$nos¢ graniczna osiowo rozciaganych ukladéw pretowych

Rozwaza¢ bedziemy konstrukcje wykonane z pretow prostych przegubowo potaczonych i
obciazonych tylko w wezach w sposéb powodujacy ich osiowe rozciaganie. Prgty wykonane
sa z materiatu o wlasnosciach ciata idealnie sprgzysto plastycznego (rys. 19.2).

Poniewaz rozktad naprezen normalnych w dowolnym przekroju poprzecznym na dtugosci
preta rozciaganego sita P jest jednorodny to w przekroju 1 tym samym w precie moga
wystapi¢ tylko dwa stany mechaniczne w zaleznos$ci od wielko$ci przytozone;j sity a
mianowicie stan sprezysty, gdy naprgzenia sa w nim mniejsze od R, 1 stan pelnego

uplastycznienia, gdy rownaja si¢ R,. Co wigcej jesli naprgzenia osiagng wartoS¢ granicy
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plastycznosci to pret moze si¢ wydtuza¢ dowolnie duzo i dlatego graniczne obciazenie
sprezyste, plastyczne i no$no$¢ graniczna sa w nim takie same i wynosza:

P=P=P =RA. (19.5)

Analogicznie jest w dowolnej statycznie wyznaczalnej konstrukcji kratowej z tym ze o jej
nos$nosci granicznej decyduje no$nos¢ preta w ktéorym wystepuja najwigksze naprezenia
normalne w stanie spr¢zystym.

W kratownicach statycznie niewyznaczalnych sytuacja jest bardziej ztozona gdyz w
zaleznosci od wielkoS$ci obciazenia wszystkie prety moga by¢ w stanie sprezystym albo
niektére w stanie sprezystym inne za$ uplastycznione, albo wreszcie liczba uplastycznionych
pretow jest taka ze konstrukcja staje si¢ geometrycznie zmienna i nie moze przenosic
zadanego obciazenia. Dlatego w konstrukcjach ztozonych z osiowo rozciaganych pretow
wykonanych z materiatu idealnie sprgzysto-plastycznego mozna przyjac okreslenia:

® graniczne obciazenie sprezyste (no$nos¢ sprezysta) — to najwigksza warto$¢ obciazenia
przy ktérej we wszystkich pretach konstrukcji wystepuje stan sprezysty

® nos$nos¢ graniczna — to taka wielko$¢ obciazenia przy ktérym konstrukcja traci zdolnos¢ do
jego przenoszenia.

19.3.1. Przykilady

Przyktad 19.3.1.1. Wyznaczy¢ nosnos¢ graniczng danego uktadu kratowego jesli przekroje
wszystkich pretéw sa jednakowe o polu A = 2.0 cm” a granica plastyczno$ci R, =225MPa.

«—32m— < 1.8 m—»

[,=40m
[, =3.0m

sina =0.6

cosa=0.8

Rozwiqzanie
Obliczenie sit w pretach uktadu.
Réwnania réwnowagi:

N, N, 2 X =0
—N,cosa+N,sina =0

2Y =0
N,sina+N,cosa=P

P Sily w pretach wynosza:
N,=0.6P, N,=08P.
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Poniewaz pola przekrojow obu pretow sa réwne wige o nosnosci uktadu decyduje pret 2 .
Przy wzrastaniu wartosci obcigzenia on pierwszy ulegnie uplastycznieniu i poniewaz krata
jest statycznie wyznaczalna ulegnie zniszczeniu.

Nos$nos¢ graniczna konstrukcji wynosi:

. 225%10°%2%107*
0.8

08P =R, A — P = 56250 N.

Przyktad 19.3.1.2. Dla stalowej konstrukcji przegubowo pretowej jak na rysunku.

+20m e —20m—» ich moduty sprezystosci podtuznej sa rowne
Y wyznaczy¢ potrzebne pole przekrojow
2 1 2 T poprzecznych prgtéw oraz nosnosci graniczng
»0m jesli P=30kN, R =215 MPa, R, =235 MPa,
a| o i E =205 GPa.

w ktorej pola przekrojow wszystkich pretow i

Wyznaczy¢ wykres okreslajacy jak wzrasta
pionowe przemieszczenie wezta K w zaleznosci
od wielkosci sity P.

P v

Rozwiqzanie
Obliczenie sit podtuznych w pretach.

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny, wigc
komplet réwnan do ich wyznaczenia bedzie sig skiadat z

Ny
N rOwnania rownowagi i réwnania geometrycznego.
2 M N

ala . L .
\ / Roéwnanie réwnowagi:
K XY=0 — N,+2N,cos@a=P — N,++2N, =

P .
v Réwnanie geometryczne:
N, N,l
A =Acosa — —L=\222 _, N =2N,.
al a E A E,A,
K Stad sity podtuzne w pretach:
ya )
N, =2P/(2+~/2) =17.574kN,
N §
UK N, = P/(2++/2) =8.787kN.

Potrzebny przekrdj pretéw z warunku wytrzymatosci:

max(N/A)SR — N,/ASR — A2N,/R =17.574*10°/215%10° = 0.817*10™ m”.
Nos$nos¢ graniczng uktadu wyznaczymy zwigkszajac obciazenie i przechodzac kolejno jego
stany od sprezystego poprzez sprezysto-plastyczny az do stanu granicznej nosnosci, w ktéorym
konstrukcja nie moze przenie$¢ zadanego obciazenia, przemieszczenia jej punktow sa
dowolnie duze (staje si¢ kinematycznie zmienna).
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Sita obcigzajaca powodujaca pierwsze uplastycznienie w konstrukcji, ktére wystapi w precie
1 bo w nim w stanie sprezystym jest najwigksza sita podtuzna, ma wartos¢:

N, =Ni =N =2P/2+y2)=AR, —

— 2442 2442
2 2

P= AR, = 0.817*235%10% =32.776*10° N.

Przy tej sile konstrukcja moze jeszcze przenosic¢ obciazenie bo naprezenia w pretach 2 sa
nadal mniejsze od granicy plastycznosci R,.

Sity ktére woéwczas wystepuja w pretach 2
mozemy wyznaczy¢ z warunku rownowagi sit

N, \A // N, dziatajacych na wezet K :
o

XY=0 — N;+2N,cosa=P —

Nl =N1 = AR,

K

E— P_=
P Ni+2N, =P — n,=E=N

V2

Konstrukcja stanie si¢ kinematycznie zmienna gdy nastapi uplastycznienie pretow 2 tzn.

gdy: N, = Na=N2=A R, . Odpowiadajace tej wartosci sity obciazenie P begdzie nosnoscia

. . . * . . J
graniczng 1 oznaczymy je przez P . Wyznaczymy je z zaleznoSci:

*

Ny,=N2=N, =%=AR€ 5 P'=v2AR +Ni=(1+v2)AR, =46.352%10° N.
Iloraz

PT_46352_ .

P 30.000

pokazuje wielkos¢ rezerwy (54.5 %), ktora tkwi w analizowanej konstrukcji jesli dopuscimy
pelne jej uplastycznienie. Ale zwigkszenie obciazen jest zwigzane ze zwigkszeniem

przemieszczen i pokazuje to wykres zalezno$ci A4 - pionowego przemieszczenia wezta K od
wielkosci sity obcigzajacej P.

P =30.000 kN - stan sprezysty

N, | P

A=~2%4 =222, N, = —
? EA 2 12+\/§)

30.000%10° *24/2

A=+2
(2++2)#205%0.817%10°

=2.098*10 m.

P=P=32776kN - uplastycznienie preta 1

P

2++2

-

A:\/E*AZ:\/EN

212; N2:
EA
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Adam Bodnar: Wytrzymato$§¢ Materialéw. Nosnos¢ sprezysto-plastycznych ustrojow

pretowych
%103 %94/
32.776 ¥10° *2+/2 ~9293%10° m.

A=+2
(2++/2)%205%0.817%10°
P=P" =46.352 kN - stan graniczny no$nosci (uplastycznienie wszystkich pretéw)

N, —
22, N,=N2=AR, -

b

A=~2%A, =2

* %102 *
A= 8177235710 ?‘5 =4.585%107 m.
205%0.817*10

4.585
4 [ .
2.293
2 -
/ P =46.352
—~ i I > P [kN]
S S 3
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