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Jak wykonuje si¢ obliczenia inzynierskie

Obliczenia matematyczne maja kilka cech wspdlnych:
— sg,dokladne”, przy czym sam wynik niekoniecznie jest najwazniejszy; czesto droga (rozumowanie)
prowadzaca do niego jest wazniejsza z punktu widzenia poznawczego
— liczy si¢ ,,wewngtrzne pickno” i zwarta forma rownan; dlatego czesto wykonywane jest tzw. ,,uporzad-
kowywanie” wyrazen (np. porzadkowanie jednomianéw w wielomianie wg potegi)
Obliczenia inzynierskie znaczaco r6znig si¢ od obliczen czysto matematycznych:
— nie sg ,,dokladne” ; raczej sg oszacowaniem wielko$ci z uzyciem 3-4 cyfr znaczacych; wynika to z
wielu faktow:
o dane wejsciowe do obliczen (obcigzenie, wymiary) nie sa dokladne?
o przecigtny btad modelu matematycznego (naszej teorii) szacuje si¢ w granicach 5%, a cze-
sto jest znaczaco wiekszy
o dokladno$¢ obliczeniowa zwyklego kalkulatora, nie méwiac juz o programach komputero-
wych, jest iScie kosmiczna; taka doktadno$¢ nie jest w praktyce (wykonawstwie) ani po-
trzebna, ani pozadana ani tez mozliwa
— prowadzone s3 w podstawowych jednostkach SI a wymiar wielkosci fizycznych ma istotne znaczenie
— im mniej obliczen/przeksztatcen tym mniej btedow; najkrotsza droga prowadzaca do wyniku jest naj-
lepsza i najczeSciej matematyczne porzadkowanie wyrazen nie ma praktycznego sensu;
— to wynik koncowy ma kluczowe znaczenie (a nie droga prowadzaca do niego, moze by¢ kilka mozli-
wosci), dlatego istotna jest jego wlasciwa ,,prezentacja”, tak, aby nie stanowit ,,zagadki”, oznacza to
stosowanie jednostek podstawowych SI z tylko jednym mnoznikiem w liczniku 10%3™,

Standardem jest uzycie uktadu jednostek Sl.

! wymiar liniowy elementu stalowego zmienia si¢ wraz z temperaturg na pigtej cyfrze znaczacej; wysoko$é domu z bali, wskutek
wysychania drewna, maleje w ciagu pierwszego roku o ok. 10 cm
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Liczba cyfr znaczacych

Doktadnos$¢ obliczen zalezy od dokfadnosci danych wejsciowych. Wynik obliczenia, ogdlnie méwiac, nie
moze by¢ doktadniejszy od uzytych danych.

W problemach inzynierskich blad danych rzadko jest mniejszy niz 0.1%. Dlatego wigksza dokladno$¢ wy-
niku koncowego obliczen nie jest uprawniona.

Tzw. znormalizowana notacja naukowa ma postaé¢ a - 10?, gdzie wykladnik b jest tak dobierany, aby abso-
lutna warto$¢ a zawierata si¢ w przedziale (1 < |a| < 10).

Notacja inzynierska jest podobna do naukowej z uzyciem wyktadnika 0 lub wielokrotnosci 3, tak, aby rzad
wielkosci byt oczywisty.

Ponizsze liczby zawieraja 3 cyfry znaczace:

123000, 1.23, 0.123, 0.000123, 0.00120 (zero na koncu jest znaczace)

Zmiana jednostek ,,w locie” na jednostki Sl

Zat6zmy, ze dla danych:

Q=12kN, s, = 1600 cm®, J, =28000 cm*, b =20 mm
obliczamy tzw. usrednione naprezenie styczne ze wzoru:

S 110*-1600-10° [ N-m®
XZ=Q v 1210 160010 " I N-m_ _ N _pg|_343.10°[Pa]=343MPa
J,-b 28000-10°-20-10° [m*-m m

Zauwazmy, ze do wzoru wstawiamy wielko$ci przeliczone od razu na jednostki podstawowe w SI.

r

Przyklad koncowej formy réwnania

Roéwnanie momentu zginajacego ponizej ma dwie formy: poczatkowa, ,,in statu nascendi”?

,wuporzagdkowang” algebraicznie:

oraz koncowg

M (x) =120~x—4—20(x—4)2 —30-(x—4)=...=-40-x? +530-x— 640

Pierwsza forma jest bardziej przydatna, bo np. od razu wida¢, ze dla x = 43 warto§¢ momentu jest rdwna
480. Przeksztalcenie do postaci ,.koncowej” nie utatwia zbytnio obliczen a jest obarczone dodatkowym ry-
zykiem bledu.*

Jak napisac raport techniczny (co powinien zawierac¢ projekt)

Projekt, wykonany w sktadzie komputerowym, powinien zawierac:

— 1imi¢ 1 nazwisko autora

— wszystkie niezbedne dane wejsciowe

— peing dokumentacje wszystkich obliczen: zwigzlg logiczng prezentacje sposobu rozwigzania (z dodatko-
wymi zatozeniami jesli potrzeba) wraz z uzytymi wzorami i wynikami posrednimi

— weryfikacje uzyskanych wynikow, jezeli tylko jest mozliwa, najlepiej na innej drodze

— wszystkie wykresy powinny by¢ rysowane w skali (osobnej dla obu osi)

Przykladowy projekt
Autor: Jan Kowalski, grupa #01
data: 16 listopada 2020

projekt nr 4

Tytul: Belki proste

2 czyli taka, jak w stanie powstawania
% w tym przypadku byl to tzw. koniec przedziatu charakterystycznego réwnania (o czym pozniej)
% poza tym traci si¢ niepotrzebnie czas. ..
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Temat: Zapisa¢ rownania sit przekrojowych i narysowac ich wykresy dla belki z rys. 1.1. Wymiary podano
w [m] a kat dziatania sity wynosi 45 stopni.

25 kNm 15 kN/m B(iky

|
A ' AN
2.5 2.0 3.5 2.0 2.0

Rys. 1.1 Belka prosta

Rozwiazanie

Geometryczna niezmienno$é:
Belka jest wewnetrznie geometrycznie niezmienna (1 tarcza)
Belka jest prawidlowo podparta wigc zewnetrznie geometrycznie niezmienna (twierdzenie 2 tarcz).

Reakcie podpdr:
25 kNm 15 KN/m 30 kN
W 0 /

» I

VAT 2.5 2.0 3.5 2.0 2.0 TRB

Rys. 1.2 Belka z reakcjami podpor

25+15.3.5.5.75+304/2 /22

>Mg=0 = V,= - =30.78kN
SM,20 - RB:—25+15-3.5'6i225+30\/§/2-1o:42_94kN

>X=0 = H,=21.21kN
sprawdzenie:
>Y —15.3.5+30+/2/2-30.78—42.94=525+21.21-73.72=73.71-73.72=0.01~ 0, OK!

Roéwnania sit przekrojowych (przedzialami):
1. przedziat:

M (x) =30.78x, M(0)=0, M(2.5)=76.95[kNm]
0<x<25 Q(x) =30.78[kN]

N(x) = —21.21[kN]

2. przedziat
M (x) = 30.78x—25, M (2.5)=51.95 M (4.5) =113.5[kNm]
25<x<45 Q(x) = 30.78[kN]

N(x) = —21.21[kN]

3. przedziat

2
M (x) = 30.78x—25—15(x_+5), M(4.5)=1135, M (8)=129.4[kNm]
45<x<8 Q(x) =30.78-15-(x—4.5), Q(4.5)=30.78, Q(8) =—-21.72[kN]

N(x) = —21.21[kN]

(poniewaz sita tngca zmienia znak, obliczamy potozenie | warto$¢ ekstremum momentu zginajacego)
Q(X)=0 —> x=6552, M(6.552)=145.1[KNm]

4. przedziat
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(uzyta wypadkowa obcigzenia cigglego z poprzedniego przedziatu)
M (x) =30.78x — 25-15-3.5-(x—6.25), M (8) =129.4, M (10)=85.93[kNm]
8<x<10 Q(X)=230.78-15-35 = -21.72 [kN]
N(x) = —21.21[kN]
5. przedziat
(od drugiej strony z nowa wspotrzedna, x, )
M(x,) =42.94x,, M(0)=0, M (2)=85.88[kNm]= M (x=10)
0<x <2 Q(x,) =—42.94[kN], ver.:Q(x=10)-R, =-21.72-30+/2 /2 = -42.93 = —42.94, OK
N(x;)=0
Wykresy sit przekrojowych:
Ponizsze wykresy otrzymano za pomocg programu “statyka”, wersja z 2007.
Momenty gnace:

O

6.552

51.95

76.95 85.93

1135
1451 1234

Rys. 1.3 Wykres momentéw gnacych
Sity tnace:

©

30.78 30.78 3078

2172 -21.72

-42 94 -42.94
Rys.1.4 Wykres sit poprzecznych
Sity podtuzne:

¢

21.21 -21.21 -21.21 -21.21 2121
Rys.1.5 Wykres sit podtuznych

Ogolne zalozenia

Mozna odstqpic¢ od kazdej reguly ale zadnej reguty nie nalezy ignorowac..

W obliczeniach inzynierskich stosuje si¢ wiele uproszczen, wynikajacych z przyjetych zalozen. Niektore z
zalozen sg oczywiste, niektore sg uproszczeniami ktére powinny by¢ przyjmowane z petng $wiadomoscia.

Kontinuum materialne

W skali makro kazdy materiat konstrukcyjny, zwlaszcza stal, beton i drewno moze by¢ traktowany jako
ciagly. Mozliwos$¢ odstepstwa od atomistycznej budowy materii | traktowania jej jako osrodka ciaglego,
ktoérego wlasciwosci moga by¢ usredniane, pojawia si¢ po przekroczeniu pewnego charakterystycznego
wymiaru liniowego osrodka, zwanego dtugos$cia reprezentatywna. Jest to wymiar (dlugo$¢) na tyle duzy,
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by wilasciwosci osrodka mogty by¢ usredniane, ale jednoczes$nie na tyle maty aby zmiany w skali makro

byly wystarczajaco uwidocznione. Dlugos$¢ reprezentatywna dla podstawowych materiatow konstrukeyj-
nych jest rzedu:

— beton konstrukcyjny: I, =1dcm

— drewno: I, =1cm

— stal: I, =1mm

Oznacza to, ze np. grubo$¢ elementu betonowego nie moze by¢ mniejsza od 10 cm aby ten element mogt
by¢ traktowany jako konstrukcyjny.

Czgsto zamiast dlugos$ci reprezentatywnej uzywa si¢ pojecia objetosci reprezentatywnej (ang.: Represen-
tative Volume Element, RVE).

Rownowaga stateczna

Zakladamy, ze konstrukcja jest geometrycznie niezmienna i stabilna. Zatozenie to powinno zawsze by¢
weryfikowane w praktyce, gdyz konsekwencje niestabilnosci konstrukcji sg z reguty katastrofalne. Szerzej
ten temat bedzie omawiany w drugim semestrze.

Zasada zesztywnienia

Konstrukcje budowlane sg z reguty bardzo sztywne, mozna wigc przyjac¢ zalozenie ze deformacje konstruk-
cji na wptywaja na wielkosci statyczne.

Zasada superpozycji

WKWS? superpozycii jest liniowos¢ i jednorodno$¢ rownan.®

Skutek niezaleznie dzialajacych przyczyn jest rowny sumie skutkéw od kazdej z tych przyczyn z osobna.

Schemat statyczny

Jest to rysunek konstrukcji zawierajacy jedynie informacje niezbedne do obliczen statycznych. Z tego
punktu widzenia ,.kontinuum”, ,.konstrukcja” czy ,,uktad” sg synonimami. Schemat statyczny bedzie punk-
tem startu obliczen statycznych. W rzeczywisto$ci schemat statyczny powinien by¢ dobrany tak, aby odpo-
wiadat rozpatrywanej konstrukcji. Najczesciej jest to banalne zadanie, ale czasami przyjecie wlasciwego
schematu statycznego jest trudne 1 wymaga szerokiej wiedzy 1 do§wiadczenia.

Dodatek

Uwagi do wynikow obliczen statycznych

Wskazowka: Przez “rozwigzanie uktadu” pretowego (konstrukcji) rozumie sig obliczenie reakcji i sporzg-
dzenie wykresow 1ZW. sil przekrojowych. Wykresy sporzgdzane sq albo “wprost” albo na podstawie obli-
czen statycznych. Z reguly rownania nie sq wymagane | majq znaczenie jedynie pomocnicze. Jeszcze raz
nalezy podkreslic, ze wykresy powinny by¢ wykonane w skali.

Wskazowka: Zawsze nalezy rygorystycznie przestrzega¢ metode rozwigzania. Najlepszq metodq jest me-
toda najbardziej efektywna. najkrotsza i wiarygodna. Nie nalezy ,,is¢ a skroty”, jesli nie ma pewnosci CO
do niezawodnosci ,, sposobu ™.

Wskazowka: Nie same obliczenia ale umiejetnosé weryfikacji | uwiarygodnienia uzyskanych wynikow czy-
niq inzyniera.

® warunkiem koniecznym i wystarczajacym
® dotyczy wszystkich rownan: algebraicznych, rozniczkowych jak i catkowych
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Moment wzgledem punktu

Obliczanie momentu wprost z definicji (jako iloczyn sily razy ramig jej dziatania) nie jest najlepszg metoda.
Poniewaz wektor sity jest tzw. wektorem przesuwnym (ktoéry mozna przesuwaé¢ wzdhuz linii jego dziatania).
Punkt zaczepienia (przylozenia sity) nie jest w tym przypadku istotny. Wektor moze by¢ wigc przesuwany
do innego, bardziej ,,wygodnego” potozenia I w takim polozeniu roztozony na odpowiednie sktadowe. Na
rys. 1.6, obliczenie ramienia sity d nie jest wygodne, podczas gdy odleglo$¢ a moze by¢ tatwo obliczona (a

czesto jest wprost podana).

AN '
e . 1
O‘/ \\ O.____g___

Rys. 1.6 Moment wzgledem punktu

Wektor momentu jest nazywany wektorem swobodnym: moze by¢ swobodnie przemieszczany na ptaszczyz-
nie.

Przyktad
dane: A(3,5), B(5,1), O(0,1), F = 20 [N]
wynik rachunkiem wektorowym:

sktadowe sity:
— F(xB—xA) _ 20-2 _
Fx B \/(xB—xA)2+(yB_yA)2 - V22+42 - 894‘4‘ N
— F(yg—ya) _20(=9) _
Fy B \/(xB_xA)Z"r(yB—yA)Z - \/22_,’_42 - 17.89 N
F,=0
wektor wodzacy:

Ty =X =X =31, =Ys—Yo=41,=0
moment wzglgdem punktu O:

i j k [ j k
M=|T T, Tz |= 3 4 0| =-—89.45 Nm
F FE F 8944 -17.89 0

Obciazenie liniowe (ciagle)
Narys. 1.7, wszystkie wypadkowe sa R=ga, W a) oraz b) intensywno$¢ obcigzenia g jest w KN na metr, w
C) (ale takze ia)) g jest w KN na metr biezacy.

a) b) C)
L iy !
a A A l”ll 2
”Hl a
A

Rys. 1.7 Obciazenie liniowe (ciggte)

Na rys. 1.8, obcigzenia obu belek sa rownowazne (taka sama wypadkowa oraz jej linia dziatania).
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Rys. 1.8 Obciazenia rownowazne

To samo jest prawda dla krzywoliniowej osi preta i obcigzenia prostopadiego do krzywoliniowej osi:

T

. _ | j///%

—
—

—

—

«—( /
—

—

A

Rys. 1.9 Obcigzenia rownowazne tukow kotowych

W statyce czgsto pojawia konieczno$¢ obliczenia wypadkowej pewnej czesci obcigzen (liniowo) zmiennych.
Najcze$ciej problem sprowadza si¢ do obliczenia pola powierzchni i potozenia srodka ciezko$ci figury. Jest
to proste dla prostokata czy trojkata. Kiedy jednak cze$¢ trojkata staje si¢ trapezem, mamy do wyboru albo
problem rozwigza¢ “wprost” (potrzebna jest znajomo$¢ odpowiednich wzordéw) albo problem przeksztalci¢
tak, aby unikng¢ obliczania cze$ci trapezowej. Mozna to zrobi¢ poprzez odpowiednig zmiane obcigzen ko-
rzystajac z zasady superpozycji. Obcigzenie trapezoidalne, np. z rys. 1.10, moze by¢ zastgpione innym sta-
tycznie rOwnowaznym obcigzeniem, zaleznie od potrzeby. Przypadek a) oraz b) (prostokat doda¢/odjac troj-
kat) jest odpowiedni do obliczen od lewej strony do prawej lub od prawej do lewej, odpowiednio, a przypa-
dek c¢) (dwa trojkaty) do obliczen reakcii.

Rys. 1.10 Dekompozycja obcigzenia trapezowego

Dla dowolnej funkcji zmienno$ci obcigzenia ciggtego wazne sg wzory dla wypadkowej 1 jej momentu czg-
$ci obciazenia, lezacej po lewej stronie punktu przeciecia, wzgledem tegoz punktu, X, por. rys.. 1.11:

R(X) = fq(t)dt, M (x) = f q(t)(x —t)dt
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Rys. 1.11 Dowolna zmienno$¢ intensywnos$ci obcigzenia cigglego
Cwiczenia

Problem 1
Wspohrzedne punktéw A, B, C oraz O jak I wartosci sit s3 zadane. Okresli¢ moment wzgledem punktu O
(znak dodatni oznacza dziatanie zgodne ze wskazowkami zegara).

A
/\ Fb
FC @ B

® O
@"':C
Rys.1.12. Problem #1

Problem 2
Dla uktadow sit jak na rys. 1.13 ponizej, okresli¢ moment wzgledem punktu O. Wspotrzedne punktow A, B,
C oraz O jak réwniez wartos$ci sit sg zadane. Okresl zwrot wypadkowego momentu (zgodnie/przeciwnie do

wskazowek zegara).

a) A b)

e

B & C
Rys. 1.13 Zadany uktad sit

Problem 3

Okresli¢ moment wzgledem punktu O przyjetego dowolnie (przyja¢ wszystkie niezbedne dane liczbowe,
znak dodatni oznacza dziatanie przeciwnie do wskazowek zegara).
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a) b) 0
7 KN/m
Tn. 7 kvm TN
i 3 3
4 4

Rys.1.14. Problem #3

Problem 4

Okreslic moment wzgledem punktu O przyjetego dowolnie (przyja¢ wszystkie niezbedne dane liczbowe,
znak dodatni oznacza dziatanie przeciwnie do wskazéwek zegara).

a) b)
2 KN/m 3 kN/m
2kN/m___—1T

3m

Rys. 1.15. Problem #4



