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2. Geometryczna niezmiennoS$¢ (sztywnos¢) uktadu

Wstep - kinematyka

Definicje

stopnie swobody — liczba niezaleznych parametrow opisujacych ruch uktadu

mechanizm — uktad z co najmniej jednym stopniem swobody

pret — element ktorego dlugos$é jest znacznie wigksza od dwdch pozostatych wymiarow

tarcza — ukfad elementéw potaczonych sztywno (ruch elementéw wzgledem siebie jest wykluczony); z
kinematycznego punktu widzenia, tarcza moze by¢ rozwazana jako pret i na odwrot

przegub — potaczenie to moze by¢ zamienione potaczeniem dwoma pretami przegubowymi?,
nieréwnolegtymi (i na odwroét, potaczenie dwoma prgtami mozna zastapi¢ przegubem)

geometryczna niezmienno$¢ — sztywnos¢ uktadu jako catosci, wraz z podparciem (odebrane wszystkie
stopnie swobody)

Aby wykaza¢ geometryczng niezmiennos¢ uktadu, nalezy wykazaé, ze wszystkie punkty uktadu sa

unieruchomione.

geometryczna niezmienno$¢ wewnetrzna — sztywnos¢ ukladu rozpatrywanego w oderwaniu od podparcia;
uktad wewnetrznie geometrycznie niezmienny jest rtOwnowazny kinematycznie sztywnej tarczy

predkos¢ wirtualna — predkos¢ niesprzeczna z narzuconymi wigzami, teoretycznie mozliwa

chwilowy $rodek obrotu (CSO) — $rodek obrotu wynikajacy z predkosci wirtualnych

przemieszczenie wirtualne — przemieszczenie spojne z predkoscig wirtualng (taki sam kierunek i zwrot); na
rysunku 2.1 przedstawiono przemieszczenia rzeczywiste (obliczone badz pomierzone), mozliwe (w
sensie: mogace zaistnie¢ z uwagi na istniejgce wigzy), I przemieszczenia wirtualne, teoretycznie
mozliwe (zaznaczone na czerwono); jak wida¢, kierunek przemieszczen wirtualnych jest jedynie
styczny do rzeczywistych?
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Rys. 2.1 Przemieszczenia rzeczywiste, mozliwe i wirtualne

Twierdzenia

Tarcza ma jeden CSO.

Jesli dwa punkty tarczy sa unieruchomione to cata tarcza jest unieruchomiona.

Rzuty predkosci wirtualnych dwoch punktow tarczy na kierunek odcinka taczacego te punkty sa sobie
rowne, por. rys. 2.2.

! 7z przegubem na kazdym z koncow
21, co moze zaskakujgce, przemieszczenia wirtualne weale nie muszg by¢ nieskonczenie mate (infinitezymalne)
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Rys. 2.2 Rowno$¢ rzutow predkosci wirtualnych 2 punktow tarczy
(Twierdzenie o dwoch tarczach, 2T)

Geometrycznie niezmienne potaczenie dwoch tarcz zapewnia polaczenie trzema pretami, ktorych kierunki
nie przecinajg sie w jednym punkcie (takze w tzw. punkcie niewlasciwym, t.j. w nieskonczonosci®)
Zamiast trzech pretow, polaczenie moze by¢ zrealizowane przez przegub i jeden pret.

(Twierdzenie o trzech tarczach, 3T)

Geometrycznie niezmienne potaczenie trzech tarcz stanowi potaczenie kazdej pary tarcz przegubem, przy
czym przeguby te muszg by¢ nie wspotliniowe.
Oznacza to, ze polaczenie ,,w trojkat™ jest geometrycznie niezmienne.

Uwaga! W rzeczywistosci chodzi o polaczenie trzech elementéw a nie o ksztalt uktadu (patrz rys. 2.3).

a) b)

Rys. 2.3 a) polaczenie trzech elementéw w ksztalcie czworokata jest geometrycznie niezmienne,
b) polaczenie czterech elementow tworzacych ksztalt trojkata nie jest geometrycznie niezmienne

Niestety, w jezyku polskim nie ma stowa ,.tr6jbok”, ktore bytoby odpowiednie.
(Twierdzenie o predkosciach wirtualnych, PW)
Uklad jest geometrycznie niezmienny wtedy 1 tylko wtedy gdy nie istnieje spojny plan predkosci

wirtualnych.
Twierdzenie przeciwne jest tez prawdziwe.

Metody okreslania geometrycznej niezmiennosci

Zastosowanie twierdzen o tarczach jest proste ale nie zawsze efektywne. Twierdzenie o predkosciach
wirtualnych jest zawsze skuteczne, ale najczesciej dos¢ ucigzliwe w zastosowaniu.

Zwykle postepujemy dwuetapowo: najpierw okreslamy geometryczng niezmienno$¢ wewnetrzng a potem —
zewnetrzng. Kazdy z tych dwoch krokow analizy jest wazny i pomocny w dalszych dziataniach. Analiza
geometrycznej niezmienno$ci wewnetrznej sugeruje sposob obliczania reakcji. Niezmienno$¢ wewnetrzna
oznacza, ze reakcje moga by¢ obliczone bezposrednio zZ rownan rOwnowagi. Zmienno$¢ wewngtrzna

% inaczej moéwigc prety nie moga byé rownolegle
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informuje, Ze obliczenie reakcji wymaga dodatkowych rownan: rownania przegubu, rownan wynikajacych
z dodatkowych przecie¢ uktadu i w krancowych przypadkach obliczenie reakcji moze by¢ bardzo trudne.
Geometryczna niezmienno$¢ zewngtrzna uktadu jest niezbedna do obliczen statycznych. Mechanizmy
(ukltady ze stopniami swobody) musza by¢ analizowane dynamicznie z uzyciem sit bezwtadnosci®.

Jezeli wykazano, ze uklad lub jego cze$¢ sa niezmienne, mozna je w konsekwencji traktowa¢ jako sztywne
tarcze

Przyklad

Okresli¢ geometryczng niezmienno$¢ ukladu z rys. ponizej:

D\ Io)

Rys. 2.4 Rozwazany uktad

Zastosowanie twierdzenia 3T
1. Zaczynamy od geometrycznej niezmiennosci wewnetrznej
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\

tylko jeden pret

Rys. 2.5 Niezmienno$¢ wewnetrzna

Spostrzegamy dwa uktady polaczenia “w trojkat, uklady te stanowig dwie sztywne tarcze, co wynika
wprost z twierdzenia 3T. Mamy teraz tarcze 1, 2 oraz 3. Z ponownego uzycia twierdzenia 3T wynika, Ze
tarcze 1-3 oraz 1-2 sa prawidlowo potaczone dwoma pretami (o kierunkach przecinajacych si¢ w punktach
zaznaczonych na czerwono), ale tarcze 2-3 sg potaczone jednym pretem (brak drugiego). Uklad jest
wewnetrznie zmienny.

2. Okreslamy niezmienno$¢ zewngtrzng

4 zwanymi takze sitami d’ Alemberta
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Rys. 2.6 Niezmiennos$¢ zewnetrzna
Do tarcz 1 oraz 2 dotaczamy trzecia tarcze — ostoje°. Zastosowanie twierdzenia 3T (trzy przeguby taczace,
niewspotliniowe, zaznaczone na rys. 2.6 na czerwono) orzeka o unieruchomieniu tych tarcz. W efekcie w
nastepnym kroku mamy uktad jak na rys. 2.7 z lewej. Nowe trzy tarcze sa prawidlowo unieruchomione
(tw. 3T, przeguby niewspoétliniowe na czerwono), wiec dalej mamy nowe 3 tarcze, rys. z prawej. Trzy
ostatnie tarcze sg unieruchomione wzajemnie (przeguby niewspotliniowe na czerwono),wiec calos¢ jest

unieruchomiona.

1
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Rys. 2.7 Niezmienno$¢ zewnetrzna — C.d.

W ten sposéb, krok po kroku, wykazujemy unieruchomienie catego uktadu.
Ostatecznie stwierdzamy, ze uklad jest wewnetrznie zmienny ale zewnetrznie niezmienny, a wiec moze
by¢ analizowany statycznie.

Rozwiazanie metoda predkosci wirtualnych

Okreslenia wewnetrznej zmienno$ci dokonujemy unieruchamiajac jedna z tarcz, rys. 2.8. Przeguby
zaznaczone na czerwono, jako ze naleza do unieruchomione;j tarczy, sa chwilowymi srodkami obrotu
trzech kolejnych tarcz. Pre¢dkosci wirtualne tych tarcz, zaznaczone na czerwono, nie sg ze sobg sprzeczne,
jedynie ich rzuty na odcinek taczacy poczatki wektorow powinny by¢ sobie rdwne, co oznacza, ze
pomigdzy predkosciami istniejg pewne proporcje. Nie ma jednak sprzecznosci i ruch jest mozliwy, a wiec
ukiad jest wewngtrznie zmienny.

5 element z definicji unieruchomiony
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Rys. 2.8. Analiza wewnetrznej niezmiennosci metodg PW

Rozpatrujac geometryczng niezmiennos$¢ zewnetrzng, dla catego uktadu wraz z podporami,
unieruchamiamy mys$lowo jedng z tarcz (na rys. 2.8 jest to ostoja). Przeguby, zaznaczone na czerwono, sg
CSO tarcz zaznaczonych na szaro. W punkcie taczacym te tarcze istnieja wiec dwie rozne predkosci, co
jest niemozliwe, a wiec sprzeczne. Z twierdzenia wynika, ze punkt ten jest unieruchomiony®. Tak wiec i
tarcze sa unieruchomione w catosci, bo kazda ma 2 punkty unieruchomione, rys. 2.9.

=

Rys. 2.9 Sprzeczny uktad predkosci w punkcie

Powtarzajac kilkukrotnie to rozumowanie, rys. 2.10, stwierdzamy unieruchomienie catosci.

O I

Rys. 2.10 Sprzecznosci w kolejnych punktach

Whiosek jest taki sam jak poprzednio: uktad jest wewnetrznie zmienny ale zewngtrznie niezmienny.
Cwiczenia

Problem 1

Dla uktadu z rys. 2.11 okresli¢ niezmienno$¢ wewnetrzng i zewngtrzng korzystajac kolejno z kazdej z trzech
poznanych metod (2T, 3T, PW).

® bo sprzeczno$¢ zniknie gdy predkosci bedg zerowe
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Zas

Rys. 2.11 Problem 1

Rozwiazanie — metoda 2T
niezmienno$¢ wewnetrzna
tarcza A polaczona jest z tarczg B trzema pretami, ktorych kierunki nie przecinaja si¢ w jednym punkcie

2 3
B

Rys. 2.12
Oznacza to, ze uklad jest wewnetrznie geometrycznie niezmienny.
niezmienno$¢ zewnetrzna
podpore przegubowg zastgpujemy dwoma pretami a przesuwng jednym pretem — jest to typowy sposob
stosowany w tego typu (prostym) podparciu
tarcza A z tarcza B (ktoéra jest ostoj3) sg polaczone trzema pretami ktorych kierunki nie przecinajg si¢ w
jednym punkcie
oznacza to ze uklad jest zewngtrznie geometrycznie niezmienny

B

777
Rys. 2.13

Rozwigzanie — metoda 3T

niezmienno$¢ wewnetrzna

tarcze A, B i C, rys. 2.14, sa polaczone parami (co najmniej) dwoma pretami (lub — alternatywnie —
przegubem), ktorych kierunki przecinajg si¢ w punktach P1, P2 i P3 niewspotliniowych — uktad jest
niezmienny wewngtrznie

niezmienno$¢ zewnetrzna
tarcze A, B i C, rys. 2.15, sg polaczone przegubami oraz parg pretow, ktorych kierunki przecinajg si¢ w
punkcie niewspoiliniowym do przegubow — uklad niezmienny zewnetrznie
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Rys. 2.15

wniosek koncowy: uktad jest niezmienny zardwno wewnetrznie jak i zewngtrznie

Rozwiazanie — metoda PW

niezmienno$¢ wewnetrzna

odrzucamy podparcia i unieruchamiamy tarcz¢ A traktujac ja jako ostoje; przeguby zaznaczone na
czerwono sg chwilowymi §rodkami obrotow pretow faczacych tarcze A z tarcza B; w punktach 112
otrzymujemy sprzeczne kierunki predkosci chwilowych, co oznacza, ze punkty te sa — w stosunku do
tarczy A — unieruchomione; punkty te sg zarazem punktami tarczy B wigc unieruchomienie jej dwoch
punktow oznacza unieruchomienie calej tarczy; uktad jest wewnetrznie niezmienny

Rys. 2.16
niezmienno$¢ zewnetrzna
A
3 2
| d
B
Vi
Rys.2.17

Unieruchomiona ostoja B oznacza chwilowe $rodki obrotu w punktach 1 i 2, co daje sprzeczne predkosci
chwilowe w punkcie 3, ktory — wobec tego — musi by¢ nieruchomy; nieruchome punkty 1 i 2 oznaczaja
unieruchomienie calej tarczy A; uklad jest zewnetrznie niezmienny

wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie 1 zewnetrznie niezmienny

Problem 2

Dla uktadu z rys. 2.18 okresli¢ niezmienno$¢ wewnetrzng i zewnetrzng korzystajac kolejno z kazdej z trzech

poznanych metod (2T, 3T, PW).
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Rys. 2.18 Problem 2
Rozwiazanie — metoda 2T
niezmienno$¢ wewnetrzna
ukiad tarcz A i B (rys. 2.19) jest polaczony dwoma pretami — brak jednego preta, ponadto prety P1 do Ps sg
chwiejnie przymocowane jednym przegubem (odpowiednik dwoch pretow)

Rys. 2.19

whniosek: uktad wewnetrznie zmienny
niezmiennos¢ zewnetrzna
dla uktadu z rys. 2.20, metoda 2T nie jest konkluzywna’

B

Rys. 2.20
wniosek koncowy: metoda 2T nie jest w tym przypadku skuteczna i nie daje rozstrzygnigcia
Rozwigzanie — metoda 3T
niezmienno$¢ wewnetrzna
uktad tarcz A, B 1 C nie jest polaczony prawidtowo: pomiedzy Bi C jest tylko jeden pret, rys. 2.21, uklad jest
chwiejny

niezmienno$¢ zewnetrzna

" rozstrzygajaca
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uktad tarcz A, B (ostoja) i C, rys. 2.22, jest polaczony parami pretéw, ktdrych kierunki przecinajg si¢ w
punktach 1, 2 i 3 niewspotliniowych, uktad jest niezmienny i moze dalej by¢ traktowany jako jedna tarcza

&

Rys. 2.23
uklad tarcz A (ostoja), B i C, rys. 2.23 jest potgczeniem ,,w trojkat” i jest niezmienny
Whiosek koncowy: uktad jest wewngtrznie zmienny ale zewngtrznie niezmienny
Rozwiazanie — metoda PW
niezmiennos¢ wewnetrzna

Rys. 2.24
unieruchamiamy tarcze A traktujac ja jako ostoj¢, punkty 1 1 2 sg chwilowymi §rodkami obrotu pretow;
obroty nie sg odebrane (zablokowane), wigc przerywamy dalsze dowodzenie, bo uklad jest wewnetrznie
zmienny
niezmiennos$¢ zewnetrzna

Rys. 2.25
unieruchomiona ostoja B oznacza chwilowe $rodki obrotéw dla przylegtych pretéw i odpowiednie predkosci
liniowe w punktach 1 i 2 tarczy A oraz 3i4 tarczy C
predkosci liniowe w punktach 1 12 oznaczajg istnienie chwilowego $rodka obrotu tarczy A w punkcie Ci
oraz — analogicznie — w punkcie C; tarczy B
wobec tego predkosci wirtualne w punkcie 5 sg sprzeczne (jesli tylko punkty Ci, C2 15 nie sg wspolliniowe),
wigc punkt ten jest unieruchomiony i stanowitby nowy (drugi juz) chwilowy $rodek obroty tarcz A i B co
jest niemozliwe
a wiec tarcze A 1 C sg unieruchomione
wiec punkty Csz i C4 s3 chwilowymi srodkami obrotu gérnych pretow przyleglych, co daje jednak sprzeczne
predkosci wirtualne w punkcie 6, ktory wobec tego tez musi by¢ nieruchomy
dochodzimy do wniosku, ze wszystkie punkty sa unieruchomione i uktad jest zewnetrznie niezmienny
wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie zmienny ale zewnetrznie niezmienny
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Problem 3
Dla uktadu z rys. 2.26 okresli¢ niezmienno$¢ wewnetrzng i zewngtrzng korzystajac kolejno z kazdej z trzech

poznanych metod (2T, 3T, PW).
_ﬂ. L l

Rys. 2.26 Problem 3

Rozwiazanie — metoda 2T
niezmienno$¢ wewnetrzna

A A I
B - B
Rys. 2.27

uktad jest symetryczny: lewa i prawa strona sg wzajemnym odbiciem, tarcze A s3 polaczone z tarczami B
przegubem i pretem, a wige te poduklady sg sztywne, rys. 2.28
/.’ -

s NS
Rys. 2.28
dwie tarcze z rys. 2.28 sg potgczone trzema rownoleglymi pretami (ktorych kierunki przecinajg sie w
jednym punkcie niewlasciwym?®) i taki uktad jest chwiejny
niezmiennos$¢ zewnetrzna

B

Rys. 2.29
tarcza A jest polaczona z tarcza B (ostoja), rys. 2.29, prawidlowo trzema pretami, jest to podukiad

niezmienny

Rys. 2.30
tarcza A (ostoja) z tarcza B, rys. 2.30, jest potgczona (co najmniej) trzema pretami 1, 2 i C, co stanowi uktad
niezmienny
oznacza to, ze wszystkie elementy sa unieruchomione

8 czyli w nieskonczonosci

10
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wniosek koncowy: uktad jest wewngetrznie zmienny ale zewnetrznie geometrycznie niezmienny

Rozwiazanie — metoda 3T

niezmienno$¢ wewnetrzna

zaznaczone na rys. 2.31 poduklady stanowig niezmienne potaczenie 3 elementow kazdy i sg sztywnymi
tarczami

N

Rys. 2.31
trzy tarcze A, B i C z rys. 2.32 sa poltaczone pretami rownolegtymi do przegubow tarczy B (a wiec przecinaja
si¢ w trzech punktach wspotliniowych (trzeci punkt jest punktem niewlasciwym) i stanowig uktad chwiejny
(zmienny)

wniosek: uktad wewnetrznie zmienny
niezmienno$¢ zewnetrzna

Rys. 2.33
tarcza A, B (ostoja) i C, rys. 2.33, sg potgczone przegubami i (co najmniej) dwoma pretami, ktorych kierunki
nie przecinajg si¢ w punktach wspotliniowych, jest to uktad niezmienny
tarcze A, B i 3, rys. 2.34, sg polagczone (prawidlowo) przegubami lub dwoma pretami, jest to wiec uktad
niezmienny

Rys. 2.34
wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie zmienny ale zewnetrznie niezmienny

Rozwigzanie — metoda PW

niezmienno$¢ wewnetrzna

unieruchamiamy jedng z tarcz, A (traktujemy ja jako ostoj¢), w punkcie 1, rys. 2.35, otrzymujemy
sprzeczno$¢ predkosci wirtualnych, punkt ten jest wigc tez unieruchomiony

11
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Rys. 2.35
analogicznie postgpujemy dla strony prawej, otrzymujac uktad dwu tarcz, jak narys. 2.36

.e"ff 3-—19/ N
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Rys. 2.36

unieruchamiamy tarcze A (traktujac ja jako ostoje¢), powstaja chwilowe srodki obrotu dla pretow przyleglych,
ktorych konce (potaczenia z tarcza B) majg pionowe predkosci wirtualne

nie ma sprzecznosci w planie predkosci wirtualnych i1 tarcza B moze doznawac translacji pionowej wzgledem
ostoi, uklad jest wewngtrznie zmienny

niezmienno$¢ zewnetrzna

wiemy, ze tarcza B wzgledem ostoi A moze doznawac¢ pionowej translacji (pochodzacej od obrotu
poziomych pretow taczacych), co stoi w sprzecznosci z poziomg predkoscig wirtualng na koncu preta 3,
oznacza to, ze uklad jest niezmienny

Rys. 2.37
wniosek koncowy: uklad jest wewnetrznie zmienny ale zewngtrznie geometrycznie niezmienny i moze by¢
analizowany rdOwnaniami statyki
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