Adam Pawet Zaborski — wytrzymatos¢ materiatow

3. Geometryczna niezmiennos$¢ — c.d.

Problem 1
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng kratownicy, jak na rys. 3.1

VNS

Rys. 3.1 Problem 1
Rozwiazanie
niezmiennos¢ wewnetrzna
wyrozniamy elementy polaczone w trojkat, rys 3 2

Rys. 3.2
i, kolejno:

Rys. 3.3
idale;j...

Rys. 3.4
1 kolejno...

Rys. 3.5

Rys. 3.6
stwierdzajac, ze uklad jest wewnetrznie niezmienny
niezmienno$¢ zewnetrzna

1jeszcze raz...

aiﬁ

| 2
AN I
Rys. 3.7

z twierdzenia o 3 tarczach wynika, ze uktad z rys. 3.7 jest niezmienny: punkty 1, 2 i 3 sg niewspotliniowe
wniosek koncowy: uktad wewnetrznie 1 zewnetrznie niezmienny

Problem 2
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng kratownicy, jak na rys. 3.8
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Tt

Rys. 3.8 Problem 2
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
zaznaczamy tarcze 3-elementowe; jesli sa potaczone bokami, tworza poduktad niezmienny, rys. 3.9

Rys. 3.9
tarcze A, B 1 C sg polaczone w sposob niezmienny (twierdzenie 3T, punkty 1, 2 1 3 oraz 5, 6 1 4 nie s3
wspolliniowe), rys. 3.10

-l 4-
A B C
23 30
D E
Rys. 3.10
podobnie jest dla wynikowego ukladu, rys. 3.11, punkty 1, 2 i 3 oraz 4, 5 i 6 nie s wspOtliniowe:
l ]
B A D
207 2ro°
Rys. 3.11

stwierdzamy, ze uklad jest wewnetrznie niezmienny
niezmiennos$¢ zewnetrzna
uklad trzech tarcz A, B i C jest polagczony w sposob niezmienny, rys. 3.12

A
l 3
AN £
B
Rys. 3.12

uktad jest wigc zewnetrznie niezmienny
wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie 1 zewnetrznie niezmienny

Problem 3
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng kratownicy, jak na rys. 3.13

el

Rys. 3.13 Problem 3
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
wynajdujemy poduktady trojelementowe, rys. 3.14
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Rys. 3.14
tarcze A 1 B sg polaczone w sposob niezmienny, rys. 3.15

Rys. 3.15
kolejne 3-elementowe poduklady przedstawia rys. 3.16

Rys. 3.16
tarcze A, B i C s3 polaczone w sposob niezmienny (twierdzenie o 3 tarczach), rys. 3.17

b

Rys. 3.17
stwierdzamy, ze uklad jest wewnetrznie niezmienny
niezmiennos¢ zewnetrzna
(dowod identyczny jak dla problemu 2)
wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie 1 zewngtrznie geometrycznie niezmienny.

Problem 4
Okresli¢ niezmiennos¢ geometryczng uktadu, jak na rys. 3.18

=S

Rys. 3.18 Problem‘r

2
%
19=%

Rys. 3.19
trzy tarcze A, B 1 C polaczone sg parami pretow ktorych kierunki przecinajg si¢ dla tarcz A z B w punkcie
1, dla tarcz B z C w punkcie 2 a dla tarcz A z C w punkcie 3, przy czym punkty sa niewspotliniowe;
zgodnie z twierdzeniem o 3 tarczach oznacza to, ze uklad jest niezmienny
niezmiennos$¢ zewnetrzna
(dowod identyczny jak w poprzednich przyktadach)
wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie 1 zewn¢trznie geometrycznie niezmienny.

Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna

Problem 5
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng ukiadu, jak na rys. 3.20
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=

Rys. 3.20 Problem 5

(do p. "l
(do ¥e
I'dL‘I 1)

Rys. 3.21
rozpoznajemy dwa poduktady trojelementowe A 1 B, ktore sg sztywne; jesli prety je taczace nie sg
(wszystkie) do siebie rownolegte, to WKW? niezmiennoéci potaczenia 2T jest spelniony
niezmienno$¢ zewnetrzna
(dowod identyczny jak w poprzednich przyktadach)
wniosek koncowy: uktad jest wewngtrznie 1 zewngetrznie geometrycznie niezmienny.

Rozwigzanie
niezmienno$¢ wewnetrzna

Problem 6
Okresli¢ niezmiennos¢ geometryczng uktadu, jak na rys. 3.22

P

Rys. 3.22 Problem 6

Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
znajdujemy podukiady trojelementowe, rys. 3.23

Y

Rys. 3.23
trzy tarcze A, B i C, rys. 3.24, sa potaczone przegubami 1 i 3 oraz dwoma pretami ktorych kierunki przecinaja
si¢ w punkcie 2, niewspotliniowym do punktow 113

! warunek konieczny i wystarczajacy
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Rys. 3.24
uklad, zgodnie z twierdzeniem 3T jest wewnetrznie niezmienny
niezmienno$¢ zewnetrzna
(dowdd identyczny jak w poprzednich przyktadach)
wniosek koncowy: uktad jest wewngtrznie i zewngtrznie geometrycznie niezmienny.

Problem 7
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng ukladu, jak na rys. 3.25

Rys. 3.25 Problem 7
Rozwiazanie
niezmiennos¢ wewnetrzna
trzy tarcze A, B i C sg polaczone pretami: A z B dwoma, A z C dwoma, ale B z C tylko jednym pretem i
uktadem dwu pretow D, rys. 3.26, ktory nie jest rtownowazny pojedynczemu pretowi? (i wszystkie prety
zostaty wykorzystane do analizy)
uktad jest wewnetrznie zmienny

o\B
D AC
C
- B BC
Rys. 3.26

niezmienno$¢ zewnetrzna

ostoja

Rys. 3.27
ostoja i prety czerwone s uktadem stabilnym (polaczenie w trojkat), punkt 1 unieruchomiony
ostoja i prety niebieskie — podobnie, punkt 2 unieruchomiony

ostoja i prety zielone — j.w., punkt 3 unieruchomiony
1 2

e e

Rys. 3.28
kolorowe prety, rys. 3.28, sa polaczone z ostoja A sa unieruchomione w punktach 1 12
wobec powyzszego, wszystkie punkty sg zablokowane i uktad jest niezmienny
wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie zmienny ale zewnetrznie geometrycznie niezmienny

Problem 8
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng uktadu, jak na rys. 3.29

2 0 jeden stopiefn swobody wiecej z uwagi na taczacy przegub
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N

Rys. 3.29 Problem 8
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
w ukladzie wyrdzniamy dwa poduktady tréjelementowe, rys. 3.30

N

Rys. 3.30
sg to dwie tarcze potaczone jedynie dwoma pretami, wiece z twierdzenia 2T wynika, ze uklad jest zmienny
niezmiennos¢ zewnetrzna
tarcze A, B 1 C sg potaczone przegubami AB 1 BC oraz dwoma pretami, ktorych kierunki przecinajg si¢ w
punkcie AC, niewspolliniowym z punktami AB 1 BC

m
A BC
B

rys. 3.31

uktad jest niezmienny
wniosek koncowy: uktad jest wewngtrznie zmienny ale zewngtrznie geometrycznie niezmienny

Problem 9
Okresli¢ niezmiennos¢ geometryczng uktadu, jak na rys. 3.32

Rys. 3.32 Problem 9
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
w pierwszym etapie odnajdujemy poduk?dy trojelementowe, rys. 3.33

BC
)

o AB
Rys. 3.33
tarcze A, B 1 C polaczone sg parami pretow, ktorych kierunki przecinaja si¢ odpowiednio w punktach AB,
BC i AC, punkty sa niewspotliniowe wigc uklad jest niezmienny
niezmienno$¢ zewnetrzna




Adam Pawet Zaborski — wytrzymatos¢ materiatow

A
A AC
clsc
B
Rys. 3.34

niezmiennos$¢ uktadu wynika wprost z twierdzenia 3T dla tarcz A, B i C z przegubami w punktach AB, BC
1 AC (niewspotliniowych)
wniosek koncowy: uktad jest wewngtrznie 1 zewngtrznie niezmienny

Problem 10
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng ukladu, jak na rys. 3.35

et

Rys. 3.35 Problem 10
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewngtrzna
korzystamy z twierdzenia 3T, rys. 3.36, dlatarcz A, B i C, polgczonych pretami, ktorych kierunki przecinaja
si¢ w punktach AC, BC i AB

B
AC A BC

Rys. 3.36

punkty AC, BC 1 AB sg niewspoétliniowe, wiec ktad jest niezmienny
niezmiennos$¢ zewnetrzna

(rozumowanie analogiczne jak w poprzednim przykiladzie)

wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie 1 zewnetrznie niezmienny

Problem 11
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng uktadu, jak na rys. 3.37

Rys. 3.37 Problem 11
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
odnajdujemy elementy polaczone w trojkat i korzystamy z twierdzenia 3T, rys. 3.38
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' do BC

]‘%

.l,\ (tvlko jeden pret tutaj)
v do "'.f_

Rys. 3.38
trzy tarcze sa potaczone: A z C dwoma pretami, B z C dwoma pretami, natomiast A z B tylko jednym pretem,
uklad jest wigc zmienny
niezmiennos$¢ zewnetrzna
ostoja A jest pofaczona z tarczami B 1 C przegubami nie lezagcymi na jednej prostej, punkt BC jest wigc
unieruchomiony, rys. 3.39

A AC

BC
A
Rys. 3.39
w kolejnym etapie rozpatrujemy trzy tarcze A, B i C potaczone przegubem AC oraz pretami przecinajacymi
si¢ odpowiednio w punktach niewtasciwych AB i BC
)

(do BC)

+ (do AB)
Rys. 3.40
punkty nie lezg na jednej prostej wigc uklad jest niezmienny
wniosek koncowy: uktad jest wewngtrznie geometrycznie zmienny ale zewngetrznie jest niezmienny.

Problem 12
Okresli¢ niezmiennos¢ geometryczng uktadu, jak na rys. 3.41

Rys. 3.41 Problem 12
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
w pierwszym etapie odnajdujemy pofaczenia w trojkat, rys. 3.42

" Rys. 3.42
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nastepnie dwukrotnie korzystamy z twierdzenia 3T, dla tarcz A, BiC oraz A, D i E, rys. 3.43
2 4
BPC ®D\E 5
|
A
Rys. 3.43
punkty 2, (3) 14 sg unieruchomione, wiec, rys. 3.44
-
I BA.C 3

A

Rys. 2.44
punkt 2 jest tez unieruchomiony, ukfad jest niezmienny
niezmiennos¢ zewnetrzna
wykazanie niezmiennosci zewnetrznej dla uktadu wewnetrznie niezmiennego jest banalne (por. poprzednie
przyktady)
wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie 1 zewngtrznie geometrycznie niezmienny

Problem 13
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng ukladu, jak na rys. 3.45

B

Rys. 3.45 Problem 13

Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
odnajdujemy trzy poduktady polaczone w tréjkat, rys. 3.46

N

Rys. 3.46
te trzy tarcze A, B 1 C sa polaczone przegubem 3 i pretami o kierunkach przecinajacych si¢ w punktach 1 1

2, rys. 3.47
B
1 2
L ] 2 L

Rys. 3.47
punkty 1, 2, 1 3 nie lezg na jednej prostej, wigc uklad jest niezmienny
niezmienno$¢ zewnetrzna
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(rozwazania banalne w $wietle poprzednich przyktadow)
wniosek koncowy: uktad jest wewng¢trznie i zewngtrznie niezmienny

Problem 14
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng ukladu, jak na rys. 3.48

R

Rys. 3.48 Problem 14
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
odnajdujemy dwa polaczenia w trojkat, rys. 3.49

<2

(do AC) I (do i%f_']

Rys. 3.49

tarcze A, B 1 C sg polaczone przegubem 1 1 parami pretow o kierunkach przecinajacych si¢ w punktach AC

1 BC; punkty nie lezg na jednej prostej wigc uklad jest niezmienny
niezmiennos$¢ zewnetrzna

(patrz poprzednie przyktady)

wniosek koncowy: uktad jest wewnetrznie 1 zewngtrznie niezmienny

Problem 15
Okresli¢ niezmiennos¢ geometryczng uktadu, jak na rys. 3.50

Rys. 3.50 Problem 15
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
odnajdujemy dwa potgczenia w trojkat, rys. 3.51

10



Adam Pawet Zaborski — wytrzymatos¢ materiatow

Rys. 3.51
tarcze A 1 B sg polaczone trzema pretamil, 2 i 3, o kierunkach nie przecinajacych si¢ w jednym punkcie,
uklad jest wigc niezmienny
niezmienno$¢ zewnetrzna

(3T, banalnie)
wniosek koncowy: uktad jest wewngtrznie 1 zewngtrznie niezmienny

Problem 16
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng ukladu, jak na rys. 3.52

Rys. 3.52 Problem 16
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewnetrzna
trzy tarcze A, B i C, rys. 3.53, sg polagczone ze sobg: A z C przegubem, B z C przegubem ale A z B tylko
jednym pretem, wigc zgodnie z twierdzeniem o trzech tarczach uktad jest zmienny

N :

B BC

Rys. 3.53
niezmiennos$¢ zewnetrzna
zastosujemy metode predkosci wirtualnych; w tym celu przyjmijmy — niezb¢dne do dalszych rozwazan —
wymiary pretow, rys. 3.54

Rys. 3.54

punkt O stanowi chwilowy $rodek obrotu preta CO, zalézmy jednostkows predko$é¢ liniowsg v, = 1
(wirtualng, a wiec pozioma)

z proporcji otrzymujemy, ze predko$¢ wirtualna w punkcie A wynosi v, = 0.5 i rowniez jest pozioma
w punkcie B, z uwagi na podparcie predkos¢ liniowa musi by¢ réwniez liniowa, a poniewaz rzuty predkosci
w punktach A i B na kierunek preta AB muszg by¢ sobie rowne, wiec vg = 0.5
predkos¢ liniowa w punkcie D musi spelnia¢ dwa warunki:
1. jej rzut na kierunek preta CD musi by¢ rowny rzutowi predkosci v na ten kierunek

11
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2. jej rzut na kierunek preta BD musi by¢ rowny rzutowi predkosci vz na ten kierunek
zapis powyzszych warunkoéw znacznie si¢ upraszcza dla przyjetych wymiardw, z ktorych wynika ze odcinki
CD i BD s3 do siebie prostopadie®: jezeli oznaczymy kat pomiedzy kierunkami CD i predkosci v, przez a,
to kat pomiedzy kierunkami BD i predkos$cig v, wynosi 90 — a
z rzutowania predkosci na kierunek CD mamy:
V2

Vp COSaA = —
b 2

a z rzutowania na kierunek BD mamy:

V2

ina =0.5—
vp sina 5

dzielgc réwnania stronami dostajemy:

V2 2 V2 1

=05—-—==0. = 26.6° =—
tana 052\/5 05 - «a 6.6° - v > cosa

z powyzszych rozwazan najistotniejszy nie jest sam wynik lecz to, ze predkosci wirtualne sg mozliwe:
poniewaz nie ma zadnej sprzecznosci w planie predkosci wirtualnych, uklad jest chwiejny

wniosek koncowy: ukfad jest zarbwno wewnetrznie jak 1 zewnetrznie geometrycznie zmienny (1 nie moze
by¢ analizowany rownaniami statyki)

=0.791

Problem 17
Okresli¢ niezmienno$¢ geometryczng uktadu, jak na rys. 3.55

Rys. 3.55 Problem 17
Rozwiazanie
niezmienno$¢ wewngtrzna
odnajdujemy, krok po kroku, wszystkie elementy polaczen w trojkat, rys. 3.56

Rys. 3.56
ostatecznie, uklad sprowadza si¢ do dwoch tarcz A i B, pofaczonych przegubem, rys. 3.57
O
rys. 3.57
powyzszy uklad jest zmienny
niezmienno$¢ zewnetrzna

trzy tarcze A, B 1 C (ostoja) sa potaczone: A z C przegubem, A z B przegubem, ale B z C jedynie pretem,
rys. 3.58

% gdyby tak nie byto, potrzebne bytoby dodatkowe réwnanie wigzace kierunki BD i CD ze sobg, idea rozwigzania pozostataby
taka sama

12
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C .

Rys. 3.58
warunek konieczny twierdzenia 3T nie jest spetniony, wigc ukltad jest zmienny
wniosek koncowy: uktad jest zarbwno wewngtrznie jak i zewngtrznie zmienny, jest zatem mechanizmem i
nie moze by¢ analizowany rdwnaniami statyki
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