Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatlow

4. Reakcje wiezow

Definicje

mechanizm — uktad ze stopniami swobody, ktory moze by¢ analizowany jedynie rownaniami dynamiki (z

uwzglednieniem sit bezwtadnosci)

uktad niezmienny (Sztywny) — uktad majacy zero stopni swobody (catkowicie unieruchomiony)

uktad statycznie niewyznaczalny — uktad ktorego sity wewnetrzne nie mozna wyznaczy¢ jedynie z rOwnan
réwnowagi

Wiezy! i ich reakcje
Rozwazamy jedynie przypadek dwuwymiarowy (plaski).

nazwa schemat sch. kin. Iss? reakcje®
_ podpora A g S: 1(R) 1V, 1H
nieprzesuwna
podpora przesuwna A 2(R,T) 1V
podpora przesuwna
ukosnie D 37" 2(R,T) 1P
przesuw pionowy d O—(é 2(R,T) 1H
. . 7
utwierdzenie ﬂ % 0 1V,1H,1M
utwierdzenie y
pionowo ﬂl 1(T) 1H, 1M
przesuwne
utwierdzenie /
ukos$nie przesuwne /%\ @j 1(M 1P 1M
odebrany obrot 4 7’@ 2 (T 1M

Tablica 4.1 Reakcje w uktadzie dwuwymiarowym

Rownania rownowagi

Uktad jest w rdwnowadze statycznej wtedy i tylko wtedy gdy kazda jego czg$¢ jest w rOwnowadze.
Oznacza to, ze Wycigty dowolny poduktad (dowolna czegs¢ uktadu) (wraz z sitami oddziatywania
przylegtych poduktadow) musi by¢ w rownowadze.

! nie ma liczby pojedynczej (podobnie jak dla stéw: okowy, spodnie, drzwi i t.p.)
2 R — obrét (rotacja), T — przesunigcie (translacja)
3V — pionowo, H — poziomo, P — prostopale, M — moment utwierdzenia
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przypadek 3D
YX=0, YY=0, ¥Z=0, XMy =0, SMy =0 YM,=0

przypadek 2D
1 postac:

D M,=0, >My=0, > M.=0, A B, C-niewspotliniowe
2 postac:

Z M, =0, Z M; =0, Z L =0, nie réwnolegte do odcinka AB

3postac:
YX=0 YY=0 YMgz=0

uklad sil zbieznych
Z X =0, ZY =0, X nie rownolegte do Y (jedynie 2 rownania niezalezne)

uklad sil rownoleglych
Z M, =0, Z L =0, L nie prostopadte do kierunku sit (jedynie 2 rownania niezalezne)

Dodatkowe réwnania

Najczesciej stosowanym dodatkowym rownaniem jest tzw. rOwnanie przegubu, oznaczajace zerowanie si¢
momentu przenoszonego przez przegub — moment w przegubie si¢ zeruje (zerowy moment od sit z kazdej
strony przegubu).

Zasady obliczen

Rownowaga uktadu moze by¢ zapewniona jedynie wtedy i tylko wtedy gdy uktad jest geometrycznie
niezmienny (unieruchomiony, prawidiowo podparty).

Przylozenie sit reakcji oznacza, ze wiezy zostaly zastgpione reakcjami. Formalnie, wigzy i sity reakcji nie
powinny by¢ rysowane jednocze$nie na tym samym schemacie (rysunku).

W wyniku zastosowania zasady zesztywnienia, ksztattu uktadu jest nieistotny. Istotne sg jedynie: potozenie
1rodzaj wigzOw, polozenie przegubow jak i linie dziatania obcigzen zewngtrznych (i, oczywiscie, ich
wartos$ci).

Wyniki obliczen reakcji muszg by¢ poprawne (dla zachowania rOwnowagi statycznej). Niepoprawne
wartoéci reakcji najczesciej dyskwalifikuja cate dalsze rozwiazanie®. Tak wigc staranne sprawdzenie
obliczen reakcji jest ze wszech miar zalecane (i — poczatkowo — nawet formalnie wymagane).

Przyklady

W zalezno$ci od wewnetrznej geometrycznej niezmiennosci, uktady mozna sklasyfikowac jako:
- wewnetrznie niezmienne
- wewnetrznie zmienne:

- trojprzegubowe

- analogiczne do tréjprzegubowych

4 ktore, z reguly, nie jest nawet sprawdzane
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Przyklad ukladu niezmiennego wewnetrznie

30 kKN/m

|:|:I:I:|:|:I:|:|:|:|:[|:[ 20 KN/m

I,

25m

60 kN

40%% 3m

T 4m 3m Tl

Rys. 4.1 Uklad wraz z obcigzeniem

Rozwigzanie:
Zastepujemy wiezy sitami reakcji, rys. 4.2 1 zamieniamy obcigzenie trapezowe na dwu-trojkatne.

30 kN/m

H:I:[m 20 KN/m

4m 3m |
71

Rys. 4.2 Uklad wraz z sitami reakcji

Dobieramy rownania rownowagi (rozprzegnicte):
1.30.7-2.7+1.20.7-1.7-60-2.5-40

SMc=0 — R,= 3 - 3 =66.19 kN
1.30.7-1.7+1.20-7-2.7+60-25+40
SMp=0 — Ry= - =108.81 kN

>X=0 — Rc=-60kN

Sprawdzenie:

(Z uwagi na prostot¢ 3 rownania sprawdzamy jedynie wartosci Ra i Rg)
>Y =66.19+108.81-25-7 =175 -175 =0, OK
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Przyklad ukladu tréjprzegubowego

120 kN

—D N
A B
If 4m 3m

Rys. 4.3 Uktad wraz z reakcjami
Rozwigzanie

Poniewaz punkty A i B s3 na tym samym poziomie, rownania rOwnowagi moga by¢ czgéciowo
rozprzegnigte.

>Mg=0 — VA:@=51.43KN

SMu=0 — V, :$:68.57KN

>»X=0 —> H,=Hg

réwnanie przegubu®:

dDM{=0 — 3H,=3V, — H =V,=H,=6857kN
Sprawdzenie:

2. roOwnanie przegubu:

>ME =4V, —3H, =4-51.43-3.6857=0.01~0, OK

Przyklad ukladu analogicznego do tréjprzegubowego

l 100 kN

2m

2m

111/ 2m
Rys. 4.4 Uktad wraz z sitami reakcji
Rozwiazanie
(Ponizsze rozwigzanie nie jest najkrotsze z mozliwych)
Rozcinamy ukfad na (co najmniej) dwa poduktady, tnac poprzez przeguby, jak na rys. 4.5.

% oznaczenia P i - oznaczaja sume od strony prawe;j i lewej, odpowiednio
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100 kN
Hi

Rys. 4.5 Uklad rozcigty cigciem poprzez przeguby 1 i 2.

>Mg=0 — VA=¥=SOKN

SMa=0 — Vg =50kN

(ale tu sg dwa prety, kazdy przyczepiony przegubem)

SMp=0 — V;=0

SMgE=0 — V,=2H,

Roéwnowaga lewej czesci uktadu:

SYL=0 - V,-V,-V,-100=0 — V, =-100-0+50=-50kN, H, =-25kN
24V, 1=0 — H;=21(-200+50+50)=-25kN

YX =0 - Hp+H,+H;=0 — H,=25+25=50kN

i, ostatecznie

Hg =50 kN

Sprawdzenie:

> Mg =2V, — Vg =100 —100 =0

(Jest oczywiste, ze moment wzgledem dowolnego punktu na pionowej osi “symetrii” jest rOwny zero).
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(inne rozwigzanie z uzyciem trzeciego fikcyjnego przegubu®)

Ce = ——
v N2

2m
2m

1 1/2m|50kN

Rys. 4.6. Uzycie fikcyjnego przegubu.
ZMC=O_)4VB_4HA=O_)HA=VB=50kN

(inne rozwigzanie z zastosowaniem zasady prac/predkosci wirtualnych)

Uwalniamy jeden stopien swobody uzyskujac mechanizm jednobiezny’:

l 100 kN

He

Rys. 4.7 Mechanizm z jednym stopniem swobody
punkt A — chwilowy érodek obrotu preta AC (w — predkos¢ katowa, v — predko$¢ liniowa)

4 2
Ve = \/ZOwﬁ =4w, vy = —VZOwE =—-2w
2 1
Vpy = \/ga)ﬁ =20, Vpy = —\/gwﬁ =-w

tarcza DEF ma w punkcie F predko$¢ vy i predko$é katowa w,
Vpx = Vp —4wq, Upy, =0
Vgx = Vp, Vgy = —201
z rdbwnosci rzutdw predkosci na kierunek preta, mamy:

Vexy =Vpy = 4w =vr—4w;, = vr=4w+ 4w,

1 2 1 2
Vpy—=—Vpy—==Vgy—=— Vgy —=
Bx\/g By\/g Ex\/g Ey\/g
wiec
4w = vp + 4w,
skad

w, =0, vp=4w
poréwnujemy moc/pracg wirtualng sit 100 KN i Hs :
1002w —4wHr =0 = Hp =50kN
Ta metoda mozemy bezposrednio obliczy¢ kazda z sit reakcji, cho¢ nie zawsze droga jest krotka czy tatwa.

® uwaga: metoda zaktada ze prety 1 12 sg tzw. pretami kratownicowymi (nie sg obcigzone pomigdzy przegubami)
7 czyli z jednym stopniem swobody
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Cwiczenia

Problem 1

Obliczy¢ reakcje wigzow dla uktadu z rys. 4.8, uzywajac, gdzie to mozliwe, rozprzeggnietych uktadow
réwnan. Sprawdzi¢ wyniki.

Rys. 4.8 Uktad (wewnetrznie niezmienny)

Przyja¢ dane: M =25 kNm, P=32kN,a=3.7m,b=2.2m.
Rozwiazanie
Wigzy zastepujemy odpowiednimi sitami reakcji i rozkltadamy site ukosna na sktadowe, rys. 4.9

3.7 3.7

Rys. 4.9 Uklad wraz z reakcjami
2X=0-H,=16kN
IMp=0-2771-74—-3.7Rg —25=0 - Rz = 48.66 kN
IMp=0-2771-3.74+3.7R; —25=0—- R, = —20.95 kN
Sprawdzenie
M, =—-25+48.66-3.7—2095-74=0.012 = 0,OK

Problem 2

Obliczy¢ reakcje wiezow dla ukfadu z rys. 4.10 dla danych: S = 35.36 kN, g1= 30 kN/m, q2=15 kN/m, ¢ = 3
m,d =1m, r=5m. Sprawdzi¢ wyniki.

NS [m

Rys. 4.10 Uklad trojprzegubowy

Rozwiazanie
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Wiezy zastepujemy sitami reakcji a site uko$ng — jej sktadowymi, rys. 4.11.
30

2 Gl

y
N
7

15

5 Vg Hs

Rys. 4.11 Uklad wraz z reakcjami
Mg =0--9V, —25-5+25-9+4+30:-6-3+15-5-25=0-1V, =91.94kN
My=0- —-25-5-30-6-6+15-5-254+9V3 =0 - Vz =113.1 kN
rOwnanie przegubu
M =0-> —4V, +5H, +25-4+30-1-05=0 - H, = 50.55kN
2X=0-50554+25—-15-5—Hg =0 —> Hz = 0.55 kN
Sprawdzenie
2Mp =-9194-3+5055-5+25-3-30-6-3—-15-5-25-0.55-5+113.1-6 =037 = 0,OK

Problem 3
Obliczy¢ reakcje wiezow dla ukladu z rys. 4.12. Sprawdzi¢ wyniki.

T *°

2 2 05 15°
Rys. 4.12 Uklad analogiczny do trojprzegubowego

Rozwiazanie
Obcigzenie ciggle zastepujemy wypadkowymi sitami a wigzy — sitami reakcji, rys. 4.13

2. 05 15

Rys. 4.13 Uklad z kompletem sit
Poniewaz punkty A i B znajduja si¢ na jednym poziomie (reakcje poziome sg na jednej linii dziatania),
pionowe skladowe reakcji mozna prosto obliczy¢:
Mg =0-—-6V,+40-5+50-2.75=0 -V, = 56.25 kN
My=0- —40-1-50-3.25+6Vz =0 -V =33.75kN
dwoma cigciami rozcinamy uktad otrzymujac dwa poduktady: lewy i prawy, rys. 4.14
wiemy, ze w przegubie moment jest rOwny zero i dziata jedynie sita o nieznanej wartosci 1 kierunku
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zawsze wiec tnac przez przegub rozkladamy t¢ nieznang sile na dwie sktadowe o nieznanych warto$ciach
ale znanych kierunkach (pionowym i poziomym)

140 t ol

N

Rys. 4.14 Podukiady lewy 1 prawy
jezeli pret prosty jest na koncach polaczony przegubami i nie jest obcigzony pomiedzy przegubami (patrz
pret EF na rys. powyzej), to z rOwnowagi preta wzgledem punktu E albo F wynika, ze uktad sit w obu
przegubach cigcia musi sprowadzac si¢ do wypadkowej, ktorej kierunek pokrywa si¢ z przegubami (inaczej
pret nie bytby w rownowadze)
piszemy réwnania rownowagi dla obu podukladéw?®
w obu przypadkach wektor N jest tzw. wektorem swobodnym i mozemy go przesuwaé¢ wzdtuz jego linii
dziatania, najwygodniej jest przesuna¢ go do punktu E i F, i tu rozlozy¢ na sktadowe poziome i pionowe;
jest tez oczywiste, ze za kazdym razem jest to ta sama sita N (po lewej jak i po prawe)j)

SMc=0-40-1+2H; —5625-2+2 N-—=+0-N-==0-2H, +=N—-725=0

NG 75
2 1 1.5
EMp=0--3375-15+2Vs—1-N Z+05:N-==0-2V3+ZN~50.63=0

oraz, dla catego uktadu

2X=0-H,—Hz=0

z powyzszego ukfadu 3 réwnan z 3 niewiadomymi otrzymujemy rozwigzanie:
H, = 18.75 kN, Hg = 18.75 kN, N = 19.56 kN

Sprawdzenie

2X =18.75-18.75=0,2Y =40 + 50 — 56.25 — 33.75 = 0, OK

Rozwigzanie metoda zasady predkosci/prac wirtualnych

T *° 1° P

1

2 2. 05 15° A 2

205 1,

Rys. 4.15 Uzycie zasady predkosci/prac wirtualnych
aby obliczy¢ pozioma reakcje w punkcie F, rys. 4.15, uwalniamy stopien swobody na kierunku tej reakcji
w — predkos¢ katowa tarczy ABC
w4 — predkos¢ katowa tarczy DEF
v — predkos¢ liniowa w punkcie F
predkosci liniowe punktéw B and C:

vgx = 0,Vpy, = —2w

V2
Vex = \/§w7 =2w,V¢y, = —2w

8 przypominamy, ze ukfad jest w rownowadze, jesli kazda jego czg$¢ jest w rownowadze
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predkosci liniowe punktéw D i E:

1 2
va = UF _\/gwlﬁ = vF - levDy = 0 - \/gwlﬁ = —2(1)1
1.5
VEy = Vg — stlﬁ =UVr — 2(()1, vEy =0- 25(1)1 _25 = _15(1)1

rzuty predkosci punktow C i E na kierunek elementu CE powinny by¢ sobie rowne:
Vex = Vgy = 2w = Vr — 2(()1 = Vg = 2w + 2(1)1
2 1 2 1 1

vaﬁ-l'vByE:vaﬁ'l'vDyﬁ /:=ﬁ
0—2w=vp —2w; — 2w, = Vp =2W] — W
skad:
w=0>=>v=2w,

poréwnanie prac/mocy wirtualnych daje:
1
4‘0'0+50'§' 150)1 =HF'2(U1
skad:

150

Hp = = =18.75 kN

42



