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5. Kratownice

Wstep

Definicje

pret kratownicowy — pret prosty, z przegubami na koncach, obciazony wytacznie w przegubach? (brak ja-
kiegokolwiek obcigzenia pomigdzy przegubami)

kratownica — uktad pretow kratownicowych
Scigg — pret kratownicowy rozciggany

Uklad sil wewnetrznych

W precie kratownicowym uktad sit wewnetrznych redukuje si¢ do stalej sity podtuznej. Mozna to fatwo
wykazac, rys. 5.1.
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Rys. 5.1 Rownowaga preta kratownicowego

Na przegubowych koncach moment jest rowny zero. Momenty zginajace i sity poprzeczne w precie sg toz-
samosciowo rowne zero. Pret kratownicowy moze by¢ albo rozciggany (zwroty sit na zewnatrz) albo $ci-
skany (zwroty sit do wewnatrz) stalg silg podtuzng. W szczegdInym przypadku sita podtuzna moze by¢
réwna zero — taki pret nazywamy pretem zerowym?,

7 uwagi na specyfike projektowania, 0 czym w semestrze drugim, znak sity podtuznej jest rOwnie wazny
jak sama wartos¢. W dalszej czesci przyjmujemy sile rozciggajacg za dodatnig a $ciskajaca — za ujemna.
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Rys. 5.2 Konwencja znakowania - rozcigganie

Twierdzenia o pretach zerowych

Prety zerowe zaznacza si¢ na schemacie kéteczkiem (albo “zerem”).

1. Dwa prety polaczone przegubem nieobcigzonym sg pretami zerowymi.

2. Jesli dwa prety sa potaczone przegubem, obcigzonym w kierunku jednego z pretéw, to drugi z pretow
jest zerowy.

! dopuszcza si¢ wylacznie sity skupione, gdyz przegub, z oczywistych powodéw, nie moze by¢ obcigzony momentem skupio-
nym
2 prety zerowe stOsowane sg znacznie czesciej niz by si¢ mogto wydawacé
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3. Jesli w przegubie nieobcigzonym schodzg si¢ trzy prety, przy czym dwa maja ten sam kierunek, to trzeci
pret jest zerowy.
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Rys. 5.3 Twierdzenia o pregtach zerowych

Wskazowka: Obliczenia kratownicy rozpoczynamy od wykrycia pretow zerowych.

Prety zerowe sg czesto niezbedne dla zapewnienia geometrycznej niezmiennosci ukfadu, jego stabilnos$ci
czy tez z innych powodoéw mechanicznych. Na rys. 5.4, trojkatny wspornik zawiera wiele prgtow zero-
wych, dajacych ,,podparcie” dolnemu pretowi $ciskanemu?®.

1 1 jeden dlugi $ciskany pret

cztery krotkie elementy

Rys. 5.4 Uzycie pretow zerowych

Metody rozwigzywania kratownic

Ponizej omawiane sg jedynie podstawowe metody analityczne (obliczeniowe), ale kazda z nich ma swdj
odpowiednik graficzny (wykresiny).

Metoda rownowazenia wezlow

Metoda polega na wycinaniu weztdw kratownicy* i obliczaniu sit w pretach z uktadu réwnan réownowagi.
Poniewaz uktad réwnan rownowagi jest dla wezta kratownicy (obcigzonego lub nieobcigzonego) uktadem
sit zbieznych, mamy do dyspozycji jedynie dwa liniowo niezalezne rownania rownowagi: sumy rzutow na
osie X 1 y. Wynika stad, ze metodg stosuje sie w przypadku istnienia wezta z dwoma niewiadomymi pre-
tami, od ktérego mozna zacza¢ obliczenia.
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Rys. 5.5 Metoda rownowazenia weztow

Metoda Rittera

Metoda polega na rozcigciu uktadu przekrojem przez trzy prety. Sily w tych pretach moga by¢ wyznaczone
z rownan rownowagi podukiadu.

3 &cislej chodzi o zmniejszenie dtugo$ci wyboczeniowej preta (0 czym szerzej w drugim semestrze)
* wezet kratownicy to przegub z przylgczonymi pretami
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Kierunki rozcinanych pretow nie mogg przecina¢ si¢ w jednym punkcie, gdyz to redukowatoby uktad
trzech rownan rownowagi do dwdch niezaleznych rownan rzutow na osie — jak w metodzie analitycznego
rOwnowazenia weziow).
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Rys. 5.6 Metoda Rittera

Metoda Henneberga (wymiany pretow)

Rys. 5.7 Wymiana pretow

Usuwamy pret, zastepujac go jego sitg osiowa X (na razie nieznang). Poniewaz uktad bez usunigtego preta
staje si¢ chwiejny, wstawiamy dodatkowy pret, zwany pretem zastepczym, w taki sposob, aby przywrécic
geometryczng niezmiennos$¢ ukladu. Poniewaz sita osiowa w precie zastepczym musi by¢ roéwna zero (aby
uktad odpowiadat pierwotnemu), z warunku zerowania si¢ sity w precie zastgpczym mozemy wyznaczy¢
site X w usunietym precie.
Dla zapisania warunku, dwukrotnie stosujemy zasade superpozycji: sita w precie zastepezym pochodzi od
samo zrownowazonego uktadu sit X°, N, (X), oraz od uktadu sit zewngtrznych (wraz z reakcjami) N, (P).
Z kolei, sit¢ N, (P) mozemy obliczy¢ z zasady superpozycji jako iloczyn rozwigzania dla sity jednostko-
wej X = 1 mnozonej przez (nieznang) warto$¢ X .
N, (P

N, =N,(P)+ N.Z(X) =N, (P)+ XN, (X .:1) =0 »> X-= —ﬁ

superpozyga superpozyga

W efekcie zmuszeni jesteSmy do dwukrotnego wyznaczania sity w tym samym precie kratownicy.

Zastosowanie zasady prac wirtualnych®

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym rownowagi statycznej uktadu jest zerowanie si¢ pracy sil ze-
wnetrznych na przemieszczeniach wirtualnych’.

Zastosowanie tej zasady pokazemy na przyktadach dale;.

5 reakcje od samo zréwnowazonego ukladu sit sg tozsamo$ciowo réwne zero

® zasady Lagrange’a

" kierunek przemieszczenia wirtualnego jest zgodny z kierunkiem predkos$ci wirtualnej, ktory z kolei musi by¢ zgodny z narzu-
conymi wigzami
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Przyklady

Przyklad identyfikacji pretow zerowych

Na rys. 5.8 liczby przy weztach oznaczaja kolejno$¢ zastosowania twierdzen o prgtach zerowych. Najpierw
w wezle 1 zgodnie z trzecim twierdzeniem odnajdujemy pret zerowy, zaznaczajae go “zerem”.

Teraz w wezle 2 z pierwszego twierdzenia wynika, ze przylegte ukosne prety musza by¢ tez zerowe.
Przechodzimy kolejno do we¢zta 3 a potem 4 .

Rys. 5.8 Identyfikacja pretow zerowych
Metoda rownowazenia wezlow
Metoda jest odpowiednia dla niewielkich uktadow z ograniczong liczbg pretow.

400 kN

»
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2m 2m
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Rys. 5.9 Prosta kratownica

Rozpoczynamy od identyfikacji pretow zerowych, rys. 5.10. Idac od najwyzszego zastrzatu do najnizszego
dochodzimy do wniosku, Ze jedynie dwa prety sg niezerowe.

400 kN

» »

5m 5m

2m 2m 4m
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Rys. 5.10 Prety zerowe i koncowy wynik analizy
Z rdwnowagi wezla gérnego, rys. 5.11:

400 kN

N1 N>

Rys. 5.11 Rownowaga wezla
mamy:
Y=0 - N;=-N,
2
V22 +52

(znak minus oznacza $ciskanie, plus — rozcigganie)

X =0 — 400+(-N;+N,)cosa =400+2N, ~400+0.7428N, =0 — N, =-5385, N,=5385kN

Przyklad metody Rittera
Okresli¢ site we wskazanym gwiazdka precie, rys. 5.12.

40 KN
;V
C 40 kN
3m 120 KN
3m

3m 3m 3m

Rys. 5.12 Kratownica z zaznaczonym pretem

Dla rozwigzania niezbedna jest nam sita w najnizszym uko$nym precie, a niekoniecznie wszystkie reakcje
ukfadu. Kierunek reakcji w najnizszym wezle musi pokrywac si¢ z kierunkiem preta, rys. 5.13.

40 kN
y

rayY)

40 kKN
3m 120 kN

3m
3m | 3m 3m

Rys. 5.13 Sita osiowa z dolnym precie
V2

SMp=0 — 40~3+4O-6+20~9+N72~6=0 > N=-127.3kN
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Kolejny przekroj, rys. 5.14, daje:

40 kN
Ny 120 kN
90 kN B
3m

Rys.5.14 Metoda Rittera
SMg=0 — Nl%-3+90~3—40~3:0 — N; =-70.71kN
Odpowiedz: sita osiowa we wskazanym precie jest rtowna —70.71 KN (Sciskanie).

Przyklad metody Henneberga
Okresli¢ sita osiowa we wskazanym precie, rys. 5.15.
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Rys. 5.15 Zadany uktad
Uktad nie mozna (w prosty sposob®) rozwiaza¢ ani metoda rownowazenia wezlow ani metoda Rittera.

»Skazani” wiec jestesmy na metode wymiany pretow Henneberga.
Rozwazmy najpierw geometryczng niezmienno$¢ ukladu, rys. 5.16. Z twierdzenia 3T wynika, ze uktad jest

wewngetrznie i zewnetrznie geometrycznie niezmienny.

Rys. 5.16 Geometryczna niezmienno$¢ uktadu

Obliczenie reakcji:

Vv, :M=825 kN, R, =M=—42.5kN, H, =70kN

Usuwamy wskazany pret [ zastepujemy go somo zréwnowazonym uktadem sit X. Aby zapewni¢ geome-
tryczng niezmiennos$¢ wstawiamy pret zastgpezy, rys. 5.17 z rtdOwnowaznym schematem statycznym.

8 tzn. mozna, ale jedynie poprzez dokonanie wielokrotnych przekrojow i rozwigzanie uktadu réwnan (na komputerze)
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Rys. 5.17 Schemat rownowazny

Obliczamy site osiowa we wskazanym precie dwukrotnie: od sit zewngtrznych wraz z odpowiadajacymi im
reakcjami (dla tzw. uktadu podstawowego, kolory niebieski i zielony na rys. 5.17) i dla samo zrownowazo-
nego ukladu (kolor czerwony). Na podstawie zasady superpozycji: N=N® + N =N®) 1 x . N®
Rozwiazanie dla ukladu podstawowego

40 70
N4 Ns N2 N3

Rys. 5.18 Uktad podstawowy

SY=0 - N,=-Nj, ¥X=0 - —gr\lﬁ%l\l ~70=0 — 2N;=70 — N;=495kN
YX=0 - Ny,=Ng, YY=0 — 4O+£N4 ‘/2_ N =0 — st—%z—zs.zskN

i, kolejno, por. rys. 5.19:

Rys. 5.19 Rozwiazanie dla ukladu podstawowego

V2 V2 V2

Me=0 — YX5N.-24Y5N,-4+NB.2=0 — NB=2828Y%_495.4/2+425--75kN
C 2 5 2 3 1 1 2

Rozwiazanie dla samo zrownowazonego ukladu jednostkowego

N W0.7071
1 1 1
/\: < /\ -0.7071
Ny Ns N> N3 >

Rys. 5.20 Rozwiazanie dla ukladu jednostkowego
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>Y=0 - N,=-N3, >¥X=0 — —%N ‘/2_ N,-1=0 — +/2N,=1 — N,=0.7071
kN

dY=0 - N,=-N;, Y X=0 - 1—§N ‘/25 N,=0 — N5=—i:—0.7071k|\|

J2
V2 V2 V2

dDMc=0 - ——Ng-2+-——N;-4+N;-2=0 — Nj=----0.7071=-0.5kN
2 2 2

We have, eventually:

B
N S ST
N} -05

Rozwiazanie z zastosowaniem zasady prac wirtualnych
Usuwamy wskazany pret, zastepujac go sifa N, rys. 5.21

Rys. 5.21 Predkosci wirtualne
Nadajemy predkosé katowa o tarczy w dolnym lewym rogu wokoét podpory nieprzesuwnej, sSrodkowy
dolny wezet ma predkos¢ liniowa pionowa i, w konsekwencji, na drugiej podporze przesuwnej predkosé¢
pozioma (jak i pionowa) jest zero, pozostaje jedynie obrot z predkoscia katowa (z proporcji wymiarow)
rowng . Obie podpory sg chwilowymi srodkami obrotu; stopniowo dochodzimy do predkosci liniowych
w punktach przylozenia sity N, ktore to predkosci rzutujemy na kierunek dziatania sity. Obliczamy
prac¢/moc wirtualng tej sity na przemieszczeniach/predkosciach wirtualnych:

L=0 - 40-0vZ-2-70-0V2- 2N -9vZ-Z-N-0vZ- 2 =0~ N =15 kN

Cwiczenia
Problem 1
Okresli¢ site we wskazanym precie, rys. 5.22.
25
0,2
30 0,8
0,1
1,4
10 14 1,8 06

Rys. 5.22 Problem 1
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Rozwigzanie metoda Rittera

Obliczenie reakcji nie nastrgcza trudnosci:

2X =0- H, =30kN,

Mg =0->V, =29.17 kN,

M, =0 - Rz = —4.167 kN

Potrzebne bgda (dodatkowe, pomocnicze) przekroje 1, 21 3, rys. 5.23.

2
0,2
30 08
0,1
\ 1,4
O 7
10 14 18 06

Rys. 5.23 Przekroje pomocnicze
dla przekroju 1:
odleglto$¢ EG: EG =14+09+1.4-09 =3.56m
SM;=0-25-14—2.06-30—4.167 - 2.4 —3.56 - N3z = 0 > Ngz = —10.34 kN
przekroj 2:

3X=0- 10.34 — Ny -

3Y =0- —4.17 + Ngg -
czyli
10.34 — 0.864Ngr — 0.371Ng, = 0

—4.17 + 0.504Ngr + 0.928Ngy =0
rozwigzaniem uktadu roéwnan jest:

2.4 0.6

s N A R——
V2.42+1.42 BH /5 62+1.52
15

14 LN . 0
V2.42+1.42 BH /5 62+1.52

NBH = _262 kN
przekroj 3:

SX =0 —Npy - 30 =0

2Y=0- —Ngy-
czyli

—0.9985 - Npyy — 0.8742 - Ny; — 30972 =0
—0.0555 Npy +0.4856 - Ny; +2.431 =0
rozwigzaniem ukfadu réwnan jest:

Nepy = —24.21 kN

NHI = _7.77 kN
Odpowiedz: wskazany pret jest Sciskany sila 24.21 kN.

1.8 N 18w 0.6
V1.82+0.12 HI 1gz112 BH ~ \§62+1.52
1.5

01w 1 N . 0
V1.82+0.12 HI \1gz112 BH 5624152

Problem 2

Okresli¢ site we wskazanym precie, rys. 5.24.
Rozwiazanie metoda wymiany pretow (Henneberga)
Obliczenie reakcji nie nastre¢cza trudnosci:

2X =0- H,; = 15 kN,

Mz =0-V, =24.58 kN,
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40
15

0.5

Rys. 5.24 Problem 2

3M, =0 - Ry = 15.42 kN
Zast¢pujemy wskazany pret sitg X 1 wstawiamy pret zastepezy tak, aby odtworzy¢ geometryczng niezmien-
nos$¢ uktadu oraz — w miar¢ moznosci — utatwic¢ obliczenia, rys. 5.25.

Rys. 5.25 Schemat z pretem zastepczym

obcigzenie podstawowe
Od razu zauwazamy, ze dla obcigzenia podstawowego (kolor czerwony) szes¢ pretow bedzie pretami zero-
wymi, co odpowiednio zaznaczamy.

przekrdj 1, rys. 5.26:
(site N, przesuwamy do punktu B i rozktadamy na sktadowe: pionows i pozioma)

40
15
1
DL
1
C )
2.5

W\

Rys. 5.26 Problem 1 przekroj 1

10
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ZMD=O—>15-1+2-4O+3.5-N2-ﬁ=0—>NZ=—43.45kN

obcigzenie jednostkowe

dla obcigzenia jednostkowego prety, poprzednio zerowe, nie beda juz zerowe z uwagi na obcigzenie
przekrodj 2:

E

N1

Rys. 5.27 Problem 1 przekroj 2
2Y=0-N,=-1
przekroj 1:

B

N\

Rys. 5.28 Problem 1 przekroj 1, obcigzenie jednostkowe
site w precie zastepczym przesuwamy do punktu B i tu rozktadamy na sktadowe pionowa i poziomag

M, =0-1-6 —1-3+Nz-ﬁ-3.5=0—>NZ=—1.372kN
ostatecznie:

N=—lB_ _ 88 _ _3167kN
Ny(X=1) -1.732
Problem 3

Okresli¢ site we wskazanym precie, rys. 5.29.

1 60

140

OF

3
Rys. 5.29 Problem 3
Rozwiazanie metoda prac/predkosci wirtualnych
Usuwamy wskazany pret, zastepujac go sitg N. Dla tak otrzymanego mechanizmu z jednym stopniem swo-
body, rys. 5.30, obliczamy prace/moc sity na wirtualnym przemieszczeniu/predkosci.
Jesli uktad ma by¢ w réwnowadze, to praca (moc) musi by¢ réwna zero.

A 3 A

11
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"3
Rys. 5.30 Rozwigzanie metoda prac wirtualnych
dcosa=60 — 6=2V130

5 —7s) 9= (mm)

IR

N-§=Ns(-=-=2)

13 13

40-20+N-5=0
skad, ostatecznie:

80-13

T 24413

= 12.02 kN

12 24
—EN02V1 = _\/T_3N9
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