Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatlow

11. Luki

Wstep

Definicje
tuk — zakrzywiona linia, zakrzywiony element konstrukcyjny
o$ racjonalna tuku — o$ tuku o takim ksztalcie, ze znikaja momenty zginajace i sity poprzeczne i tuk
pracuje wylacznie na $ciskanie
Zwiazki rézniczkowe pomiedzy sitami przekrojowymi w tuku
dMm
WO _ g
ds
dQ(s) . N(s) _
ds
NG QL) _
ds

—q(s)

—p(s)

Wskazowka: Z pierwszego z rownan wynika, ze pochodna momentu zginajgcego po krzywoliniowej
wspotrzednej zwigzanej z zakrzywiong osig tuku jest co do wartosci rowna sile poprzecznej (zgodnosé
znakow zalezy od przyjetych spodow, czyli od zdefiniowania zwrotu dodatniego momentu).

Wskazowka: Zerowanie sig sily poprzecznej oznacza istnienie ekstremum momentu zginajgcego w tym
przekroju. Poniewaz wyznaczenie miejsca zerowego sily poprzecznej z reguly wymaga rozwiqzania
réwnania przestepnego, zwykle ograniczamy sie do przyblizonego oszacowania momentu maksymalnego.*

Przyklady

Luk kolowy
Sporzadzi¢ wykresy sit przekrojowych tuku jak na rys. 11.1

Fig. 11.1 Luk kotowy ze $ciggiem

Rozwiazanie

obliczenie reakciji:

H, =40kN

&, =-110-2.1.2-1.30-2-2.2+1.30-2-(2+2-2)+1-20-2-(2+%-2) — V,=2667kN

! im jest on mniejszy tym lepsze jest wykorzystanie specyfiki tuku
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4R, =1.10-2-1.2+1.30-2-2.2+41.30-2.1.2+1.20.2.2.2 — R, =2333kN
Sprawdzenie: XY = 23.33 + 26.67 — =+ (20 + 20) -2 = 0, OK

Sita w $ciggu:

SME=0 — R=1.2R, =23.33kN

1%% przedziat:

X =R(l-cos )
y=Rsin a

T26.67
Rys. 11.2 1°¥ przedziat
10y 20 y® 30x2 .

M(x)=26.67-x+16.67 -y —————-—— 10
2 2 6 2 2
y2

Ve
6
2

Q@) =(26.67—3Ox+5x7jsin a+(16.67—10y—10 5 JCOSO{

X2

2
N(a) = (— 26.67 +30x—57J cos a+(16.67 -10y-10 %J sin

29 przedziat

X =R(1—-cos a)
y=Rsin

X " 23.33

Rys. 11.3 29" przedziat

M (a) =23.33x—23.33y
Q(a) =23.33cosa —23.33sina (najpierw sita pozioma)

N(a) =—-23.33sina —23.33cosa (najpierw sita pozioma)
Wyniki numeryczne przedstawia tabela 11.1:

alfa X y M Q N
0 0 0 0 16,67 -26,67
0,26 |007 [052 |88l 16,18 -21,17
052 |0,27 |1,00 |16,09 10,85 -15,46
0,79 059 [141 1950 1,76 -12,32
1,05 100 |1,73 |17,72 -8,54 -13,14
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131 148 |193 10,82 -17,40 | -17,40
157 200 |200 |0,01 -23,33 | -23,33
alpha X1 Y1 M Q N

157 |200 |[200 |-0,00 -23,33 | -23,33
131 148 193 |-1049 |-16,50 |-28,57
1,05 |100 |[1,73 |-17,08 |-854 -31,87
0,79 1059 [141 |-19,33 |0,00 -32,99
052 0,27 |100 |-17,08 | 8,54 -31,87
0,26 |007 |0)52 |-10,49 | 16,50 -28,57
0 0 0 0 23,33 -23,33

Tab. 11.1 Luk kotowy — wyniki numeryczne

Wykresy sit przekrojowych przedstawiaja rys. 11.4, 11.5111.6.
10.5

Rys. 11.4 Luk kotowy — momenty zginajace

16.2 165

16.7 233

Rys. 11.5 Luk kotowy — sity poprzeczne
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Rys. 11.6 Luk kotowy — sity osiowe

Luk niekolowy

30 kN/m
10 kN/m

y AN
o 2m
Ha ’ 15 kN
Ly X I~
“VA RB
3m 3m
Rys. 11.7 Luk paraboliczny

Rozwigzanie
Reakcje podpar¢:
H ,=15kN

6V, =10-3-1.5+4.20-31 — V, =125kN
6R; =10-3-45+1-20-3:5 — R, =475kN
Sprawdzenie: Y Y =12.5+47.5-60=0, OK

Roéwnanie osi tuku:

y(x) =ax® +bx+c, z warunkami: y(0)=0, y(3)=2, y(6)=0, skad mamy:
2 , 4 , 4 4

y(x) = §X +§x,oraz y'(x) = §x+§_tana

1% przedziat

M (x) :VAX_ H AY

Q(x)=V,cosa—H,sin «

N(x)=-V,sina—H, cosa

29" przedziat
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M(x):VAx—HAy—T_?. -

Q<x>=(vA_1o<x_3)_2_;@j

cosa—H,sin

_2\2
N(x) =(—VA +10(x—3)+2—;%}in a-H,cosa

Wyniki numeryczne z program Matlab pokazuje tablica 11.2 a wykresy sit przekrojowych przedstawiaja
rys.11.8,11.9111.10.

X y cosine sine M Q N

0 0 0.6000 | 0.8000 0 -4.50 | -19.00
0.5 | 0.61 | 0.6690 | 0.7433 -2.92 -2.79 | -19.33
1.0 1.11 | 0.7474 0.6644 -4.17 -0.62 -19.52
1.5 | 150 | 0.8321 | 0.5547 -3.75 2.08 -19.41
20 | 1.78 | 0.9138 | 0.4061 -1.67 5.33 -18.78
25 | 1.94 | 09762 | 0.2169 2.08 8.95 -17.35
3.0 | 2.00 | 1.0000 0 7.5 12.50 | -15.00
35 | 1.94 | 09762 | -0.2169 13.19 9.76 -13.20
40 | 1.78 | 0.9138 | -0.4061 17.22 5.33 -14.05
45 | 150 | 0.8321 | -0.5547 18.75 0 -18.03
50 | 1.11 | 0.7474 | -0.6644 16.94 -5.61 | -25.05
55 | 0.61 | 0.6690 | -0.7433 10.97 -11.15 | -34.81
6.0 0 0.6000 | -0.8000 0 -16.5 | -47.00
Tab. 11.2 Luk paraboliczny — wyniki numeryczne

18.75
M [k

Rys. 11.8 Luk paraboliczny — momenty zginajace
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Rys. 11.9 Luk paraboliczny — sity poprzeczne

M [kM]

47

Rys. 11.10 Luk paraboliczny — sity osiowe
Cwiczenia

Problem 1
Narysowac wykresy sit przekrojowych tuku kotowego, rys. 11.11.

N\ oI

3

609

Rys. 11.11 Problem 1
Rozwiazanie
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Obliczenie reakcji, rys. 11.12.

Ra

VB

25

Hg

Rys. 11.12 Reakcje luku
wspoOhrzedne punktu D: D(1.5, 2.60), sktadowe sity P: P(20,34.64)

__ 40-0.866°4.5-40-0.5-2.6+25'3-1.5

ZMB=O_)RA—

6
40-0.866°1.5+40-0.5:2.6+25:3:4.5

EMA=O_)VB=
35X =0 — Hp = 20 kN

6

= 36.06 kN
= 73.57 kN

Spr.: 2My, = —=36.06-3 —-25-3-1.5+73.57-3=0.03 = 0, OK
Rownania sit przekrojowych, przedziatami, rys. 11.13.

0<ac<60°

M(x) = 36.06x
Q(x) = 36.06-sina
N(x) = —36.06 - cosa
60° < a <90°

M(x) =36.06-x —34.64-(x —1.5) — 20 (y — 2.6)

Rys. 11.13 Przekroje charakterystyczne

Q(x) = (36.06 — 34.64) -sina — 20 - cosa
N(x) = (—36.06 + 34.64) - cosa — 20 *sina

0<pB<90°

2
M(x) = 73.53-x1—25-"71—20-y
Q(x) = —36.06-sina; + 20-cosa; + 25+ x; " sina,

N(x) = (—36.06 + 25 -x;) -cosa; — 20 -sina;
Wyniki numeryczne przedstawia ponizsza tabela 11.3.

o |alrd] X y M Q N

0 |0 0 0 0 0 -36,0705
15 |0,261799|0,102223 | 0,776457 | 3,687218 | 9,335734 | -34,8414
30 |0,523599|0,401924 | 1,5 14,4976 |18,03525 |-31,238
45 |0,785398 |0,87868 |2,12132 |31,69442 | 25,5057 |-25,5057
60 |1,047198|1,5 2,598076 | 54,10576 | 31,23798 | -18,0353
60 |1,047198|1,5 2,598076 | 54,10576 | -8,76202 |-18,0353
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75

1,308997 | 2,223543

2,897777 | 49,14604

-3,7956

-19,6885

90

1,570796 | 3

3

48,21152

1,429492

-20

90

1,570796 | 3

3

48,21152

1,429492

-20

75

1,308997 | 2,223543

2,897777 | 43,82984

-12,1928

-23,9726

60

1,047198 (1,5

2,598076 | 30,26924

-21,238

-35,3558

45

0,785398 | 0,87868

2,12132

12,56753

-22,3471

-50,6313

30

0,523599 | 0,401924 | 1,5

-2,44955

-14,4407

-65,012

15

0,261799 | 0,102223

0,776457 | -8,1392

0,938496

-73,7716

0 0

0

0

20

-73,5705

Tab. 11.3 Luk kotowy — wyniki numeryczne
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Rys. 11.14 Luk kolowy — momenty zginajace
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Rys 11.15 Luk kotowy — sity poprzeczne
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. X\
74 A\

£%
Ot

[MEY

Rys. 11.16 Luk kotowy — sity podluzne

Problem 2
Narysowa¢ wykresy sit przekrojowych tuku parabolicznego, rys. 11.17.

20 40

A
4 2 2

Rys. 11.17 Luk paraboliczny

2 40
C 20 '
_Ha .
I Sk
Va 4 2 2

Rys. 11.18 Reakcje tuku parabolicznego
rownanie osi tuku: ax?+ bx + ¢ =0, z warunkami: y(0)=0-c=0, y(8) =0—- 64a+8b =0,
y(4) =3 - 16a + 4b = 3, skad:
y(x) = —0.1875-x2 + 1.5 x,
y'(x) =-0.375-x+ 1.5
polozenie punktu P: P(6,2.25)

20-4-6+0.5-20-4-(4+§)+20-2+20-2.25

Rozwiazanie
Obliczenie reakcji, rys. 11.18.

= 97.29 kN

IMy=0-V, = .
20'4'2+0.5'20'4'2'4+20'6—20'2.25

IM,=0- V= = 42.71 kN

8
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IME=0-4271-4—-3-Hz —0.75-20—2-20 =0 - Hz = 38.61 kN
2X=0-H,—20—Hz =0- Hy =5861KkN

Sprawdzenie obliczen

2Y =97.29+4+4271-30-4—-20=0

SM} = —97.29-4 +58.61-3+20-4-2+05-20-4->=0.003 ~ 0, OK
Rownania sit przekrojowych, przedziatami, rys. 11.19.

y
58.61 3
4 42.YIT 38.61
97.29 4 ) 2

Rys. 11.19 Sity przekrojowe — przedziaty charakterystyczne
0<x<4

2 3
M(x)=97.29-x—20-x?_5.%,
2
QGx) = (97-29—20-x— 5 'x?)-cosa—58.61-sina

2
N&x)=(-9729+20-x+5 %) -sina —58.61-cosa
2

0<x; <2

M(x)) = 42.71 - x; — 38.61-y

Q(x;) = —42.71-cosa + 38.61 sina

N(x,;) = —42.71-sina — 38.61-cosa

2<x;1 <4

M(x;)) = 42.71-x; — 38.61-y — 20 - (x; — 2) — 20 - (y — 2.25)

Q(x1) = (—42.71 4+ 20) - cosa + (38.61 + 20) - sina
N(x,) = (—42.71 + 20) - sina — (38.61 + 20) - cos a
Wyniki obliczen numerycznych programem Microsoft Excel przedstawia tabela 11.4.

X y y p cosa sina M Q N
0 0 1,5 0,5547 | 0,83205 0 5,200314 | -113,4632
0,67/0,916667 | 1,25 |0,624695]|0,780869 |6,442901 |5,986661| -101,3069
1,33|1,666667 1 0,707107 | 0,707107 | 12,28395 | 5,352405 | -88,24103
2 2,25 0,75 0,8 0,6 16,04167 | 2,666667 | -75,26389
2,67|2,666667| 0,5 |0,894427|0,447214 |16,23457 | -2,79508 | -64,13167
3,33/2,916667| 0,25 |0,970143|0,242536(11,38117|-11,4531 | -57,55168
4 3 0 1 0 0 -22,7083 | -58,61111
4,67(2,916667 | -0,25 |0,970143|-0,24254 | -10,2546 | -7,81504 | -62,36871
5,33|2,666667| -0,5 |0,894427|-0,44721 |-10,7407 |5,900735| -62,57885
6 2,25 -0,75 0,8 -0,6 |-1,45833 17 -60,51389
6 2,25 -0,75 0,8 -0,6 | -1,45833 -11 -56,51389
6,67 | 1,666667 -1 0,707107 | -0,70711 | -7,40741 | -2,89717 | -57,50153
7,33/0,916667 | -1,25 |0,624695]|-0,78087 | -6,9213 |3,470528 | -57,46978
8 0 -1,5 0,5547 | -0,83205 0 8,436065 | -56,95307

Tab. 11.4 Wyniki numeryczne — tuk paraboliczny
Wykresy sit przekrojowych przedstawiaja rys. 11.20, 11.21 oraz 11.22.

10
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Rys. 11.20 Luk paraboliczny — momenty zginajace
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Rys. 11.21 Luk paraboliczny — sity poprzeczne
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Rys. 11.22 Luk paraboliczny — sily podiuzne
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Zadania do samodzielnego rozwiazania
Okresli¢ sity przekrojowe w wybranym przekroju tukow, rys.11.23

R
Les

AR

A ?HHHH ©

N

Fig. 11.23 Zadania do samodzielnego rozwigzania

s

12
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Dodatek — Kod Matlaba do rysowania sit przekrojowych tukéw

Aby narysowac sity przekrojowe tuku potrzeba obliczy¢ punkty osi tuku oraz wartos$ci sit przekrojowych,
odpowiednio skalowane. Wartosci powinny by¢ odktadane prostopadle do osi tuku. Ponizszy kod
przedstawia idee jak to zrobic.

n=20; % liczba punktow posrednich
figure(1) % definicja rysunku momentéw zginajacych
plot(x,y, 'k"), axis equal, hold on % X, y —punkty osi (kolor czarny)
x1(n) = 0; y1(n) = 0; k_m = 0.01; % alokacja pamigci | wspoiczynnik skali
fori=1:n % moment gnacy dodatni rozcigga dolne widkna
% alf(i) — kat pomig¢dzy styczng a osig wspotrzednych
x1(i) = x(i) + k_m* M(i) * cos(alf(i)); % rownanie parametryczne tuku, wspotrzedna x
y1(i) = y(i) - k_m* M(i) * sin(alf(i)); = % rownanie parametryczne tuku, wspotrzedna y
end

plot(x1,y1,'r"), hold on % punkty wykresu (kolor czerwony)

fori=1:n % petla zakreskowania wykresu
line([x(i) x1(i)], [y(i) y1(i)], ‘Color', [1 0 0]) % kolor czerwony

end

hold off

(powtorzy¢ figure(2) i figure(3) dla pozostatych wykreséw sit poprzecznych i podtuznych)

Tab. 11.3 Kod Matlaba wykresow dla tuku kotowego
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