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14. Stan odksztalcenia

Wstep

Definicje

deformacja — zmiana kata lub/i odleglosci pomiedzy dwoma infinitezymalnymi punktami ciata

rozrozniamy dwie konfiguracje: pierwotng (niezdeformowana) i koncowa (zdeformowana)

przemieszczenie — roznica potozenia punktu w konfiguracji aktualnej i pierwotnej

opis materialny (Lagrange’a) — pierwotna konfiguracja materialna jest konfiguracja odniesienia (zwykle
stosowana w mechanice ciala stalego, np. obserwujemy deformacje osi belki pod wptywem
obcigzenia)

opis przestrzenny (Eulera) — konfiguracja przestrzenna jest konfiguracja odniesienia (zwykle stosowana w
hydromechanice, np. obserwujemy predko$¢ przeptywu lub ci$nienie w punkcie przekroju rurociggu,
nie interesujg nas natomiast same czastki materialne przeptywajace przez ten punkt)

odksztalcenie — miara deformacji z wykluczeniem translacji (przesuwoOw: ciata lub uktadu odniesienia)

odksztalcenie Lagrange’a — odksztalcenie okreslane z uzyciem pierwotnej konfiguracji jako odniesienia

odksztalcenie Eulera — odksztalcenie okreslane z uzyciem konfiguracji aktualnej (koncowe;j,
zdeformowanej) jako odniesienia

odksztatcenie liniowe — wzgledna zmiana dlugosci

odksztalcenie katowe — potowa® zmiany kata prostego

Uwaga: odksztalcenie jest bezwymiarowe

zajmujemy si¢ przypadkami, w ktorych odksztalcenie jest znacznie mniejsze od jednosci (np. mniejsze od
0.001) jest to odksztatcenie infinitezymalne (t.]. nieskonczenie mate)

dla odksztalcen infinitezymalnych réznica pomiedzy odksztalceniem Lagrange’a a Eulera jest nieistotna

macierz odksztalcenia — macierz z liniowymi odksztalceniami na przekatnej gtéwnej | katowymi poza nig

macierz odksztalcenia jest tensorem drugiego rzedu, czyli transformuje sie zgodnie z prawem transformacji
tensorowej:

— W zapisie indeksowym:

€jj = qjkajiey

— W zapisie macierzowym:

E=A-E-A'
gdzie:
— g;;jest macierzg odksztalcenia, z odksztalceniami liniowymi na przekatnej 1 katowymi poza nig:
1 1
é11 G122 &13 Ex gxy Exz Ex nyy 27V xz
- _ _|1 1
Sij =| a1 €22 E23|T|Eyx Ey  Eyr |T| 2 7yx &y 27 yz
1 1
€31 E&3p &33 E2x ‘c"zy &, E7zx Eyzy &,
(scientift notation) (engineerig notation) ("old"engineering notation)

Pojedynczy indeks wskazuje kierunek widkna, para indeksow wskazuje kierunki wiokien okreslajacych kat
zawarty miedzy nimi.
Macierz moze by¢ macierza odksztatcenia jesli spetnia warunki zgodno$ci (zwane réwnaniami
nierozdzielno$ci), tzn. ze okresla ciagle pole przemieszczen?:
Eija + € ~ €iit ~ Ejric =0
wraz z kinematycznymi warunkami brzegowymi.

! to, ze potowa, wynika z rachunku tensorowego
2 7 zalozenia kontinuum materialnego wynika, ze tylko zajmujemy si¢ jedynie takimi polami
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Zwiazki pomiedzy wektorem przemieszczenia i infinitezymalnymi odksztalceniami wyrazaja si¢ poprzez
pochodne czastkowe (rownania Cauchy, geometryczne):

ou ov oW 1(ou ov 1(6u 8Wj l1(ov ow
E,=—, E,=—, & =", Ey=—|—+—| E,=—|—+—| &,=—=|—+—|
ox 7 oy oz ¥oo2ley  ox 2\ oz ox o2l oy

Analiza stanu odksztalcenia oznacza rozwigzanie zagadnienia warto$ci wlasnych macierzy odksztatcenia.

Pomiar odksztalcenia w plaskim stanie odksztalcenia

Odksztalcenie moze by¢ mierzone (posrednio) czujnikami odksztalcenia. Odksztatcenie liniowe mierzone
jest czujnikiem, ktérym przewod doznaje rozciggania/$ciskania, rys. 14.1, przytwierdzonym do
powierzchni testowanego elementu.

przewody
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———— =
kemnek odksztatcenia
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przewody tacza podioze
cnynika coujnika cnynika

Rys. 14.1 Czujnik odksztalcenia

Opor elektryczny przewodu czujnika zmienia si¢ przeciwnie do zmiany odksztatcenia (dla rozciggania
ro$nie a maleje dla $ciskania). Wigkszos¢ urzadzen wspolpracujacych z czujnikami tego typu zamienia
zmiany oporu na odksztalcenia.

Poniewaz pojedynczy czujnik mierzy odksztalcenie w jednym okreslonym kierunku, dwa czujniki sg
niezbedne aby pomierzy¢ odksztalcenia liniowe w plaskim stanie odksztalcenia (na ptaszczyznie obiektu
testowanego). Pomiar odksztalcen kgtowych takimi czujnikami wymaga specyficznej budowy, i takie
czujniki sg bardzo rzadko stosowane. Zamiast tego wystarcza pomiar odksztalcenia z trzecim, niezaleznym
kierunku. Trzy czujniki umieszczone w jednym punkcie (no, raczej miejscu) badanego obiektu nazywa si¢
rozetg tensometryczna, rys. 14.2.

RV LA
Rys. 14.2 Rozeta tensometryczna

Majac pomiar odksztalcen liniowych w trzech kierunkach mozna okresli¢ macierz odksztatcen w ptaskim
stanie odksztatcenia z rachunku tensorowego.

Przyklad — rozeta 45°

Odksztatcenia s3 mierzone na Kierunkach 0°,45°,90° i wynosza: ¢, =0.0005, &, =0.0002, &, =—0.0003
Okresli¢ sktadowe macierzy odksztalcenia, odksztalcenia glowne i ich kierunki.

Rozwiazanie

Czujniki znajdujg si¢ pod katem?®, rys. 14.3:
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Rys. 14.3 Rozeta tensometryczna 45°
Kierunki a oraz x pokrywaja si¢ ¢, =&, =0.0005. Podobnie dla kierunku c oraz y, wiec
&, =&, =-0.0003 . Dla odksztalcenia w kierunku b mamy:
&, =&, €08 (b, x) + &, cos? (b, y) +&,, cos(b, x) cos(b, y) + &, cos(b, y) cos(b, X) =
=0.0005 - (cos 45)* —0.0003 - (cos 45)° +2- &, +€0s45-c0s45=0.0005-0.5-0.0003-0.5+2-¢,, -0.5=.
= 0.00025 ——-0.00015 + ¢,
Poniewaz ¢, =0.0002, mamy:
0.0001+¢,, =0.0002 — &, =0.0001
oraz

e

0.0005 0.0001
0.0001 -0.0003)
Wartosci wlasne odksztalcen obliczamy ze wzordéw:

2 2
+ —_ —
g Bt \/(s eyj ve? _ 0.0005-0.0003 \/(o.ooosw.ooosj + 0.0001°

2 2 2 2
=0.0001+ 0.000412 = 0.000512

2 2
e, +é& E, — €& —
AL \/( . yJ ra,? = 2000500003 \/(o.ooos+o.ooo3j 40,0001 —

2 2

=0.0001-0.000412 = 0.000312
Kierunki gtdéwne obliczamy ze wzoru:
£ —&, _0.000512-0.0005 _ 012 - =012 (=68
£ 0.0001

Xy

fan o =

Cwiczenia

Problem 1
Odksztalcenia mierzone rozeta tensometryczng typu A 3, rys. 14.4, wynosza:

Rys. 14.4 Rozeta tensometryczna 60°

3 delta, od greckiej litery, w ktorej katy sa — w przyblizeniu — 60 stopni; czesto tez czujniki sg tak rozmieszczane (wokot punktu)

3
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g, =-0.0001, g =-0.0004, ¢, =0.0002.

Okresli¢ odksztatcenia gtowne i ich Kierunki.

Rozwigzanie

Kierunki a oraz x pokrywaja si¢ &, =&, =—0.0001.

Dla odksztalcenia w kierunku b mamy:

&, =&, c0s°(b,x) + &, cos? (b, y) + &,, cos(b, x) cos(b, y) + &,, cos(b, y) cos(b, x) =

=—0.0001- (cos 60)* + &, - (c0s30)* + 2 &,, - c0s60-c0s30 =—0.0001-0.5+0.75- &, +0.866 - &,, =.
= -0.00005 +0.75- ¢, +0.866 - &,

Podobnie dla odksztatcenia w kierunku ¢ mamy:

&, =&,C08°(C,X) + £y cos®(c,y) + &,, €0s(c, x) cos(c, y) + &, €os(C, y) cos(c, X) =

=—0.0001- (cos120)* —0.0003 - (cos 30)> + 2- &, +€08120-cos30 =—-0.0001-0.25+ ¢, -0.75-0.866 - ¢,, =.
=-0.000025 +0.75-¢, —0.866 -,

Rozwigzaniem powyzszego uktadu rownan jest: £, = 0.00005, €, = 0.0000144
a wigc:
T —0.0001 0.0000144

°10.0000144  0.00005 )

Wartosci wlasne odksztatcen obliczamy ze wzorow:

£ +e, \/{gx_gYT . —0.0001+0.00005 J[—o.oom—o.oooos
+ +&, = +

2
j +0.0000144% =

& =
2 2 2 2
- 0.0000514
2 2
+ —_ — —_
- zgy ) \/(g zgy] vo? s o.oom;o.oooos ) \/( 0.0001;o.oooosj © 0.00001447 —

=-0.000101
Kierunki gtdéwne obliczamy ze wzoru:
& —¢, 0.0000514 +0.0001
e,  0.0000144

Xy

tan o = =1051 — o =84.56°




