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15 Stan naprezenia

Wstep

Definicje

Wektor naprezenia p, jest gestoscia sit wewnetrznych w plaszczyZnie o normalnej zewngtrznej n;
, townoleglej do (jednej z) osi uktadu wspotrzednych.

Tensor napr¢zenia o jest macierza skladowych wektora napr¢zenia, zapisang w danym ukfadzie
wspotrzednych':

Pi =oyN;

Sktadowe tensora naprezenia w nowym ukladzie wspotrzednych sg okreslone wzorami
transformacyjnymi:
— w zapisie wskaznikowym:
Ojj =3, @;0y
— W zapisie macierzowym:
L=A-X-A'
gdzie:

— 07;;jest macierzg napre¢zenia z naprezeniami normalnymi na przekatnej gléwnej i stycznymi poza

011 012 O13 Ox  Txy Txz
o = (Uzl 022 023) = <Tyx Oy Tyz)
031 03z 033

(zapis naukowy) (zapis inzynierski)
Pierwszy indeks wskazuje kierunek normalnej do plaszczyzny cigcia. Drugi indeks — kierunek
sktadowej naprezenia.
Macierz moze by¢ macierza naprezenia jesli spetnia rownania rownowagi wewnetrznej (uktad
réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych, tzw. rownania Naviera):

(ai“ +P =0, i,j=XY, x)

nig:

Tzx Tzy Oy

0 0
60X+ Txy+aTXZ+PX=O a(7X+ TW+8TXZ+PX=O
OX oy 0z OX oy 0z
ot oo, Ot ot oo, Ot

=+ —+—=+P, =0 —+—L+—L+P, =0,
OX oy 0z OX oy 0z

or ot
O, Zy+661+PZ:0 0 | yZ+602+PZ:O
OX oy 0z OX oy 0z
i statyczne warunki brzegowe:
qx :Gxnx +Txyny + sznz

qy:Txynx+O-yny+Tyznz ' (qlzaunjv IlJ:X)y,Z)

q, =7,0N, +z'yzl"ly +o,N,

! ¢czyli rzutu wektora naprezenia na kierunki uktadu wspétrzednych



Adam Pawel Zaborski — wytrzymato$¢ materialow

Analiza stanu napre¢zenia

Glownym jej celem jest znalezienie kierunkéw, dla ktorych warto$ci macierzy naprezenia sg
ekstremalne. Przypadek taki zachodzi, gdy kierunki normalnej zewngtrznej i wektora naprezenia
sg rownolegte, co prowadzi do problemu wlasnego dla macierzy napr¢zenia:

oyn; =i, — (o;-48, ), =0.
Ukt#ad liniowych rownan algebraicznych m niezerowe (méwimy: nietrywialne) rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy gdy wyznacznik glowny uktadu jest rowny zero. Z tego warunku otrzymujemy
réwnanie sze$cienne dla wartosci wlasnych naprezen:

o’ -l +1,0-1,=0.
Macierz naprgzenia w ukladzie wlasnym ma posta¢ diagonalng: naprezenia styczne zerujg si¢. Z
algebry wiadomo, ze naprezenia gtdéwne sg ekstremalne a kierunki gtowne sg prostopadie do

siebie:
Ox Txy Txz (oF} 0 0
Tyx Oy Tyz |- 0 o 2 0
Tzx Tzy O 0 0 o 3
(uktad wyjsciowy) (uktad wtasny)
Kola Mohra

Transformacja przez obrot z jednego (wyjsciowego) uktadu wspotrzednych do innego powoduje
zmiang¢ sktadowych macierzy napr¢zenia. Zakres mozliwych rozwigzan zawiera si¢ wewnatrz kot
Mohra, rys. 15.1 (obszar zakreskowany).

o3 o W ox o1

Rys. 15.1 Kota Mohra

Zasada de Saint-Venanta

Jezeli obcigzenie, dziatajace na niewielkiej czesci brzegu?, zastapimy obcigZeniem statycznie
réwnowaznym, to dostatecznie daleko od tej czesci brzegu naprezenia, odksztalcenia i
przemieszczenia beda sie rozni¢ dostatecznie mato.

Przyklady

Trojwymiarowy stan napre¢zenia
Dana jest macierz napr¢zenia i wektor normalnej zewnetrznej. Okresli¢ kierunki gldéwne naprezen
1ich warto$ci oraz skladowe normalng i styczng napr¢zenia na ptaszczyznie okreslonej normalng.

2 w stosunku do najwigkszego wymiaru ciata
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240 -17 40
o,=|-17 & 60 |, n(y7.2-2)
40 60 -120

Rozwigzanie
Obliczamy niezmienniki:

|, =tr(o,) = 240 +85-120 = 205

240 -17) 85 60 240 40
5 = + + =-24089
-17 85| |60 -120 |40 -120
85 60 -17 60 -17 85
|, =det(o;;) =240- +17- +40- = 3494920
60 -120 40 -120 40 60

Roéwnanie szescienne:

o°®—205-0° —24089 0 —3494920=0
posiada pierwiastki:

o,=2451 o,=1010, o,=-1411.
Kierunki gtowne sa dane macierza przejscia (transformacji):
0.9929 0.0404 -0.1123) x
0.0689 0.9624 -0.2627 | y
0.9583 0.2686 0.9583 | z

1 2 3

Dtugos¢ wektora normalnej zewnetrzneyj:

In[=+7+4+4=38730

stad wersor normalnej zewngtrznej
n(0.68310.5164-0.5164)

Wektor naprezenia:
p; =oy;n; — p(l34.51.30,120.3)
jego diugos¢:
Ip| =180.5
sktadowa normalna wektora naprezenia:
o=p-n=p;n, =3045
a sktadowa styczna:
[rf|=yp*-0c? =177.9

ij

Plaski stan naprezenia
Dla zadanego tensora naprezenia, okresli¢c wartosci wiasne naprezen i ich Kierunki.
40 16
T, = :
16 -10
Rozwigzanie
Naprezenia gtowne dane sa wzorami:
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2 2
o, +0 o, — O —
__outoy (oo ) o _40-10 [(40+10) o, o
1 2 2 Xy 2 2

2 2 ,
o, +to o, — 0O —
G, = X y X y +Txy2 =40 10_ 40+10 +162 __1468
2 2 2 2

a kierunki gtowne:

o, ~0, 44.68—40

tan o, = =0.2925 — «a,=0.285 (16.3°)
Tyy
tna, = 2"% T1408740_ 5005 o 4, ——1286, (-73.79)
Tyy 16
Macierz przejscia i tensor naprezenia w ukladzie gtownym zapisza sie, rys. 15.2:
1 2
44.68 0
x 0.9598 -0.2808 T, =
0 -14.68
y 0.2808 0.9598
y A
10936
16
40 X
by 0
- —
16 110

Rys. 15.2 Ptaski stan naprezenia — transformacja do uktadu wiasnego
lub, w notacji 3D:

1 2 3
4468 0 0
X —0.9598 0 0.2808
T,=| O 0 0
y —-0.2808 0 -0.9598
0 0 -14.68
Z 0 1 0

Statyczne warunki brzegowe

Dla zadanego w tarczy tensora naprezenia okresli¢ sity masowe i obcigzenie brzegu tarczy, rys.
15.3.

5 -2y
o« °7|-
® 2y 8

@ X

—
3

Rys. 15.3 Tarcza i stan naprgzenia
Rozwiazanie

Sity masowe znajdujemy z rownan Naviera: P (2, 0)
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statyczne warunki brzegowe, po rozpisaniu
q, =on,+7,,Nn,
{qy =7,,N,+o,n,
na czesci brzegu (1): n(0-1) — q,=2y=0, q,=-8
na czesci brzegu (2): n(L0) — g, =5 g, =-2y
na czgsci brzegu (3): n(-0.8,0.6) — q, =—4-12y, q,=16y+4.8

Obciazenie przedstawia rys. 15.4.
11.2

\oo
0
N
5}

<—<—<—|
'

YYVVVVYVVVVVVY

48

-4

&)

-8 -8
Rys. 15.4 Obcigzenie tarczy

Sprawdzenie rownowagi tarczy:
D> X :—%-(8.8+4)-5+5-4+2-%-3-4:0, OK, podobnie: 'Y =...=0, > M, =...=0
Cwiczenia

Problem 1

Przyklad 4: plaski stan naprezenia

Dla podanego ptaskiego stanu naprezenia, okresli¢c warto$ci wtasne, kierunki gldéwne i macierz
przejscia. Transformacj¢ uktadu zinterpretowac graficznie. Rozpisa¢ tensorowe prawo
transformacji dla sktadowych o11 i T12 tensora w kierunkach gtownych i porownac ich wartosci z
wyliczonymi z zagadnienia wartos$ci wiasnych.

Dane: ox = 20 MPa, oy = -15 MPa, 1xy = - 15 MPa.

Rozwiazanie:
O'X + Gy O'X — O'y ? 2
O =— 5t | +7., 01=25.55 MPa, 07 = - 20,55 MPa.
tan o, = 22— 7% = - 0.185, oy = -10.48°
TXV

macierz przejscia:
4 = a, @, | (cosa sina) (09833 -0.1819
" la, a, ) (-sina cosa) |0.1819 0.9833

interpretacja graficzna:
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Rys. 15.5 Transformacja naprezen
z tensorowego prawo transformacji dla p.s.n.:

2 2
oy =8, 0y +&y, 0, +23,8,7, =..=2555MPa=0,
O, =8,,8,,0, +3,,8,,0, +a,8,,7, +a,a,7, =..=0.
Problem 2

Przestrzenny stan naprezenia
Dana jest macierz naprezenia oraz wektor normalnej zewnetrznej do brzegu ciata. Okresli¢ wektor
obcigzenia 1 jego sktadowe: normalng i styczna.
200 —300 100
T = —200 150 | MPa, n(-23.2)
100

Okreslic  rzuty wektora naprezenia na kierunki wersorow Vv, (0,-0.5547,0.8320),
v, (0.8745,0.4036,0.2691) . Wyniki obliczen zilustrowa¢ rysunkiem.

Rozwigzanie:

wersor normalnej: n(—0.4851,0.7276,0.4851)
wektor obcigzenia: @; = o;n;, CO rozpisujemy:
q, =7,N,+o,Nn, +7,0n,,

g, =200-(-0.4851)-300-0.7276+100-0.4851=-266.8

q, =—300-(-0.4851) —200-0.7276 +150-0.4851 = 72.78

q, =100-(-0.4851) +150-0.7276 +100-0.4851 =109.1

dhugo$¢ wektora obcigzenia: q = \/qf +0, +0; = V266,82 +72.78% +109.1% =297.3
sktadowa normalng obliczamy rzutujac wektor obcigzenia na kierunek normalnej:
o=q;n, =q,n, +q,n, +q,n, =-266.8-(-0.4851) +72.78-0.7276 +109.1-04851 = 235.3
a jego sktadowg styczng z rownolegtoboku sit:

r=40° —o? =~/297.37 —235.32 =181.7

Rzuty na kierunki wektoré6w v1 i V2 Wynosza odpowiednio:

7, =Q,V, =—266.8-0+72.78-(-0.5547)+1091-0.8320=50.40

7, =0V, =—266.8-0.8745+72.78-0.4036+109.1-0.2691=-174.6

Wyniki obliczen przedstawiamy na rysunku. Aby prawidlowo narysowac plaszczyzng cigcia,
zakladamy Ze przechodzi ona przez punkt nieco przesuniety wzgledem poczatku ukfadu, np.
(1,1,1). Przecina ona osie uktadu wspotrzgdnych w punktach (xo,0,0), (0,¥0,0), (0,0,20).
Wspotrzedne punktéw znajdziemy z warunku ortogonalno$ci wektordéw taczacych te punkty z
punktem (1,1,1) z wersorem normalnej zewnetrznej, por. rys.: 15.6

q, =o,N, +7,N, +7,N

Xz 'z

q, =7,N, +ryzny +o,n,
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Rys. 15.6 Cigcie ptaszczyzng o zadanej normalnej
(n,n,n) L (x-1-3-1) — n(x,-)-n,-n,=0 —

n,+n, +n,
Xg=———
r]X
neny,n) L Ly, -1-1) - -n,+n(y,-)-n,=0 —
n, +X, +n,
Yo=———
ny
(n,n,n) L (-3-Lz,-1) — -n.-n,+n,(z,-)=0 —
n.+n,+n
ZOZ X y z
n

skad: x, =-1.50, y, =100 z,=1.50.
Dobieramy kat widzenia zapewniajacy widocznos¢ plaszczyzny cigcia a odktadajgc wspotrzedne
wektorow uwzgledniamy skrot perspektywiczny, rys. 15.7.
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Rys. 15.7 llustracja graficzna rozwigzania

Problem 3:

Przestrzenny stan naprezenia

Dana jest macierz napr¢zenia. Okresli¢ napr¢zenia i kierunki glowne. Obliczy¢ wektor naprezenia
na plaszczyznie o zadanej normalnej zewnetrznej n. Obliczy¢ sktadowe normalng i styczna
wektora obcigzenia.

5 -2 4
T,=|-2 8 6| n(-17)
4 6 -7

Rozwigzanie:

Obliczamy niezmienniki podstawowe:

I1 = {suma po przekatnej}=5+8-7=6,

I> = {suma podwyznacznikow} = 5-8-2-2-8-7-6-6-5-7-4-4=40-4-56-36-35-16 = -107,

I3 = {wyznacznik z macierzy, det(T)} = 5-(-8-7-6-6)+2-(2-7-4-6)+4-(-2-6-8-4)=-656
Roéwnanie szeScienne ma postac:

6°-60°-107c+656=0

pierwiastki tego rownania, czyli wartosci wlasne (wartosci glowne, niezmienniki glowne,
naprezenia glowne), wynoszg:

o1 =10.1809
62 = 6.20436
o3 = -10.3853

Rozwigzujemy (programem naprez.exe, © A. Zaborski) zagadnienie warto$ci wilasnych kolejno dla
kazdego z pierwiastkdw z osobna, otrzymujac wersory kolejnych kierunkéw witasnych
(glownych):

dla o1: (-0.134093, 0.944864, 0.29875)

dla o2: (0.951374, 0.0383786, 0.305639)

dla o3: (0.277321, 0.325207, -0.904065)

1w rezultacie macierz przejscia z uktadu wyjsciowego do wiasnego ma postac:

—0.134093 0.944864  0.29875
a; =| 0951374 0.0383786 0.305639
0.277321  0.325207 —0.904065

gdzie np. kosinus kata migdzy osia ,,y” a ,,3” wynosi 0.325207. Macierz jest ortogonalna i
unormowana (czyli ortonormalna), co tatwo sprawdzi¢. Jedynie 3 jej sktadowe sg niezalezne.
Interpretacja geometryczna. Transformacja wyjsciowego uktadu wspotrzednych (x, y, z) do
uktadu wtasnego polega na ztozeniu 3 obrotéw wzgledem osi wspotrzednych. Zakladajac, ze
obroty sa wykonywane w kolejnosci wzgledem osi z, potem x a na koncu wzgledem y, obliczamy
wspoirzedne wersorow uktadu wyjsciowego po transformacji, sktadajac poszczegdlne
transformacje:

A=(3 wersory) (obrot wzgl.z) (obrét wzgl.x) (obrot wzgl.y)

czyli:
1 0 0)(cosa sna 0)(1 0 0 cosy 0 —siny
A=|{0 1 O||-sina cosa 0|0 cosp snpg|| 0 1 0
0 01 0 0 1){0 —=sinpg cospB)\siny O cosy

gdzie o, B, y oznaczajg odpowiednie katy obrotu wzgledem osi, otrzymujac:
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COS  COS ¥ +Sin asin Asin ¥ sina@cos B —cosasin y+sin asin Bcos y
A=|—sin ¢cosy+cosasin gsiny cosacosB  sin asin y+Ccoseasin fcosy
cos fgsin y —-sin g Cos /3 cos y
skad wyliczamy (np. Matlabem):
o = 1.5302072 (ok. 87.57°)
B =-0.33123062 (ok.—18.98°)
v = 2.8439558 (ok. 162.9°)
Oczywiscie zmieniajac kolejno$¢ obrotow (skladania transformacji sktadowych) otrzymamy inne
katy gdyz mnozenie macierzy nie jest przemienne.
Sprawdzmy macierz przejscia obliczajac transformacj¢ z prawa transformacji tensorowe;:
O = a;0y
O11 = ax1 Ax1 Oxx T ax1 Ayl Txy T ax1 Azl Txz T
+ ay1 Ax1 Tyx + Ay1 Ay1 Oyy + Ay1 Az1 Tyz T
+ Az1 Ax1 Tzx + Az1 Ayl Tzy + @z1 Az1 Ozz =
= (-0.134094)-[-0.134093-5 + 0.944864-(-2) + 0.29875-4] +
+0.944864-[-0.134093-(-2) + 0.944864-8 + 0.29875-6] +
+0.29875-[-0.134093-4 + 0.944864-6 + 0.29875-(-7)] = 10.1809 {OK.}
012 = ax1 Ax2 Oxx T ax1 Ay2 Txy T ax1 Az2 Txz T
+ Ay1 Ax2 Tyx + Ay1 Ay2 Oyy + Ay1 Az2 Tyz +
+ az1 Ax2 Tzx + Az1 Ay2 Tzy + @z1 Az2 Ozz =
= (-0.134094)-[0.951374-5 + 0.0383786-(-2) + 0.305639-4] +
+0.944864-[0.951374-(-2) + 0.0383786-8 + 0.305639-6] +
+0.29875-[0.951374-4 + 0.0383786-6 + 0.305639-(-7)] = -5.8-10° = 0 {OK.}

ggd(.))bliczeniu wszystkich wspotrzednych, otrzymujemy macierz naprezenia w postaci diagonalne;j:
10.1809 0 0
T, = 0 6.20436 0
0 0 —10.3853

Obliczamy wersor plaszczyzny cigcia (normujemy wektor normalnej zewn.):

n(L-1v7) = n(0.3333,-0.3333,0.8820)

2. Obliczenia w uktadzie wyjsciowym (X, y, z):

obliczamy wektor obciazenia, w ukladzie wyjSciowym (X, y, z), ze wzoru: p, =o; N, mamy:

ijrje
5 -2 4 0.3333 5.861
p=|-2 8 6 [-|—-0.3333|=| 1.958
4 6 -7 0.8820 —6.840

jego dhlugos¢ wynosi: p=9.218. Aby obliczy¢ sktadowa normalng wektora, rzucamy go na kierunek
normalnej, czyli — zgodnie z interpretacja iloczynu skalarnego — jest ona réwna iloczynowi
skalarnemu wektora i wersora normalnej:

o=p-n=...=-4731

Sktadowa styczng mozemy obliczy¢ z doktadnoscig do znaku z twierdzenia Pitagorasa:

r=4p?-0c?=..=70911.

Teraz to samo, ale obliczane w ukladzie gtéwnym (wlasnym), (1, 2, 3):
transformujemy wersor normalnej zewngtrznej wg wzoru:
n, =a;n, =(-0.0962 05739 -0.8133),
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obliczamy sktadowe wektora obcigzenia:

10.1809 0 0 —0.0962 —-0.9792
p= 0 6.20436 0 -/ 0.5739 |=| 3.5606
0 0 —-10.3853 ) { —0.8133 8.4461
sprawdzamy jego dtugos¢: p = 9.218 (jak poprzednio) i sktadowg normalna:
o=p-n=...=-4.731 (jak poprzednio).

Wspotrzedne wektora roznig si¢ w obu uktadach, ale dlugos¢ wektora obcigzenia i jego sktadowe:
normalna i styczna, sg identyczne.

Problem 2

Kloc drewna o przekroju kolowym pltywa w wodzie zanurzony w 2/3 obwodu. Zapisac statyczne
warunki brzegowe na obcigzonej czegsci pobocznicy 1 denek walca.

Rys. 15.8 Plywajaca drewniana belka
Rozwigzanie
Jak wiadomo z twierdzenia Pascala, cisnienie hydrostatyczne wody (a tym samym i jej parcie na
zanurzone ciato) ros$nie liniowo z giebokoscia, por. rys. 15.9.

Az

Dy ) —

o y
n

Rys. 15.9 Rozkiad cisnienia

wersor normalnej zewnetrznej: n(sin o,—cos «)
aponiewaz zwrot ci$nienia jest przeciwny do normalnej zewngtrznej, mamy wyrazenie na catkowite
parcie:

q=R(cosa —cosa,)
(przyjety jednostkowy cigzar wlasciwy wody)
1 po zrzutowaniu na osie, sktadowe:

d, =—R(cos a —cos ;) sin &

q, = R(cos o —cos ;) cos &
Wyniki przedstawia tabelka 15.1 i rysunek 15.10.

0 |15 30 |45 |60 |75 |90 |105 |120

q | 450 | 440 410 |3.62 |3.00 | 228 |150 |0.72 |0

ay|o |- - - - - 15 |- 0
1.14 205 | 256 |2.60 |2.20 0.70

10
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gz |450 |4.25 355 (256 |150 [059 |0

0.19

Tab. 15.1 Wyniki numeryczne

Rys. 15.10 Obciazenie pobocznicy walca
Na denkach walca, dla z <—-Rcose, =z,:
q,=2-2,, q,=9,=0
Na nieobcigzonej czgsci brzegu jest oczywiscie g, =q, =, =0 (pobocznica i denka nad lustrem
wody).

Zadania do samodzielnego rozwiazania

1) Zadana jest macierz naprezenia, znalez¢ naprezenia gtowne i ich kierunki. Zilustrowaé¢ macierz
naprezenia przed i po transformacji.

0 150
T, = [MPa]
150 O

2) Dany jest stan naprezenia w tarczy, rys. 15.11, okresli¢ sity masowe i obcigzenie brzegu.

T - 2xy  —=7x
3 ° {-7x 5y

Rys.15.11 Pfaski stan naprezenia

3) W przekroju poprzecznym preta, rys. 15.12 stan naprezenia jest jednoosiowy: o, =150 [MPa].
Okresli¢ sktadowe napregzenia w przekroju obroconym o 45 stopni wokot osi z, rys. 15.12.

11
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AN
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fiw <

Ay
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Rys. 15.12 Jednoosiowy stan naprezenia

12



