Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatow

Rozciaganie statycznie wyznaczalne

Sformulowanie problemu

Rys. 1 Sformutowanie problemu

Rozpatrujemy pret prosty, utwierdzony na jednym koncu w $rodku przekroju O, obcigzony na obu koncach
przez state obcigzenie powierzchniowe dziatajace w kierunku zgodnym z normalnymi zewng¢trznymi do
powierzchni obcigzonych.

Przyjmujemy poczatku uktadu w punkcie O, 0§ X jest osig preta a osie Y, Z sg glownymi centralnymi osiami
bezwtadnosci przekroju.

Poszukujemy rozwigzania w postaci naprezen, odksztatcen 1 przemieszczen preta.

Zagadnienie brzegowe
Statyczne warunki brzegowe:
— na pobocznicy:

n(O,ny,nz): g; =0,
— na denkach:

n(+1,0,0): q(+q,0,0)

skad:
Oztxyaxy"'rxzaxz’ tq =20y,
O=0y0,y +T,0,,, i 0=11,,
O=ty,0, +0,0,, 0O0=%1,.

Kinematyczne warunki brzegowe dla rownan Cauchy’ego w punkcie 0(0,0,0) sa:
u;i (0,0,0)=0, u;;(0,0,0)=0

Podejscie statyczne

Na podstawie statycznych warunkow brzegowych przewidujemy rozwigzanie w postaci macierzy napreze-
nia:

qg 0 0
T, = 0 O
0

spetniajacej statyczne warunki brzegowe oraz rownania Naviera przy zalozeniu braku sit masowych.
Z rownan Hooke’a znajdujemy macierz odksztalcenia:



Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatow

Sprawdzamy, ze macierz ta spelnia warunki nierozdzielnos$ci. Catka ogdlna uktadu réwnan niejednorod-
nych Cauchy’ego:

u_g v g
ox E oy oz
nv__,9 o aw
oy E o0z ox
w__ 9 v, ow
oz E oz oy

jest sumg calki ogo6lnej uktadu réwnan jednorodnych i calki szczegdlnej pelnego uktadu rownan. Wiedzac
ze jednorodny uktad oznacza zerowa macierz odksztalcenia, co z kolei oznacza brak odksztatcen, catka
ogolna uktadu jednorodnego moze by¢ zapisana na podstawie ruchu ciala sztywnego o 6 stopniach swo-
body: 3 translacjach wzdtuz osi, u(a,b,c), i 3 obrotach wokot tych osi, o(a,B,v), rys. 2.

Rys. 2 Stopnie swobody ciala sztywnego
Mozemy zapisac:
u® =a+pz-yy,
VO =b—az+yx,
w® =c—Bx+ay.
Calke szczeg6lng znajdujemy metodg przewidywania:
wP =3y vy wovdy
E E
Dodajac oba rozwigzania wyznaczamy stale z kinematycznych warunkow brzegowych, otrzymujac:
a=b=c=a=pf=y=0.
Tak wiec catka szczegolna jest zarazem catkg ogdlng rozwigzania. W ten sposdb zagadnienie brzegowe zo-
stalo rozwigzane.
Stan naprezenia jest jednorodny i jednoosiowy a stan odksztalcenia jest jednorodny i tro josiowy. Na pod-
stawie hipotezy de Saint-Venanta rozwigzanie mozna traktowac¢ jako wazne rowniez dla kazdego innego,
statycznie rOwnowaznego ukladu obcigzenia preta, z wypadkowag w postaci sity podtuznej. Podstawiajac
q=N/A, otrzymujemy wzory na naprezenie oraz na wydluzenie preta:
N NI
O-XZX, AI:SXI:EA\

lloczyn EA 0znacza sztywnos¢ rozciggania.

Warunki wymiarowania

— warunek no$nosci (wytrzymatosciowy):
max (o, )< R

— warunek uzytkowania (sztywnos$ci):
Al<AlL, .

Sciskanie pretéw krepych
Rozwigzanie dla $ciskania pretow krepych uzyskujemy poprzez zmiang znaku. Jednak rozwigzanie nie

moze by¢ zastosowane w przypadku smuktych pretow $ciskanych. Roznica bowiem jest jako$ciowa, jak
mozna wnioskowa¢ z rozwigzania nastgpujacego przyktadu.
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Dla danych: R = 300 MPa, yst = 78 kN/m? okresli¢ maksymalng dlugo$¢ wiszacego stalowego preta obcig-
zonego ciezarem wiasnym.

Rozwigzanie

Przyjmujemy poczatek uktadu wspotrzgdnych na swobodnie wiszacym koncu preta, mamy:

N(X) = yAX, max(csx):NT(l) =yl <R=300-10° — 1<3.85km.

Jest oczywiste, ze taka dlugos¢ preta nie jest mozliwa w przypadku wolno stojacego masztu.

Przyklady
Przyklad 1
Okresli¢ przekroj rozcigganych pretow, rys. 3. Okresli¢ zmiang wymiarow pretow.
sl 2m -
2 3
20 kN/m b
h
1
l P
| |
2m 4m 4

Rys. 3 Rozciggane prety

Dane: P =150 kN, R =100 MPa, b/h =0.5, l1 =2 =13 =2 m, E = 210 GPa, v = 0.27.
Rozwiazanie
Z réwnan statyki mamy:
N1 =225 kN, N2> = N3 = 132.5 kN.
Z warunkéw wymiarowania mamy:
A1>225cm? = hy > 6.71 cm,
A2 =A3>13.25cm2 = h, =hz >5.15cm.
Przyjmujemy: A1 = 7.0 x 3.5 cm, A2 = A3 = 5.2 x 2.6 cm, wowczas naprezenia sg o1 = 91.8 MPa, 62 = 03 =
98.0 MPa.
Zmiana wymiaréw preta nr 2 i 3 wynosi:
e@ = o 4710, e =& =—ve@ =-1.40-10"*
E
Al, =9.33:10*m, Ah, =-7.28-10°m, Ab, =-3.64-107°m.
Zmiana objetosci wynosi:
AV =V —V'= Ibh— (I + Al)(h+ Ah) (o +Ab) = IbhfL—(1+ &, YL +&, N1 +&, )= 7.47-10Ibh,, czyli 0.00747%.

Jak wida¢, wydluzenia pretow sg znikome, cho¢ nie moga by¢ pomijane.

Przyklad 2

Okresli¢ naprgzenia obwodowe 1 podhuzne kotla, rys. 4, pod ci$nieniem wewngtrznym. Grubo$¢ §cianki
jest stata i niewielka.
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Rys. 4 Kociot pod ci$nieniem wewnetrznym i przekroje: wzdtuzny i poprzeczny

Rozwiazanie
Rozpatrujemy dwa przekroje: wzdhuzny 1 poprzeczny. Cisnienie dziala we wszystkich kierunkach, ale inte-
resuje nas jedynie jego sktadowa pozioma. Pozostate sktadowe rownowaza si¢ wskutek osiowej symetrii
zadania. Zaktadamy state naprezenia po grubosci $cianki.
Z pierwszego przekroju dostajemy site osiowa
nD?

N = pT
ktora jest przenoszona przez naprezenia w §ciance:

A=1D3§, gdzie § - grubo$¢ $cianki
stad, napr¢zenie poosiowe (wzdhuzne) jest:

o, =20,
45
Z drugiego przekroju, stosujgc podobne rozumowanie, mamy (na metr dhugosci kotla):

N=pD1 A=251 o, =P2.
25
Naprezenia obwodowe sg dwukrotnie wigksze niz osiowe, co ttumaczy fakt pekania goragcych parowek
,wzdtuz” wskutek dziatania naprezen obwodowych.

Zlinearyzowana geometria

Zaktadamy, ze prety wydhuzajg si¢ (skracaja si¢) na tyle nieznacznie, ze zmiang ich kierunkOw mozna za-
niedbaé. Zakladamy wigc state kierunki pretow. Tym samym, zmiana dtugosci preta jest odcinkiem okre-
slonym przez dwa punkty: rzut aktualnego potozenia konca preta na kierunek preta i poczatkowe potozenie
tegoz konca, rys. 5.

Rys. 5 Wythenie preta

Przypomnijmy, Ze rozrdzniamy przemieszczenia, rys. 6:

— rzeczywiste (,,prawdziwe”, ,,aktualne”, obserwowane),

— mozliwe (z uwagi na istniejace wigzy)

— wirtualne (rownolegte do kierunkow predkosci wirtualnych).
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srodek obrotu
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Rys. 6 Przemieszczenia rzeczywiste, mozliwe i wirtualne

Zadania kontrolne

Dla uktadu o podanej geometrii (h1, h, &, b), rys. 7, okresli¢:
a) pola przekroju poprzecznego pretow, dane: sita lub jej sktadowe, wytrzymatos$¢ obliczeniowa R
b) pole przekroju poprzecznego pretow (oba rowne), dane: sita lub jej sktadowe, dopuszczalne prze-
mieszczenie pionowe 6, modut Younga E
c) sktadowe przemieszczenia pionowe i poziome, dane: sita lub jej sktadowe, przekroje pretow oraz
modul Younga E
d) sktadowe przemieszczenia pionowe i poziome, dane: sita lub jej sktadowe, przekroje pretow, modut
Younga E, przyrost temperatury At oraz wspolczynnik rozszerzalnosci cieplnej o
e) dopuszczalng wartos¢ sity, dane: geometria uktadu (hy, h2, @, b), przekroje pretow, wytrzymatosc
obliczeniowa R
Wskazdéwka: zadanie nalezy rozwigzywac dla danych liczbowych (a nie na liczbach ogolnych), weryfikujac
za kazdym razem rozwigzanie za pomocg mojego programu statyka (lub jego wersji pod windowsy).

\P

Rys. 7 Uklad dwoch rozciaganych pretow

Odp.
Przyjmowane dane: a =2 [m], b =2 [m], hy =4 [m], ho =3 [m], P = 174.6 [kN] (sktadowe: (40, 170) w
prawo i w dot), R = 240 [MPa], A1 = 7 [cm?], A2 =8 [cm?], §= 1.5 [mm], E =200 [GPa], a = 16:10%, At =
40°
a) A1=6.12[cm?], A2 = 1.93 [cm?]
b) A =16.9 [cm?] (obliczamy ugiecie dla przekroju 1 [cm?] i wlasciwe pole obli-
czamy z proporcji)
c) u=0.00342 [m] (w prawo), v=0.00354 [m] (w dot) (2 SS, por. rys. obok)
d) u=0.00381 [m] (w prawo), v=0.00670 [m] (w dot)
e) P =285.3 [kN] (obliczamy naprezenia w pretach dla sity jednostkowej i z
proporcji okreslamy sity dopuszczalne ze wzgledu na kazdy z pretow, wybie-
ramy mniejszg z wartosci)




