Adam Pawet Zaborski — wytrzymatos¢ materiatow

Rozciaganie statycznie niewyznaczalne

Uklady statycznie niewyznaczalne

Gdy liczba niewiadomych jest wigksza od liczby rownan rownowagi statycznej zadanie jest statycznie nie-

wyznaczalne. Aby je rozwigza¢ musimy dotaczy¢ rownania nierozdzielnosci (zgodnosci, geometryczne).

Roéwnania te zawieraja niewiadome w postaci parametrow kinematycznych, wigc musimy skorzystac z

réwnan fizycznych (Hooke’a) aby parametry kinematyczne wyrazi¢ poprzez wielkosci statyczne.

Uktad rownan powinien wigc zawieraé:

— réwnania statyczne,

— rownania kinematyczne (ich liczba powinna by¢ rowna ilo$ci niewiadomych pomniejszonej o ilos¢ row-
nan statyki)

— réwnania fizyczne (tu: rownania Hooke’a).

Przypomnienie o linearyzacji geometrii

Zakladamy, ze prety wydtuzajg sie (skracajg si¢) na tyle nieznacznie, ze zmiang ich kierunkdw mozna za-
niedbaé. Zaktadamy wigc state kierunki pretow. Tym samym, zmiana dtugosci preta jest odcinkiem okre-
slonym przez dwa punkty: rzut aktualnego potozenia konca preta na kierunek preta 1 poczatkowe potozenie
tegoz konca, rys. 1.

Rys. 1 Wyd“%uZenie preta
Przyklady zadan statycznie niewyznaczalnych

Przyklad 1
Okresli¢ sity w odksztatcalnych pretach z rys. 2.
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Rys. 2 Uktad odksztatcalnych pretow, przemieszczenie i Sity

Rozwiazanie:
Mamy:
s = (sin a,— cos )
e, =(0.6,-0.8), e, =(0.8-0.6), e;=(-10)
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skad:
Ay =e,-5=06s-sina+0.8s-cosa,
A, =e,-5s=08s-sina+0.6s-cosa,
A;=e;-s=-5-sina,
Eliminujac:
. A, +0.8A4
s-sino=—-A;, s-cOso=—"———"
0.6
mamy:
3A; —4A, -14A5 =0 1%
Zakladajac EA=idem i podstawiajac rownanie Hooke’a zamieniamy niewiadome kinematyczne w r. (1*) na
niewiadome statyczne:

15N, ~10N, —3.5N; =0 (1)
Mamy ponadto dwa réwnania statyczne:

~0.6N; —0.8N, + N5 =0 (2)

0.8N; +0.6N, —-P =0 3)

ktore, wraz z rownaniem (1) tworzg ukifad trzech rownan z trzema niewiadomymi. Rozwigzaniem sg warto-
Sci:

N, =0.712P, N, =0.717P, N,1.00P.
Aby zweryfikowac¢ przyjete zalozenie o liniowej geometrii obliczamy przemieszczenie punktu przylozenia
obciazenia, E =200 GPa, A=4cm? A, =...=424mm, A, =...=2.13 MM, A, =...=2.98 mm oraz
$(2.98,-7.52) mm. Przemieszczenia sg wigc rzeczywiscie na tyle niewielkie, ze btad wynikajacy z zalozenia
o niezmienionych kierunkach prgtow jest pomijalnie maty.

Uwaga. Oba schematy: wirtualnych przemieszczen i réownowagi statycznej sit, powinny by¢ ze sobg
zgodne. Zawsze mozna dobraé taki schemat statyczny, aby byt zgodny z planem przemieszczen wirtualnych,
przyjmujgc odpowiednie zwroty sit. Odwrotna kolejnos¢ nie zawsze jest mozliwa: przyjmujgc dowolnie
znaki sil nie zawsze mozemy narysowac zgodny z nimi i niesprzeczny plan przemieszczen wirtualnych. Dla-
tego ,, bezpieczniej” jest zaczqé od narysowania planu przemieszczen wirtualnych i dostosowaé do niego
plan sit.

Przyklad 2

W tym przyktadzie kierunek przemieszczenia punktu obcigzenia jest narzucony poprzez zastosowanie
sztywnego preta, rys. 3.
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Rys. 3 Schemat ukladu, przemieszczenia 1 sit

Rozwiazanie:

Okreslamy kierunki pretow

s=s(sina,—cosa) & =(0-1) e, =(-10)
skad:

A, =s-e =scoso, A, =S-e =-ssina.
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a rOwnanie geometryczne ma postac:

Ay = _\/§A2
wstawiajgc rOwnania konstytutywne, mamy:
Nyl _ J3 Nol,
EF EF
wiec
N, = 3N, 1)
Roéwnanie statyczne domyka uktad:
(P—Nj)acosZ +Njasin £ =0. (2)
Rozwigzaniem uktadu sg sity:
N, = 3P =0.8386P, N, =- V3P =-0.2795P (Sciskanie).
3/3+1 3V3+1
Przyklad 3

Dla kratownicy z rys. 4 okresli¢ sity osiowe w pretach.
Z Y.

Rys. 4 Kratownica i schemat przemieszczenia wirtualnego

Rozwiazanie:
Obcigzony punkt ma dwa stopnie swobody. Zmian dtugos$ci pretow mozemy wyrazi¢ poprzez wprowa-
dzone parametry przemieszczenia poziomego i pionowego:

Al =g m =-xsin g+ ycosg
Ap=e, A=y
Ag=e;-AA =xsinZ+ycost
Eliminujac parametry stopni swobody, otrzymujemy rownanie geometryczne w postaci:
As+A; =~3A,.

Wyrazajac w powyzszym réwnaniu wydtuzenia poprzez sity w pretach, otrzymujemy, wraz z rOwnaniami
statyki, komplet rdwnan do wyznaczenia tych sil.

Przyklad 4

Dwa stalowe arkusze blachy zostaty polaczone poprzez dwie identyczne naktadki umieszczone symetrycz-
nie z obu stron taczonych arkuszy, rys. 5, o identycznej podatnosci jak taczone arkusze. Okresli¢ sity prze-
noszone poprzez nity w zaleznosci od ilosci rzgdow polaczenia.
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0.5N
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0.5P, 0.5P, 0.5P,

Rys. 5 Polaczenie i sity w rzedach nitow

Rozwigzanie.
Taka sama sztywnos¢ rozciggania naktadek EA=idem, 0znacza — jesli material nakfadek jest taki sam jak
faczonych arkuszy — ze calkowity przekrdj naktadek tez powinien by¢ taki sam.
Jest oczywiste, ze gdy jest tylko jeden rzad nitow, sita przenoszona przez ten rzad rowna jest calkowitej
sile N. Dla dwoch rzedow kazdy z nich przenosi jedynie potowe obcigzenia. Dla wigkszej liczby rzedow
mamy zadanie statycznie niewyznaczalne. Dla i-tego odcinka pomiedzy rzedami, z rownan zgodnos$ci prze-
mieszczen faczonych arkuszy i naktadek wynika:
Ni(b)li _ Ni(n)li
"EA  EA
Site, zar6wno w arkuszach jak i naktadkach, obliczamy poprzez wykonanie ci¢¢ idac od jednej strony (por.
rys.) Idac z lewej dla arkuszy a z prawej dla naktadek, mamy:

Ph=P, +P; +P, +...+ P,

AL = o™ N® = NO

Po+Py, =P;+P,+...+P,
P1+P2 +P3 = P4 +...+ Pn

Odejmujac dwa kolejne rOwnania, mamy:

P,=P;=...=P,, =0
Oznacza to, ze obcigzenie jest przenoszone jedynie przez dwa skrajne rzedy a pozostale rzgdy ,,nie pra-
cuja” w ogole. Dlatego w takich potaczeniach stosuje si¢ zmienny przekrdj naktadek (np. poprzez ich uko-
sowanie), umozliwiajgc prace srodkowych rz¢dow.

Zadania kontrolne

Zadanie 1

Jest to problem tzw. luzu montazowego (a wlasciwie jego braku): na miejscu budowy okazuje si¢ ze jeden
z pretow jest nieco krotszy niz zaktadano, rys. 6. Okresli¢ sity w pretach po potaczeniu pretéw “na sitg”.
2m 2m

Rys. 6 Problem braku luzu montazowego
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Zadanie 2
Okresli¢ sity w pretach kratownicy z rys. 6, przyjmujac zamiast niezgodnosci wymiaréw przyrost tempera-
tury o 30 stopni.

Wskazowka: zastosowac rownanie rozszerzalnosci cieplnej: Al(t) = alAt .

Zadanie 3
Zaktadajac niezb¢dne dane geometryczne i mechaniczne, okresli¢ sity w odksztalcalnych pretach, rys. 7.

LSS

Rys. 7 Sztywny lacznik powieszony na pretach

Zadanie 4
Okresli¢ sity w odksztatcalnych pretach, rys.8

Rys. 8 Prety podtrzymujace sztywny lacznik

Zadanie 5

Sztywna plyte podwieszono na 4 pretach, rys. 9. Okresli¢ jak obcigzenie rozktada si¢ na sity w odksztatcal-
nych pretach.
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Rys. 9 Piyta podwieszona na pretach
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Uwagi koncowe

Wskazowka: Nalezy zawsze zaczynaé rozwiqzanie zadania statycznie niewyznaczalnego od ustalenia liczby
stopni swobody, t.j. liczby niezaleznych parametrow opisujgcych kinematyke uktadu. Liczba dodatkowych
rownan powinna by¢ rowna liczbie rownan statycznej niewyznaczalnosci, cho¢ naprawde ,, niewyznaczal-
nos¢” problemu jest okreslona jego niewyznaczalnoscig geometryczng. Schemat przemieszczen wirtualnych
powinien poprzedzac¢ schemat rownowagi sit.



