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Zginanie poprzeczne

Wstep

Definicja

Zginanie poprzeczne to przypadek, kiedy przekrdj preta jest nie tylko zginany, ale takze i $cinany sitg po-
przeczng. Wiadomo ze statyki, ze wowczas moment zginajacy nie jest funkcjg stala — jego pochodna jest
rowna sile poprzecznej. Zginanie porzeczne, jako wynik obcigzenia belki prostopadle do jej osi, jest naj-
czgstszym przypadkiem zastosowania belki.

Jest oczywiste, ze moment zginajacy wywoluje naprgzenia normalne, podczas gdy od sity tnacej powstaja
napre¢zenia styczne w przekroju poprzecznym.

Hipoteza Bernoulliego

Zakladamy, ze przekroj poprzeczny, plaski przed obcigzeniem, pozostaje plaski po obcigzeniu, podobnie jak
to bylo w przypadku prostego zginania. Jest to jednak rozwigzanie przyblizone w odniesieniu do rzeczywi-
stych belek, co mozna tatwo wykaza¢ prostym rozwazaniem.

Zatozenie ptaskiego przekroju oznacza, ze linie proste prostopadte do osi zginania (np. na pobocznicy belki)
pozostajg proste. Oznacza to, ze odksztalcenia styczne powinny by¢ state po wysokos$ci preta. Ze wzordw
Hooke’a (fizykalnej liniowos$ci) napr¢zenia Scinajgce rowniez powinny by¢ state. Przeczy to jednak statycz-
nym warunkom brzegowym, z ktorych wynika zerowanie si¢ naprezen stycznych na nieobcigzonym brzegu,
rys. 1.

a) b) c) d)

Rys. 1. Spaczenie przekroju w wyniku sity poprzecznej

Rys. 1.a) przedstawia element belki ograniczony dwoma przekrojami poprzecznymi przed obcigzeniem b)
po obcigzeniu (katy proste pozostaja proste, nie ma $cinania). Deformacja jak na rys. c¢) nie jest mozliwa,
poniewaz powodowalaby niezerowe naprezenia styczne w skrajnych widknach. Przypadek d) przedstawia
spaczenie przekroju z napr¢zeniami stycznymi maksymalnymi w osi obojetnej, a zerujgcymi si¢ we wiok-
nach skrajnych.

Obserwacja rzeczywistych belek rowniez wskazuje na paczenie si¢ przekroju poprzecznego. Rozwigzanie
teorii sprezystosci pokazuje jednak, ze jesli sita poprzeczna jest stala, rozklad naprezen normalnych wywo-
fanych momentem zginajacym jest takie samo jak dla zginania prostego, to jest takie samo jak dla zatozenia
plaskich przekrojow. Dla przypadkow zmiennej sity poprzecznej i typowych ksztattow przekroju poprzecz-
nego, blad zaloZenia plaskich przekrojow jest zwykle do przyjecial.

Naprezenia normalne

Na podstawie hipotezy Bernoulliego wzor na napre¢zenia normalne jest podobny do wzoru dla zginania pro-
stego (walcowego):

L por. np. V.D. da Silva, Mechanics and Strength of Materials, Springer 2006, str.259
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ale tym razem zaré6wno moment zginajacy jak i napr¢zenia normalne sg funkcjami wspotrzednej zwigzane;
Z 0sig preta.

Naprezenia styczne
Jak juz wspomniano, obliczenia naprezen tngcych wymagaja zwykle przyjecia uproszczen, ktorych btad za-
lezy od ksztaltu przekroju. Z warunku réwnowagi elementu belki otrzymujemy wzor na usrednione napre-
zenia styczne w plaszczyznie przekroju poprzecznego:

Qx)sy(2)

e Ty )

gdzie:

Q(x) jest silg poprzeczna,

Sy (z) jest momentem statycznym odcigtej czesci przekroju (gornej lub dolnej, obojetne ktore;),

J, jest momentem bezwladnosci catego przekroju,

b(z) jest dlugoscig linii cigcia (wzdtuz ktorej usredniamy naprezenia styczne).

Zwrot 1 znak naprezenia stycznego zalezg od zwrotu sity poprzecznej i przyjetego uktadu osi wspodtrzednych,
ale nie sg tak oczywiste jak mogloby si¢ to wydawac. Rozwazmy element wycicty z belki, powyzej 0si
obojetnej, z dodatnig sita poprzeczna, rys. 2.
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Rys. 2 Naprezenia tnace zginanego elementu; rozcigganie: a) dotem, b) gora
Dodatnia sita poprzeczna oznacza rosngcy moment gnacy dla dolnych wldkien rozciaganych lub malejacy
moment gnacy dla gornych widkien rozciaganych. W obu przypadkach, rOwnowaga elementu jest uzyski-
wana przy takim samym zwrocie sit §cinajacych T. Te sily §cinajace powoduja z kolei naprezenia $cinajace,
T, , 0 takim samym zwrocie 1 kierunku. Korzystajac z symetrii tensora napr¢zenia i wiedzac, ze naprezenia
tnace dziataja w narozu ,,parami”, t,, =1,,, mozemy okresli¢ zwrot i znak naprezen $cinajacych w przekroju
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poprzecznym. Nalezy pamigtac, ze znak napr¢zenia stycznego nie jest wielkoscig obiektywna i zalezy od
przyjetego uktadu osi wspotrzednych.
Zwykle maksimum naprezen stycznych jest osiagane w osi obojetnej napr¢zen normalnych.

Wymiarowanie przekroju
W wicekszosci przypadkow, kryterium wymiarujgcym w stanie granicznym no$nosci jest napr¢zenie nor-
malne, dlatego zwykle rozpoczynamy wymiarowanie od spetnienia tego warunku:

M y
maxo,|=——<R.
Wy
Nastegpnie sprawdzamy warunek dla naprezen stycznych:
max(t,, | <R

gdzie R, jest wytrzymalo$ciag na $cinanie (stata materialowa).

Przyktady

Przykiad 1
Okresli¢ rozktad naprezen stycznych w przekrojach: a) prostokatnym, b) trojkatnym (trdjkat rownoramienny
bxh) i ¢) kolowym.

Rozwiazanie
a) przekrdj prostokatny
Obliczamy:
7 \2
oby-gh 1G]
e T, T 2bh
12

Maksimum osiggane jest w osi obojetnej (naprgzen normalnych):

max(t,,) =1, (2=0) :%% .

Rozktad naprezen jest paraboliczny z warto$cig maksymalng o 50 % wigksza niz $rednia dla catego prze-
kroju.
b) przekrdj trojkatny
szerokos$¢ 1 wysokos¢ jako funkcje zmiennej z:
b(z)=2b-Pz, h(z)=2h-z

czton zalezny od geometrii przekroju:

Sy(2) 2
oy =3k

poszukujemy linii ci¢cia dla ktérej naprezenia styczne beda maksymalne:

oo o Clen-agnezzo o 2o

skad:
Qn’_36Qh° .0
~J, 12 ph®12 " bh
Maksymalna warto$¢ osiagana jest w pofowie wysokosci przekroju.
c) przekrdj kotowy

moment statyczny odcinka kotowego:

=39
2A

2 2
Sy (2) :%cose’ a

szeroko$¢ cigcia:
b(z) =2rcosa
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wigc:

Q-2r3cos’ o 2

|TXZ| :j— =£'2C032 o :ﬁ% 1_2_2
T r 3 qr r
——-2rcosa
4
i, ostatecznie po standardowych obliczeniach, maksymalna warto$¢ jest osiggana dla z = 0:
maxt,,| = 49,
“ 3 A

Przykiad 2
Okresli¢ stosunek wartosci maksymalnych naprezen normalnych do maksymalnych naprezen stycznych we
wsporniku o prostokatnym przekroju poprzecznym (bx h), obcigzonym sitg skupiong na jego wolnym
koncu(x = I).

Rozwiazanie

maksymalna warto§¢ momentu gnacego: M, =PI, sifa poprzeczna: Q=P (stala)
maksymalna warto$¢ naprezen normalnych (w utwierdzeniu) wynosi: maxjs,|= ETPZI
maksymalna warto$¢ naprezen stycznych: maxz,,|= 1.5b£h

max|t,| bh? 15P h’
Jak wida¢, zwykle naprezenie normalne jest znacznie wigksze od stycznego.

max|c
stosunek naprezen: lox| _6P1 bh )

Przykiad 3

Spawany profil IPES 600, huty ,,Pokd;” ma wymiary: wysoko$¢ catkowita 600 mm, szeroko$¢ potek: 220
mm, wysokos$¢ polek: 23 mm, grubo$¢ srodnika: 8 mm. Okresli¢, jaka cze$¢ sily poprzecznej przenosi $rod-
nik.

Rozwiazanie

moment statyczny dla cigcia w Srodniku:

S, (2) =1460+307-0.42% =1767-0.42% cm?
3

S,(z=0)=1767 cm

S, (z=277)=1460 cm®

co oznacza, ze wykres naprgzen stycznych jest ,,ptaski”
moment statyczny dla cigcia w polce:
S, (y)=2.3-(11-y)-28.85=66.36-(11-y) cm?

S,(y=0)=730 cm®
Na rys. 3 pokazany jest wykres naprezen stycznych 1 ich ,,rozptyw” w przekroju.
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Rys. 3 Naprezenia styczne w IPES 600
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Obliczamy sile tnacg przenoszong przez srodnik:

h
2 QSy(2)
Q=b 2% 0y gm0

_h
2

Q=0.965Q,

a wiec $rodnik przenosi 96.5% calkowitej sity poprzeczne;.

Przykitad 4.

Belka o rozpigtosci | = 4m i prostokatnym przekroju poprzecznym ax2a jest obcigzona obcigzeniem cigglym
g =90 kN/m. Okresli¢ warto$¢ parametru a przekroju poprzecznego, jesli dopuszczalne naprgzenie normalne
i styczne wynoszg odpowiednio R = 300 MPa i Rt = 100 MPa. Narysowac trajektorie naprezen glownych.
Rozwiazanie

maksymalny moment gnacy:

=180 KNm

2 3 2
maxMy :i:w
8

wskaznik przekroju:

wymiarowanie:
max M .10%.
Y <R 180-10°-3
W, 2a®
sprawdzenie naprezen stycznych
maksymalna wartos¢ sily tnacej:

max|c,,| = <300-10° — a>0.0965=0.1m

max|Q| =180 kN
naprezenie tnace:
3
max]t,, | -3 18007 _ 135 MPac<r,
2 0.1.0.2

Naprezenia glowne:

— w skrajnych wioknach wystepuje jedynie naprgzenie normalne, wigce kierunki gtéwne sg poziome 1 pio-
nowe,

— w osi obojetnej wystepuje jedynie naprezenie styczne, wiec kierunki gtdwne sg pod katem 45 stopni:

tga 1: i .
O

Trajektorie naprezen gldéwnych przedstawia rysunek 4. Sg to dwie rodziny linii wzajemnie prostopadtych.
Rysunek trajektorii napr¢zen rozciagajacych uzasadnia polozenie zbrojenia w belce zelbetowe.

o w  AIIIIIIIIITIIT

Rys. 4 Trajektorie naprezen gtownych w belce Zginanéj
Zadania kontrolne

Problem 1

Drewniana belka o rozpigtosci 3 m i szerokosci 90 mm przenosi trzy sity skupione, rys. 5. Wiedzac, ze dla
uzytego rodzaju drewna o4, =12 MPa and z4,, = 0.8 MPa, okresli¢ niezbedng wysokos¢ przekroju belki, d.
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Rys. 5 Belka wraz z obcigzeniem

Problem 2

Dla zginanej poprzecznie belki o przekroju jak na rys. 6, okresli¢ napr¢zenia normalne, styczne i gtowne w
p. K. Zalozy¢, ze wszystkie wymiary przekroju sa dane.

118 kN

K
A 25m 25m JAN IJi-l

Rys. 6 Belka wraz z przekrojem

Problem 3

Drewniana belka przenosi site skupiong w $rodku przesta, rys. 7. Okresli¢ wysokos¢ h i szerokos¢ b belki,
wiedzac ze P = 40 KN, Rt=1.5 MPa, R = 12 MPa.

140 KN

1m 1m

Rys. 7 Belka z obcigzeniem

Uzupetnienie

Sita rozwarstwiajaca

Podluzna sita tnaca (T na rys. 2) przypadajaca na jednostke dlugos$ci nazywana jest sila rozwarstwiajaca.
Znaczenie tej sily staje si¢ jasne, gdy porownamy dwie belki o takich samych wymiarach, rys. 8, przy czym
jedna z nich wykonana jest z dwdch elementow (desek).

Rys. 8 Belka jednolita i1 belka rozcigta

W belce rozcigtej naprezenia normalne sg wigksze dwukrotnie a krzywizna — czterokrotnie.
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Srodek $cinania?

Warunek réwnowagi wymaga, aby potozenie osi dzialania sity poprzecznej pokrywalo si¢ z linig dzialania
wypadkowej pochodzacej od naprezen stycznych. Z tego powodu, potozenie osi dziatania sily poprzeczne;j
nie jest dowolne. W przeciwnym przypadku, oprécz sily tnacej w przekroju poprzecznym pojawia si¢ takze
moment skrgcajacy.

Obliczmy naprezenia tngce w profilu ceowym, rys. 9. Wypadkowe naprezen tngcych w §rodniku (Ra) 1 w
potkach (Rp) redukuja si¢ nie tylko do sity tnacej ale takze i do momentu skrgcajacego. Aby moment skreca-
jacy zniknat, sita poprzeczna powinna by¢ przytozona w pewnej odlegtosci d od srodnika.
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Rys. 9 Ceownik

Srodek $cinania jest takim punktem, ze przechodzaca przezen linia dzialania sity tnacej, nie powoduje po-
wstania momentu skrecajacego.

Profile cienko$cienne o prostych $ciankach przecinajacych si¢ w jednym punkcie, rys. 10, sg szczegdlnym
przypadkiem o $rodku $cinania w punkcie przecig¢cia osi $§cianek. Poniewaz wypadkowe naprezen tnacych
w $ciankach przechodzg przez punkt przecigcia ich kierunkéw, moment od naprezen tngcych wzgledem tego
punktu zeruje sig.
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Rys. 10 Szczegdlny przypadek srodka Scinania.

2 por. da Silva, op.cit.



