Adam Pawet Zaborski — wytrzymato$¢ materiatow

Ugiecia belek

Wstep

Ugieciem nazywamy zlinearyzowane przemieszczenie; w przypadku belki jest to przemieszczenie pionowe
osi belki. W technicznej teorii zginana zaktada sig:
— hipoteze Bernoulliego (o ptaskich przekrojach),
— mate pochodne przemieszczen.
Krzywizna preta jest proporcjonalna do momentu zginajacego i odwrotnie proporcjonalna do sztywnosci
zginania:
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Wz6r na krzywizn¢ ma postac:
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skad otrzymujemy rownanie rézniczkowe linii ugiecia belki w postaci rOwnania o zmiennych rozdzielo-
nych:

EJ,w"(x) =-M(X)

Znak w powyzszym wzorze wynika z przyjetego ukladu odniesienia: osi belki 1 momentu zginajacego, rys
1.
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Rys. 1. Ukfad wspétrzednych

Roéwnanie ugigcia moze by¢ rozwigzane na kilka sposobow. Ograniczymy si¢ do trzech najpowszechniej
uzywanych.

Metoda analityczna

Jest to metoda dwukrotnego catkowania rownania rozniczkowego linii ugiecia. W wyniku calkowania otrzy-
mujemy dwie stale calkowania, ktére nalezy wyznaczy¢ z kinematycznych warunkow brzegowych. Jesli
moment zginajacy jest zadany przedziatami, w kazdym z przedziatlow nalezy przeprowadzi¢ catkowanie
osobno. W ten sposob otrzymujemy do wyznaczenia dwie state calkowania dla kazdego z przedziatow. Do-
datkowe warunki do wyznaczenia tych statych sg to tzw. warunki zgodno$ci. MOwia one, ze ugiecie z obu
stron punktu charakterystycznego sg takie same, podobnie jak i katy ugigcia. Podczas gdy pierwszy z wa-
runkow jest oczywisty, drugi wynika ze wzoru na krzywizne: zalamanie osi belki oznacza krzywizng nie-
skonczenie wielka, co moze mie¢ miejsce przy zerowej sztywnosci zginania albo nieskonczenie wielkim
momencie zginajacym. Oba przypadki sg czysto teoretyczne.

Metode obliczen objasniaja przykiady.

Przyklad 1
Okresli¢ ugiecie wspornika obcigzonego sitg skupiong na wolnym koficu, rys. 2.
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Rys. 2 Obcigzony wspornik

Rozwigzanie
réwnanie momentu:
M (X) = —20.4+12x

rownanie Krzywizny:
EJw' (x) = 20.4 —12x
po scalkowaniu jeden raz:
EJW (X) = 20.4x—6x% +C
i drugi raz:
EJw(x) =10.2x*> —2x3 +Cx+D

kinematyczne warunki brzegowe maja postac:
w(0)=0, w'(0)=0

skad mamy C=D=0

i w rezultacie:
W(x) = 19.65
CEJ
Przyklad 2

Belka na dwoch podporach obcigzona sitg skupiong, rys. 3. Okre$li¢ maksymalne ugiecie belki.
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Rys. 3 Belka z obcigzeniem

Rozwiazanie
Wprowadzamy uktad wspotrzednych z obu stron (por. rys. 3):
M (x) =10x M (x;) = 20%,
EJw'=—10x Edw, "= —20%
EJw=-5x?+C Edw,'=-10x2 +C,
EJw=-2x%+Cx+D Edw; =-Lx} +Cyx +D,
w(0)=0 — D=0 w,(0)=0 — D, =0
warunki zgodnosci majg postac:

wW(2) = w; (1)

W (2) =-w' (D)
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Uwaga: Znak minus w drugim warunku wynika z rdznej skretnosci uktadow odniesienia (odmienna defini-
cja dodatnie pochodnej czy dodatniego kata, patrz rys. 4.
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Rys. 4. R6zne ukiady wspotrzednych

wykonujgc obliczenia, mamy: C =13.33, i ostatecznie:
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wix) = EJ

Obliczamy ekstremum ugie¢:

W)=0 — —224241333-0 — x=163 — Wy =22
3 EJ

Przyklad 3

Okresli¢ ugiecie belki obcigzonej sita w srodku przesta.

Rozwigzanie

lszy przedzial 0 < x < %4: M(x)=2% = EIw(x)=-2x"+Cx +D,,
2giprzedziat: 0<X, < 4: M(%)=5%, = EJW,(x,)=-LX%,+CX,+D,,
warunki brzegowe i zgodnosci: W, (0) =0, w,(0)=0, w(3)=wW,(3), W'(3)=-W,'(3),
skad: D, =D, =0, C,=C,-21’+C,=L21>°-C, = C =2I%.
Konicowa posta¢ rownania linii ugiecia:
EJ w(x)=—£2x° +£1%x.

Maksymalne ugiecie (tzw. strzatka ugiecia) osiagane jest w Srodku przesta:
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Metoda Clebscha

Jesli belka posiada wiele przedziatow charakterystycznych, metoda analityczna jest ucigzliwa. Sformuto-
wanie rozwigzania moze by¢ znacznie uproszczone, jesli warunki zgodno$ci beda automatycznie spet-
nione. Mozna to uzyskac zapisujac rOwnanie w szczeg6lny sposob:

1. Przyjmujemy jeden wspdlny uktad wspotrzednych dla catej belki: x, w(x), M(X).

2. Rownanie w i-tym przedziale zapisujemy tak, aby zawieralo rownanie z poprzedniego przedziatu. W ten
sposob warunki cigglosci beda automatycznie spetnione.
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3. Zamiast zapisywac kazde z rbwnan osobno, zapisujemy je jednym rownaniem, zaznaczajac zmienny za-
kres obowigzywania rownania (“szlabanami”). State catkowania sg wspdlne dla wszystkich réwnan.

4. Wyrazenia w nawiasach sg zawsze dodatnie albo zero.

5. Aby spetni¢ wymodg punktu (2), metoda moze by¢ zastosowana do przedzialow o tej samej sztywnosci
zginania. Ponadto, obcigzenia ciggle i momenty skupione zapisujemy w sposob szczegolny.

Przyklad 4
Okresli¢ ugiecie belki z rys. 5.
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Rys. 5 Obcigzona belka

Rozwiazanie

Rownanie momentu zginajacego:

M(x)=Rax-1gx*+ig<x-a>* +M; <x-b>% +Rg <x-C>

EJ,w'(x)=-Rpax+3gx* -1g<x-a>*-M; <x-b>" -Rg <x-c>
EJ,w(X)=C-1Rax*+1gx®-Lg<x-a>®-M; <x-b>-1Rg <x-c>?
EJ,w(x)=Cx+D-1Rx®+Lax* -Lg<x-a>*-iM; <x-b>*-L1Ry <x-c>°
State catkowania wyznaczamy z warunkow brzegowych: w(0) =w(c) =0, wigc
D=0, Cc-1iRnc®+4qc’ -Lac-a)*-iMy(c-b)?=0 = C=...

Zauwazmy, ze state catkowania sg wspolne dla wszystkich przedzialow.

Zadania kontrolne
Okresli¢ ugiecie w punkcie K belki z rys. 6 i naszkicowa¢ lini¢ ugigcia belki.
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Rys. 6 Zadania kontrolne



