Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatlow

Skrecanie pretow kolowych

Definicje

kat skrecenia — kat pomiedzy koncowym i poczatkowym potozeniem wektora wodzacego punktu, rys. 1,
kat jest zdefiniowany w przekroju poprzecznym, jednostka jest [rad] lub [°]; jest to kat obrotu
jednego przekroju wzgledem innego

) ©

Rys. 1 Definicja kata skrecenia

jednostkowy kat skrecenia — kat skrecenia na metr
moment skrecajacy — moment, ktorego wektor jest rownolegly do osi preta, moze by¢ przedstawiany w

rézny sposob, rys. 2
‘U 4|, - I

Rys. 2 Symbole uzywane do oznaczenia momentu skrgcajacego

Najczestszym zastosowanie skrgcania waty napedowe, ktére moga by¢ petne albo drazone.
Z rozwigzania zagadnienia brzegowego mamy:

M =[] (Y - 0y 2)0F =[] |86[22 + y)y - GolZe - 2z jiF = cos,
F F
gdzie moment bezwtadnos$ci na skr¢canie jest zdefiniowany jako:
Js EH(%;Y—%HyZ +22)1F
F

W ogdlnym przypadku bezwtadno$¢ na skrecanie zalezy od funkcji spaczenia i posrednio od rozwigzania
zagadnienia brzegowego.

Zalezno$¢ jednostkowego kata skrecenia od momentu skrecajacego i sztywnoscia na skrecanie Gls:

— M S
Gl
Jednostka jednostkowego kata skrecania jest [1/m = rad/m].

Skrecanie przekroju osiowo-symetrycznego

Podstawowe wzory

W szczegdlnym przypadku osiowej symetrii (koto, pier§cien), funkcja spaczenia jest tozsamosciowo rowna
zero 1 moment bezwtadnosci na skrgcanie redukuje si¢ do biegunowego momentu bezwladnosci:
0(y.)z=0 — Jo=1J
Przekrdj ptaski pozostaje ptaski i nie deplanuje sig.
Naprezenia wyrazajg sig:
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Ty =¥G0Oz, 1, ==tGoy.
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Rys. 4. Rozklad naprgzen stycznych
Wypadkowe naprezenie jest:

I\;IS r, [MPa],

0

r=\td +7% =GOz +y? =Gor =

a wiec rozklad jest liniowy, rys. 4.
Kat skrgcenia obliczamy na podstawie jednostkowego kata skrecenia, przy zatozeniu, ze moment skrecajacy
jest staly:

d—“:@: M, - a=[6dx= M.ls [1=rad]
Jest to kat obrotu jednego przekroju wzgledem drugiego. Uwaga: kat jest bezwymiarowy, w radianach, nie
w stopniach.
Gdy przedzial jest obcigzony ciggtym momentem skrecajacym m(x) , wzory przeksztalcg sie:
X X M
M) = m@de, and  a(x) = [ 2 E g
0 0 G‘JO

Warunki projektowania

Sa dwa podstawowe warunki projektowania:
— wytrzymato$ciowy
— uzytkowania.
Pierwszy warunek oznacza ze konstrukcje (element) powinien przenies¢ zadane obcigzenie. Drugi oznacza
wymagania dotyczace trwalo$ci, sztywnosci, odpornosci na warunki atmosferyczne itp. Z punktu widzenia
wytrzymalo$ci materialow warto wspomnie¢ o dwoch zasadniczych warunkach projektowania:
— na stan graniczny no$nosci
— na stan graniczny uzytkowania, zwykle chodzi o sztywnos¢ ukfadu.
W przypadku skrecania, mamy:
max( t) < R,
gdzie R, jest wytrzymalo$cig obliczeniowa na Scinanie danego materiatu. Odpowiednig warto$¢ mozna

znalez¢ w normach przedmiotowych.
Poniewaz najwigksze naprezenia sa osiggane na pobocznicy walca dla r =R, wprowadzamy tzw. wskaznik
wytrzymatos$ci na skrecanie W, :

def

0

‘]O
R H

wigc:

M M

S~ O0R=_"0

max(t) =
©) 3, W,
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Wymaganie sztywnosci sprowadza si¢ do zadania nie przekroczenia zadanych dopuszczalnych wartosci
kata skrecenia lub jednostkowego kata skrecenia:
0 <04op, OF <ty

Waly napedowe

Zasadnicza wielkoS$cig, jaka powinna by¢ brana pod uwage to moc przekazywana poprzez naped oraz
predkos¢ obrotowa watu. Projektowanie oznacza dobor materiatu i wymiaréw przekroju poprzecznego watu,
tak aby maksymalne napr¢zenia styczne nie zostaly przekroczone.
Moc P zwigzana z predkoscig obrotowa wywotang dziatajacym momentem Mg jest:

P=Myo,
gdzie o jest predkoscig obrotowa wyrazong w radianach na sekunde. Ale, o=2xf , gdzie f jest czgstoscig

obrotowg t.j. liczbg obrotow na sekunde. Mamy:
P=M,2nf .

Wal drazony

Liniowy rozktad naprgzen stycznych oznacza, ze widkna zewnetrzne sg najlepiej wykorzystane a widkna
blisko $rodka praktycznie prawie wcale. Dlatego uzycie dragzonych waldow ma sens, zwlaszcza w
przypadkach, gdy bardziej liczy si¢ cigzar elementu niz jego koszt.

Moment bezwladnosci przekroju drazonego (pierScieniowego) o Srednicy zewnetrznej D i wewnetrznej d
jest:

. _nD4 nd m (D4—d4),

2 32 3R
a wskaznik na skrecanie jest:

W, :JEOZ:lGLD(D“—d“).

Przyklady

Przyklad 1

Wat o $rednicy 4 cm i dlugosci 2 m jest zamocowany na jednym koncu a obcigzony na drugim takim
momentem, ze punkt A na pobocznicy przemiescit si¢ do punktu A’. Dhugos¢ tuku AA’ jest 1 mm.
Okresli¢ kat skrecenia, jednostkowy kat skrecenia, moment skr¢cajacy, maksymalne naprezenia tnace oraz
odksztatcenia katowe na pobocznicy. G = 80 GPa.
Rozwiazanie
Z definicji kata skrecenia mamy:

a=222r-02 005 [rad].

nd 4

Dla stalego momentu skrecajacego mamy:

0= % = % =0.025 [rad/m].

Ze wzoru na jednostkowy kat skrgcenia dostajemy:
4
M, =GJ,6=80-10° -%-0.02&500 [Nm]

(jest to warto$¢ catkiem spora, przecietny moment obrotowy w VW golfie jest ok. 150 Nm). Maksymalne
napre¢zenia styczne sa:
My GJo0 d o 6
T =y =y R =G0 =80-10°0.025.0.02=40-10° [Pa] =40 [MPal.
0 0

Z rownania Hooke’a okreslamy
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AT d

y=2¢ =0—=0.025-0.02 =0.0005.
2G 2

Przyklad 2
Okresli¢ kat obrotu przekroju A wzgledem E dla watu na rys. 5, d; =4cm, d, =3cm, G = 80 GPa.

70 40 30 Nm

F—p———

| 04 |04 |03] 05m |
I |

Rys. 5 Skrecany wat

Rozwiazanie
Ze wzoru na kat skrecenia mamy:
a = —
GJ,
Wzér jest shuszny dla statych parametrow, wiec dzielimy element na przedzialy o stalym momencie
bezwladnosci przekroju i statym momencie skrgcajacym: AB, BC, CD and DE.
Mamy:

4

AB: 1,5 =04m, M, =30-40+70=60 Nm, J ,5 _™r 551107 m*, o g = 50'0'4 —=0.00120rad
32 80-10°-2.51-10~
4

BC: Igc =04m, Mg =30-40=-10Nm, Jg _™ 551107 m*, o = _910'0'4 —=-0.000199rad

32 80-10°-2.51-10"

4

CD: lgp =0.3m, Mp =30-40=-10Nm, J, :?_;:7_95.10*8 m*, ocp = —10:0.3 =-0.000472rad

80-10°.7.95.1078

nd; 30-05

DE: Ioe =05mM, Mpe =30 Nm, J,r = —2 =7.95.10°m*, o e = =0.00236rad
PE bE PET 32 PF " 80.10°.7.95.10°

1 catkowity kat skrecenia jest:
OLpg = Olpg +0ge +0cp +0pg =0.00120 —0.000199 —0.000472 +0.00236 =0.00289 rad.
Rys. 6 przedstawia wykres kata skrecenia.
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Rys. 6 Wykres kata skrecenia
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Przyklad 3

Okresli¢ $rednicg walu z rys. 7, jesli dopuszczalna wartos¢ (a) naprezenia tngcego wynosi R, =150 MPa, (b)
jednostkowego kata skrecenia jest 0, =0.05 [rad/m] oraz (c) kata skrecenia pomiedzy przekrojami B i D
jest 0.02 [rad]. Modut Kirchhoffa wynosi G = 80 GPa, d, =1.2d; .

300 Nm 800 Nm
Tt

‘ 0.7m ~0.3‘ 1.2m ‘

Rys. 7 Skrecany wat

Rozwigzanie
1 warunek bedzie spetniony dla:

M
Tiax =W—°s R, =150 MPa
0

skad mamy:
My _16M, <R > d33 16M,
Wo nd? 7R,
oraz

B TRy W I R PSP W RSP
7-150-10 12 Y x-150-10 12 Y x-150-10

2 warunek bedzie spetniony, gdy

wiec

M
p=—2<0,, =0.05
GJ,

skad mamy:

32M 32M
$<005 —» dz4—>>t—
Gnd* \'80-10°.0.05
czyli
dup =4 —230  _00206M, dpe == 4 —220 _ _00246m, dep = -4 — =20 _0,0280m
80-10°7-0.05 12 V80-10°%.0.05 12 \80-10°%-0.05

wiec

3 warunek bedzie speliony, gdy
apgp <0, =0.04rad

skad:
Mpgcl M .1.2.
Opgp =0pc +0cp = BCBC 4 colen | 30900332 50901232 4|£0.02
Glosc  Glocp  |80-10°-m-(L2-d)* 80-10% x-(1.2-d)"|
wiec
d zi.d—329 (500-1.2-300-0.3) =0.0297m
12 Y r-80-10°-0.02
Biorac pod uwage powyzsze wyniki, przyjmujemy ostatecznie:

d =0.03m =3cm
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Przyklad 4

Dla watu z rys. 8 okresli¢ funkcje momentu skrgcajacego i narysowaé wykres jednostkowego kata skrecenia.
Okresli¢ wartosci i narysowac wykres kata skrecenia. d; =3cm, d, =3.1cm, G =80 GPa.

150 Nm/m

0.6 E.ZO.S ‘ 1.2m ‘
ds dz

Rys. 8 Wat z obcigzeniem

Rozwiazanie

Aby rozwigza¢ problem statycznie niewyznaczalny, musimy wréci¢ do zagadnienia brzegowego 1 pelnego
ukfadu rownan. Jak wiadomo, mamy:

— rownania statyki rownowagi sit (rownania Naviera ze statycznymi warunkami brzegowymi),

— réwnania geometryczne zgodnos$ci (Cauchy’ego z kinem. war. brz.), oraz

— rownania konstytutywne opisujace material.

W naszym szczeg6Inym przypadku skrecanego watu, mamy:

— Jedno rownanie statyki Y} M, =0 (wypadkowy moment powinien si¢ zerowaé z war. rownowagi)
— jedno rownanie geometryczne zgodnosSci o,z =-ags =0 (kat skrecenia pomiedzy utwierdzoymi koncami)
, . Ml
— réwnanie konstytutywne o = ﬁ
0

Uwalniamy uktad z wiezow:

Ma 150 Nm/m Me
0.6 bzo.s ‘ 1.2m
A B C D E

Rys. 9 Wat z reakcjami i obcigzeniem

Mamy dwie niewiadome M ,,M¢ i dwa rownania, jedno statyczne i jedno kinematyczne:
M, —150-0.7+Mg =0
Qpg +0gc +0cp +0pe =0
Drugie z rOwnan mozemy rozpisac jako:
M,-06 (M, —150-0.5-0.2)-0.2 . (M, —150-0.2-150-0.5-0.5)-0.5 . (M, -150-0.7)-1.2
Gly Gl GJo, Glo,
Mnozac obustronnie przez GJ,, Z Jo;/Jo, =0.8771 dostajemy:
0.6M 5 +0.2M , —3+0.8771-0.5M 5 —29.6+1.05M , —110.5=0,
skad mamy:
M, =62.47 Nm, Mg =-42.53 Nm.

Rys. 10, 11 oraz 12 przedstawiaja wykresy momentu skrecajgcego, jednostkowego kata skrecenia oraz
samego kata skrecenia.




Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatlow

Moment
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Rys. 10 Wykres momentu
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Rys. 11 Wykres jednostkowego kata skrecenia
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Rys. 12 Wykres kata skrecenia
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Zadania kontrolne

Problem 1

Silnik polaczony jest z generatorem drazonym walem o $rednicy wewngtrznej 100 mm i zewngtrznej 150
mm. Wiedzac, ze dopuszczalne naprezenie tngce wynosi 85 MPa, okresli¢ maksymalny moment, ktory moze
by¢ przeniesiony: a) przez istniejacy wal, b) przez wat pelny (bez wydrgzenia) o tej samej masie, c) przez
wydrazony wal o tej samej masie i §rednicy zewnetrznej 200 mm..

Odp.: a) 45.2 kNm, b) 23.3 kNm, c) 70.5 kNm

Problem 2

Okresli¢, w ktorym z odcinkéw AB, BC and CD watu o przekroju kotowym, rys. 13, wystapiag maksymalne
naprezenia styczne oraz warto$¢ tych naprezen.

d, =20 mm, d, =25 mm, d; =30 mm.

Odp.: 58.7 MPa w 2 odcinku watu.

90 Nm

A

Rys. 13 Wat z obcigzeniem

Problem 3

Przektadnia, rys. 14, posiada 2 kota zebate: wigksze o srednicy 20 mm i mniejsze o Srednicy 8 mm. Wiedzac,
ze dopuszczalne naprezenia styczne wynoszg 85 MPa, okresli¢ §rednice watkow, jesli moment skrecajacy
wynosi M; =220 Nm.

i, M2

Rys. 14 Przektadnia z dwoma watkami i kotami

Odp.: d, =0.0236, d, =0.0174 m.

Problem 4

Wiedzac, ze dopuszczalne naprezenia styczne mosi¢znego walu o obu koncach utwierdzonych, rys. 15,
wynosi 55 MPa, okresli¢ srednicge watu. Dla obliczonej srednicy 1 modutu Kirchhoffa 37 GPa, okresli¢ kat
obrotu przekroju, w ktérym przylozono moment.
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F
e

Rys. 15 Mosi¢zny wat z obcigzeniem

Odp.: d>0.0214m, o =0.0837 rad = 4.79°

Problem 5

Okresli¢ srednice stalowego watu, rys. 16, wiedzac, ze dopuszczalne naprezenie styczne wynosi 80 MPa, a
maksymalna warto$¢ kata obrotu wzgledem utwierdzenia nie powinna przekroczy¢ wartosci 2 stopni, G =
80 GPa

170 Nm
100 Nm

I 0.6m J 0.7m L

Rys. 16 Wat z obcigzeniem

Odp.: d =0.0198 m (por. wykres kata skrecenia).

Problem 6

Zwymiarowa¢ walek stalowy silnika volkswagena moggcego przenies¢ moc 100 kW przy 5000 obr/min,
wiedzac, ze dopuszczalne napre¢zenia styczne wynoszg 40 MPa.
Odp.: d =0.0290m



