Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatow

Skrecanie pretow o przekroju niekolowym

Analogia membranowa

Jak wykazat de Saint-Venant, funkcja spaczenia zeruje si¢ dla szczegdlnych ksztattéw przekroju: kotowo-
symetrycznych, trojkatnych eliptycznych itp. Jesli funkcja spaczenia nie zeruje si¢, konieczne jest
rozwigzanie zagadnienia brzegowego.
Poprzez parametryzacje tzw. funkcjami Prandtla, problem brzegowy moze by¢ zapisany w postaci
rownania Poissona:

V2y =-2G0
gdzie funkcja v jest funkcja Prandtla:

Ty = 62 Ty = —62.
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Rozktad naprezen stycznych w przekroju niekotowym moze by¢ zobrazowany poprzez uzycie tzw.
analogii membranowej. Spr¢zysta membrana pod jednorodnym ci$nieniem stanowi analog skrecanego
przekroju: oba problemy opisuja identyczne zagadnienia brzegowe. Wypadkowe naprezenia styczne w
punkcie majg taki sam kierunek jak pozioma styczna do membrany (styczna do jej warstwic) a ich
wielkos$¢ jest proporcjonalna do spadku (nachylenia) membrany. Ponadto, moment skrecajacy jest
proporcjonalny do objetosci pod membrang.

Przekradj prostokatny
Najwigksze naprgzenia wystepuja na brzegu, w srodku dtuzszego boku prostokata, rys.1
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Rys. 1 Funkcja Prandtla dla przekroju prostokatnego

Ponadto, zerowe naprezenia wystepuja w narozach i w srodku przekroju, rys. 2.
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Rys. 2 Naprezenia tngce w skrgcanym przekroju prostokatnym
Rozwigzanie dla przekroju prostokatnego moze by¢ otrzymane poprzez rozwini¢cie funkcji spaczenia w
szereg: oly,z)=yz- 3 f,(y)84 (2)--
n=0

Rozwigzanie moze by¢ stablicowane z zastosowaniem wzorow:
M S 3
T = , Jo=P hh3h, 1. = YTinax 1
max W s (b)) S max
gdzie t jest naprezeniem stycznym w Srodku krotszego boku a wspotczynniki o, B oraz y sg okreslone w
tablicy 1.

hib |1 1.25 1.5 2 3 5 10 0

a 0.2082 | 0.2212 | 0.2310 |0.2459 |0.2672 | 0.2915 | 0.3123 | 0.3333
i 0.1406 | 0.1717 |0.1958 |0.2287 |0.2633 | 0.2913 | 0.3123 | 0.3333
y 1.0 0.9159 | 0.8591 |0.7958 |0.7533 | 0.7429 |0.7423 | 0.7423

Tablica 1 Wspoéltczynniki we wzorach skrecanego prostokata

Przekroje cienkoscienne

Przekroj cienkoscienny to przekrdj w postaci profilu walcowanego, np. z arkusza blachy stalowej.
Doktadne rozwigzanie skrecanych profile jest trudne 1 zwykle nie niezbedne w praktyce. Zamiast tego, w
uzyciu sg przyblizone sposoby.

Z punktu widzenia praktycznych obliczen wprowadza si¢ podziat na trzy typy przekrojow, rys. 3:

(a) rozwijalne przekroje cienkoScienne otwarte (ktorych linia srodkowa nie rozdwaja si¢),

(b) nierozwijalne przekroje cienko$cienne otwarte (linia srodkowa rozdwaja si¢),

(c) profile zamknigte.

a) b) c)

Rys. 3 Profile cienko$cienne z linig srodkows, (a), (b) oraz (c)

Profile otwarte rozwijalne

Takie przekroje moga by¢ zastapione obliczeniowo prostokatem o takiej samej powierzchni i dluzszym
boku rownym dhugosci linii srodkowe;.

Na przyktad, ceownik o $rodniku 300x10 mm i potkach 90x16 mm moze by¢ zastapiony prostokatem o
linii $rodkowej dtugosci | = 2x90 + 300 = 480 mm i $redniej grubosci b = 12.25 mm.

Analogia hydrodynamiczna

Jest to analogia pomiedzy rozkladem naprezenia stycznego w przekroju poprzecznym a rozktadem linii
pradu i predkosci przeptywu cieczy w ruchu wirowym wewnatrz zamknigtego kanatu o jednostkowej
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glebokosci 1 zmiennej szerokosci, rys. 4. Latwo wykazac¢, ze zard6wno strumien cieczy jak i naprezen
stycznych jest staly, S =const.
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'Q\_\_-- _‘_——‘_‘_‘_.// // VS = const

Rys. 4 Analogia hydrodynamiczna: linie pradu i predkosci przeptywu

Profile otwarte nierozwijalne

Uzycie analogii hydrodynamicznej sugeruje, ze popelnimy stosunkowo niewielki btad dzielac przekroj na
prostokaty 1 zaktadajac ze:

— kazdy prostokat pracuje niezaleznie, przenoszac cz¢s¢ momentu skrecajagcego, My,

— jednostkowy kat skrecenia kazdego z prostokatow jest taki sam, 6, =idem.

Z rébwnania statyki i warunkdéw zgodnosci otrzymujemy uktad n réwnan dla n sktadowych prostokatow:
M M s(i+1)

M, => M, 2 = , 1=1...,n-1,
) Zl: " GJ G‘]s(i+1)

skad znajdujemy M oraz jednostkowy kat skrecenia @ calego przekroju.

si

Aproksymacja jest tym lepsza im krotsze linie podziatu na prostokaty.

Profile zamkniete
Na podstawie analogii hydrodynamicznej strumien naprezen w kazdym przekroju po grubos$ci profile jest
staty: 7,0, = 7,0, = const . Naprezenia tnace obiegajace profil rownowaza si¢ z momentem skregcajacym.
Zaktadajac stalo$¢ naprezenia po grubosci $cianki, mamy:

M ={ t8dsp(s) = 18{ p(s)ds = t52A,

gdzie F jest powierzchnig wewnatrz linii Srodkowej profilu, rys. 5.

Rys. 5 Obieg naprezen stycznych w profile zamknigtym
Stad, maksymalne naprezenia styczne beda osiggane w najwezszym przekroju:
Tax = M .
2A8

min

Powyzszy wzor znany jest jako pierwszy wzor Bredta.

Aby okresli¢ odksztalcenia dla skrgcania stosujemy wzor:
M S
GJ

e:
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gdzie GJ jest sztywnoscig skrecania, a moment bezwladnos$ci na skrecanie jest (drugi wzor Bredta):

2 2
J :ﬂ d=const — J :4A 8.
§e i
)
Przyklady
Przyklad 1

Okresli¢ maksymalne naprezenie styczne i jednostkowy kat skrecenia przekroju z rys. 6. Porownac
rozwigzanie dla profilu rozwijalnego z rozwigzaniem Bredta.
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Rys. 6 Przekroj skrecany

Rozwigzanie

a) Traktujemy przekroj jak prostokat o dlugosci rownej dtugosci linii $rodkowe;j:
| =300 —16 +2(100 —5) = 474 mm

Aby pole powierzchni bylo takie same jak profilu wyjsciowego, przyjmujemy:
A=16-100-2+10-(300-32)=5880 — &= 588%74=12.41mm

Mamy:
V478 389 5 a=p=t
5 1241 3

Maksymalne naprezenie styczne wynosi:
M M

Tax = = —————— =4.11.10° M
W, %-12.41 -474

g-Ms _ M, 13 _331.10° Ms
GJ, G 1.1241°.474 G

b) Dzielimy przekr6j n 3 prostokaty, dwie potki 100 x16 , %: 6.25 oraz Srodnik 268 x10 , %z 26.8. Parametry

o oraz B dla srodnika sg a=p=% a dla polek (z interpolacji liniowej) o =0.2976 oraz =0.2977. Przy

zalozeniach Bredta, mamy:
— rOwnanie statyki

2M, + M, =M,

— rownanie zgodnosci

M M M M
0, =0, — i Mw f - w - M, =0.7326M,
GJ; GJ, 0.2977-16°-100 0.3333-10°%.268
i ostatecznie:
0.2681M 0.366M

T, == =30010"M, 1y =—————>—=4.80-10"°M,, maxt=480-10"Mj

1.10% - 268 0.2976-162 -100

M . M
o=Ms 0366 540906 Ms

G 0.2977-16°-100 G
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Whioski:
Obie metody daja inne odpowiedzi, blad wzgledny jest: na maksymalne napr¢zenie styczne 17% a na
jednostkowy kat skrecania okoto 10%.

Przyklad 2

Okresli¢ naprezenia tngce w teowniku ($rodnik 30x5 cm, potka 6x20 cm), skrecanym momentem 20 KNm,.
jesliI/6 = 6: a.=0.299, p = 0.299, h/b = 3.33: o = 0.272, § = 0.269.
Rozwiazanie
0,=0, = M, == Mo -
G-0.299-30-125-10" G-0.269-20-216-10
M;+M, =20-10° — M,;=9.82kNm, M, =10.18 kNm,

=___9820 __ _ _ 10180  _
Tw = 5299.3000%5 — 438 MPa, Ty = G505 0003 — 020 MPa

Przyklad 3

Aby zweryfikowaé stosowalno$¢ wzoréw Bredta zanalizowac szczegdlny przypadek skrecanego przekroju
o ksztalcie pier§cienia o Srednicy zewngtrznej R i wewnetrznej r, dla ktorego znane jest rozwigzanie Sciste.
Dla celu analizy wprowadzamy parametr & okreSlajacy stosunek grubosci Scianki do promienia linii
srodkowej: £=65/p.

a) Rozwigzanie Bredta

TB — MS — — MS 1
™CO2A8 T 1 2p%

gp_M2p M, 1

2GA%s  Grm 2p%s
b) rozwigzanie $ciste
o Mo Mo 2
Wi T p6i4p2 +8° '

exact MS MS 2

- GJ, _m_apSMp2 +62i

Stosunek rozwigzania przyblizonego do Scistego wynosi:

2 2
T Bredt _ 4+§ eBredt _ 4+§

Tgow  4+28" Ogon 4
Wyniki w postaci funkcji parametru & przedstawia rys. 7.
Maksymalne napr¢zenia styczne sa niedoszacowane i blad szybko narasta (od o ~0.1) a btad na
jednostkowy kat skrecenia pozostaje niewielki do wigkszych wartosci parametru & (az do 0.5).
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Rys. 7 Porownanie wynikow ze wzorow Bredta z doktadnymi, o=8/p

Zadania kontrolne
Okresli¢ maksymalne naprezenia styczne i jednostkowy kat skrecenia dla przekrojow z rys. 8.
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Rys. 8 Profile cienkoscienne




