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StatecznoS$¢ i wyboczenie

Wstep

Definicje
stateczno$¢ — stan rownowagi trwalej

wyboczenie — prawo ruchu uktadu
Istnieja trzy typy rOwnowagi: trwata, obojetna i chwiejna, rys. 1.
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Rys. 1 Trzy stany rownowagi

Zgodnie z definicjg stateczno$ci Liapunova, glownym kryterium statecznosci uktadu jest jego odpowiedz

na niewielki bodziec:

— W stanie rOwnowagi trwatej uktad wraca do stanu (polozenia) pierwotnego

— W stanie rOwnowagi obojetnej uktad nie wraca do potozenia pierwotnego

— W stanie rOwnowagi chwiejnej uktad doznaje znaczacych przemieszczen i nie wraca do polozenia pier-
wotnego

Ukfad znajduje si¢ z stanie rownowagi trwalej wtedy 1 tylko wtedy gdy jego energia potencjalna osigga
minimum.

Sila krytyczna

Kiedy sita $ciskajaca maszt stale rosnie, maszt pozostaje stateczny do pewnej wartosci sily, rys.2. Kiedy
osiggnieta zostaje wartos$¢ krytyczna sity, obserwujemy rozdwojenie (bifurkacje) postaci rownowagi i maszt
traci rownowagg (trwata). Przemieszczenia masztu stajg si¢ nieokreslone.
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Punkt
bifurkacii
W\

Rys. 2 Sifa krytyczna i punkt bifurkacji

Powyzej punktu bifurkacji nie jest mozliwa prostoliniowa posta¢ rownowagi masztu.

Utrata statecznosci jest bardzo groZznym zjawiskiem i to z trzech powodow:

— znaczaco zwiekszone przemieszczenia uktadu zwykle oznaczaja jego zniszczenie,

— utrata statecznosci jak 1 zniszczenie elementu jest natychmiastowe, nie pozostawiajac czasu na reakcje
(akcje ratownicza),

— nie ma wczesniejszych oznak zblizajacej si¢ katastrofy.



Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatow

Wzor Eulera

W stanie liniowo sprezystym uktadu, stosujemy zwiagzki Hooke’a rezygnujac z zasady zesztywnienia, roz-
rézniajac dwie konfiguracje: poczatkowa (nieobcigzong) i aktualng (obcigzong). W konfiguracji aktualnej,
ugiecia preta beda rowne:
M (X) = Pw(x) + M, (x)
gdzie M, jest czgscig momentu zginajacego pochodzacego od zginania poprzecznego. Podstawiajac:
EIW'(x)+ PW(x) =-M, (x) = k2 EE;"J

Otrzymujemy rownanie Eulera:
M, (x)
wW'(X) +k*w(x) = ——2~
(%) (%) =

Calka ogodlna tego rbwnania jest:
W, (x) = Asin kx+ B cos kx
a postac catki szczegolnej zalezy od postaci prawej strony rOwnania.
State calkowania jak i prawa strona rOwnania Eulera zalezg od kinematycznych warunkow brzegowych,
rys. 3.
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Rys. 3 Ro6zne warunki brzegowe

M, (X)=0; w(0)=w()=0

a)|B=0, sinkl=0 = kl=nn
b _n’n’El  n’Ed
kr— I2 T eee — I2

Mp,(x)=0; w@)=w'(l)=0

b)|B=0, coskl=0 = kI:ngnn:g

_ m?EJ
412

Pkr

M (X) = Rx; Ws(x):—%x, w(0) =w(l)=w'(1)=0
C)|B=0, R=APkcoskl, tankl=kl = kl=4.493
~20197°E) _ n’EJ

P ~
“ E (0.6991)2

Mp (X) = Rx—=My; WS(X):—SX-F%, w(0) =w(l) =w'(0)=w'(1)=0

sin kl
coskl—k

d) My =-Bk*, R=APk B= A, 1-coskl=21klsinkl = kl=2n

4An’E)  n%EJ
Pe=—7—="127
I (0.51)
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M
My (X) = My; Ws(X)=—TO, w(0) =w(l) =w'(l)=0
e)|A=0, M, =BPcoskl, Bksinkl=0 = sinkl=0 = kl==

2
n°EJ
Pkl’ = |2

Wprowadzamy definicje dlugosci wyboczeniowej i smuktosci:
I

— — w
|W=0£|, =i—.

min

Dhugos$¢ wyboczeniowa jest rdwna potowie dlugosci fali wyboczeniowe;.

Smuktos$¢ jest to stosunek dlugosci wyboczeniowej do minimalnego promienia bezwtadnosci (liczonego
oczywiscie w osiach gldownych centralnych) przekroju.

Dhugo$¢ wyboczeniowa zalezy od schematu statycznego (warunkow brzegowych). Wspolczynnik o dla
schematow od a) do e) jest odpowiednio rowny 1, 2.0, 0.699, 0.5 1.

Smuktos¢ zalezy wigc nie tylko od geometrii preta (jego dlugosci 1 momentu bezwiladnosci jego przekroju
poprzecznego) ale takze 1 od schematu statycznego.

Mozemy teraz zapisa¢ wzor Eulera na sile krytyczng w postaci ogdlne;:

7?E)  7%EA

w

P, =

Wzbr ten jest wazny w zakresie liniowo sprezystym, to jest do momentu, gdy naprezenia nie przekraczajg
granicy proporcjonalnosci, Ru.

P. #°’E 7°E
Gkr=f= E <R, — RHz/1 >

: E
gdzie 1, =7 |—.

H
Zakres sprezysty jest dla smuktosci wiekszych od warto$ci smuklosci granicznej, Agr.

Zakres poza liniowo sprezysty

Zakres jest ograniczony z dwu stron przez:
— granice plastycznoscidla A =0,
— granicg proporcjonalnoscidla A= 4.

Najprostsza liniowa aproksymacje zaproponowali Tetmeyer i Jasinski, rys. 4:

O A

J-0
Re —

T-J

Re [ Jakes

nielini
owy

zakres sprezysty

Rys. 4 Zakres spr¢zysty i niesprezysty

R -Ry

ory=a-bid, o7 ;(0)=R., o7 ;(14)=Ry = a=R,, b 7

ar
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A
Pry =Aor; =AR, —ARR, —Ry )ﬂ_
gr
Inng aproksymacje¢ zaproponowali Johnson i Ostenfeld:

R. -R
03.0=C-B2, 0,4(0)=R,, 0y 0(lg)=Ry = C=R,, B= elz .
ar

2
A

Py o=A0;0=AR —AR, —Ry) — | -
Agr

Przyklady

Rozwazajac statecznos$¢ pretdw prostych napotykamy dwa rodzaje problemow:

— okreslenie dopuszczalnego obcigzenia dla zadanej geometrii preta; zakres pracy element jest znany a
priori; warto$¢ dopuszczalnego obcigzenia powinna by¢ znacznie mniejsza od wartosci krytycznej (zakres
wspolczynnikoéw bezpieczenstwa jest wyjatkowo wysoki, od 1.5 az do 7),

— okreslenie geometrii przekroju poprzecznego dla zadanego obcigzenia; zakres rozwigzania nie jest znany
z gory 1 nalezy go wstepnie zaktada¢ a po zakonczeniu obliczen weryfikowac przyjete zatozenia.

Przyklad 1

Okresli¢ wymiar kwadratowego przekroju poprzecznego wspornika obcigzonego sita P = 1 MN, jesli Re =
240 MPa, Ry = 180 MPa, E =210 GPa, | =1 m, n = 2 (wspodiczynnik bezpieczenstwa).

Rozwiazanie

i Pn—ﬂ
J12'° 1,2

Zaktadamy zakres liniowo-sprezysty, lv =2 m, A=d? J=d*12,i =

6
d- 4& ~0.069 m
72210-10
I, 212
d

Sprawdzamy zalozony zakres: 1, =107, A=-*=
1

, skad:

=99.9< 4, (zakres Zle zatoZony), zmieniamy zakres
1 stosujemy wzor T-J:

Pn=(a—bxr)d?, (240-10° -0.56-10° Zdﬂ)d2 =2.10°%, 240d?-3.88d-2=0, d =0.084 m

Przyjmujemy d = 8.5 cm.

Przyklad 2
Wiedzac, ze lw=4m, 2, =107, P = 100 kN, n = 2.12 (wspdtczynnik pewnosci), okresli¢ geometri¢ przekroju

poprzecznego ztozonego z dwu ceownikow, rys. 5.

d
Rys. 5 Przekrdj z dwu ceownikow

Rozwiazanie
Z tablic profili walcowanych mamy:
[80,A=11cm? e= 1.45cm, Jy, =106 cm? iy =3.1cm, J; = 19.4 cm*
z uwagi na statecznos$¢ w plaszczyznie X-y:
2 9 -8
2239 12952, P =2 210-10°-2-106-107 _ 75, py.
3.1 16
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Aby otrzyma¢ taka samg nos$nos$¢ w drugiej plaszczyznie, momenty bezwtadnosci powinny by¢ rowniez
sobie rowne J; = Jy = 212 cm®, co daje:
J, =2(3,0 + Fd?)
skad d = 0.028 m i minimalny rozstaw profile powinien wynosic:
45 - 14.5 = 30.5 mm = 0.0305 cm, J, =2435cm* i;=0.033 m, 1 =120.2 > .

Sprawdzenie zakresu nie jest niezbedne, gdyz sita krytyczna Eulera jest wigksza niz sita krytyczna wynika-
jaca ze wzoru T-J.

Przyklad 3

Okresli¢ dopuszczalng site dla uktadu z rys. 6, jesli d = 8 cm, | = 200 cm, stal St3S: E = 210 GPa, Ry = 180
MPa, Re = 240 Mpa, Agr = 107.

O

Rys. 6 Pret z réznymi warunkami brzegowymi w plaszczyznach gldownych
Rozwiazanie
plaszczyzna x-z:
a=2,lw=4m, A =200 > Ay (zakres sprezysty),
Pe  7%EA 260
Pyop = —=———="— kN
dop n ni 2 n
plaszczyzna Xx-y:
a=0.5,lw=1m, A =50 < Ay (zakres poza-liniowy)
Py = 21 A_(a-b)A 1065 \,\
n n n

Ostatecznie mamy Pdop = 260/n KN (n — wspotczynnik bezpieczenstwa; nie zadany, ale niezb¢dny).

Zadania kontrolne

Problem 1

Okresli¢ dopuszczalne obcigzenie osiowe dla stupa o dlugosci wyboczeniowej 6-m, wykonanego z profili
walcowanych: a) HEA 220 i b) HEA 260. Przyja¢ Rn = 180 MPa, Re = 300 MPa, E = 210 GPa. Zalozy¢
wspotczynnik bezpieczenstwa roéwny 2.

Problem 2

Sciskany pret o dlugosci efektywnej 8 m wykonano z dwu ceownikéw C200 z przewiazka jak na rys. 7.
Przyjmujac wspolczynnik bezpieczenstwa rowny 1.85, okresli¢ dopuszczalne obcigzenie osiowe preta. Przy-
ja¢ Ru = 180 MPa, Re = 300 MPa, E = 210 GPa id = 100 mm.
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Rys. 7 Przekrdj z dwu ceownikow

Problem 3

Stup o dlugosci wyboczeniowej L moze by¢ wykonany ze sklejonych identycznych desek w jednym z dwoch
ukladow pokazanych na rys. 8. Okresli¢ stosunek obcigzenia krytycznego dla uktadu a) wzgledem obcigzenia
krytycznego dla uktadu b).

Rys. 8 Dwa ulozenia klejonych desek

Problem 4

Okresli¢ obcigzenie krytyczne aluminiowego walca o dlugosci 1.5 m, §rednicy zewnetrznej 16 mm i grubosci
Scianki 1.25 mm. Przyja¢ E = 70 GPa.

Problem 5

Drewniany stup, obustronnie przegubowo podparty i o dlugosci 2 m, ma kwadratowy przekroj poprzeczny.
Przyjmujac E = 13 GPa, R = 12 MPa, oraz zakladajac wspotczynnik bezpieczenstwa 2.5 we wzorze Eulera,
okresli¢ wymiar przekroju poprzecznego dla obcigzenia (a) 100-kN, (b) 200-kN.

Dodatek

Projektowanie pretow stalowych
Nos$no$¢ przekroju preta obliczana jest ze wzoru typu:
Ndop = l//Afd )

gdzie w jest wspotczynnikiem redukcyjnym nosnosci, ktory zalezy od smuktosci porownawczej (zdefinio-
wanej przez normg stalowa), fq — wytrzymatos¢ obliczeniowa stali, A — przekroj brutto.

Metoda energetyczna
Energia sprezysta jest sumg energii potencjalnej i pracy sit zewngtrznych: E = U - L. Warunkiem rownowagi
W stanie krytycznym jest zerowanie si¢ wariacji funkcjonalu energii sprezyste;:
SE=0 = dU=06L = AU-=AL,
| M2

|
AU = [——dx=1[EJ(W")?dx
0 2EJ 2£ W
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|
AL = Pv, v — przemieszczenie pionowe, AL =1 P[(w)?dx,
0

skad, ostatecznie:
|

[EJ(w" (x))?dx
P 0

or —

II (W' (x))* dx
0

Metoda energetyczna daje oszacowanie na niekorzy$¢ pewnosci (po stronie niebezpiecznej). Jej doktadnosé
zalezy od jakos$ci aproksymacji ugie¢. Dlatego funkcja aproksymacyjna powinna spetniaé¢ kinematyczne i
czgsto ponadto statyczne warunki brzegowe.

Przyklad
Obliczenie sity krytycznej Eulera dla dwupietrowego stupa, rys. 12.9: 11 =4m, I, =2 m.
I
v P P2 = P _l = 2P LP
I , «—
I, %
I —
3P
I
X N
—
JAN A

Rys. 12.9 Dwupigtrowy stup

Rozwiazanie
Metoda energetyczna
1sza aproksymacja
w(x) = a (x3 + bx? + cx + d)
kinematyczne warunki brzegowe: w(0) = w(l1) = w(ly +12) =0
w(x) = a (x3 - 10x? + 24x), Pk = 1.458 EJ
2ga aproksymacja
w(x) = a (X° + bx* + ox® + dx? + ex + f)
kinematyczne warunki brzegowe: w(0) = w(l1) = w(ly +12) =0
statyczne warunki brzegowe: w’’(0) = w’’(l1 + 1) = 0, Pxwr = 0.952 EJ
Rozwiazanie dokladne

P N
dla 0 < x, <L, W"+k’w, = ——— X, , podstawiajac k? = —
X <l W +K W, E] p )3 =

mamy (catka ogdlna+ catka szczegolna): w; (x) = Asink,X, + B, cosk,x, — % Xy

z warunkami brzegowymi:
I:)lll
N sinkyl;

(podobnie dla 0 < x2 < I5). Warunki zgodnosci: wy'(Iy) =-w,'(I,) , wy"' (1) =-w, " (I,).
Poréwnujac drugie pochodne, mamy k, =-k, =k, a z warunku dla pierwszych pochodnych dostajemy (po
przeksztalceniach):

. P,
w0 =w(l))=0 = wy(x)= Slnklxl_ﬁlxli

Kl Kl I+l
g $95Kh  COSKh ) _Ltle L k09642 — N=k2EJ=0.930EJ.
sinkl,  sinkl, I,



