Adam Pawet Zaborski — Wytrzymato$¢ materialow — pierwszy semestr — lato 2019

Rozcigganie — czeS¢ 1

Wzory praktyczne dla prostych pretow pryzmatycznych z sila podluzng
Stan naprezenia jest jednoosiowy i jednorodny:

0, = Z
gdzie N — sita podtuzna , A — pole przekroju poprzecznego. Stan odksztatcenia jest trojosiowy
I jednorodny:

Wydluzenie preta oblicza sie:

NI

Al = —
EA

Oddzialywania nie-mechaniczne — temperatura

Zmiana temperatury generuje stan naprezenia (naprezenia termiczne) jedynie dla statycznie
niewyznaczalnych uktadéw. Zmiany odksztatcenia i wydluzenie zaleza od wspdtczynnika
liniowej rozszerzalnosci cieplnej, o

&, = alt, Al = alAt

Stany graniczne

Przepisy Eurokodéw odnoszg si¢ do standow granicznych. Sg dwa gtowne stany graniczne:
stan graniczny nosnosci i stan graniczny uzytkowania (uzytkowalnosci). Pierwszy z nich
odnosi si¢ do bezpieczenstwa pracy konstrukeji. Drugi — zawiera wiele wskazan i zalecen
dotyczacych sztywnosci, trwalosci 1 temu podobnych. W kursie wytrzymatosci, dla
uproszczenia, odnosimy si¢ jedynie do wymagan na sztywno$¢ konstrukcji.

Stan graniczny nosnosci
max o, < R

gdzie R jest wytrzymato$cig obliczeniowg materiatu (wprost z odpowiedniego Eurokodu lub z
doswiadczen dla nietypowych materiatow).

Stan graniczny uzytkowania
Al < Aldop; &< ‘Sdop

Przyklady

Przyklad 1
Pr¢t stalowy o przekroju prostokgtnym, 3 cm na 2 ¢m, obcigzony jest sitg osiowg 30 KN.
Okresli¢ napr¢zenie normalne w przekroju poprzecznym.
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Rys. 3.1. Pret obcigzony sita osiowa

Rozwiazanie
Powierzchnia przekroju preta:

A=10.03-0.02=0.6-10"3m?
Naprezenie normalne w przekroju poprzecznym wynosi:

N 30-103 _ 50 MP
CTAT06-10° :

Przyklad 2
Sruba stalowa o $rednicy 25 mm przenosi obcigzenie 40 KN. Okresli¢ naprezenie normalne w
przekroju a i w czesci gwintowanej b, jesli srednica podziatowa Sruby wynosi 21 mm.
a b
i
i
|

i
|
[
|

.
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40 KN ~e—

2.50cm
L'"_. diameter

Rys. 3.2 Sruba stalowa

Rozwiazanie
Powierzchnia przekroju poprzecznego w przekroju a i b wynosi:
T T

A, = Z(0.025)2 =0.491-10"3m?, A4, = Z(0.021)2 =0.346-1073 m?

Naprezenie normalne w tych przekrojach wynosi
N 40107 o aMpa, o == 201w
%a T T 0491-103 O T T 0346-10-3 0T

Przyklad 3

Cylindryczny blok dlugosci 300 mm i przekroju kotowym o $rednicy 100 mm obcigzony jest
sitg osiowa 70 kN, w wyniku czego jego dlugos¢ zmalata 0 0.2 mm. Okre$li¢ naprezenie
normalne i odksztatcenie liniowe w przekroju poprzecznym.
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7OkN

10cm diameter

30cm long

TO KN

Rys. 3.3 Cylinder z obcigzeniem
Rozwiazanie
Pole przekroju poprzecznego wynosi

A
A= Z(0.10)2 =7.85-1073 m?

Naprezenie normalne $ciskajace wynosi

N 70-103
UZZ:W:8.92MP3
a odksztatcenie liniowe po dlugosci preta
e =202 107 67 10
30-1072 '

Przyklad 4
W trakcie testu rozciggania preta z migkkiej stali o srednicy 20 mm zaobserwowano plynigcie
plastyczne przy sile 80 kN. Maksymalna osiggnieta sita wyniosta 150 kN, a zerwanie
nastgpito pod obcigzeniem 70 KN. Okresli¢:

- granice plastycznosci,

- wytrzymato$¢ na rozcigganie;

- naprezenie przy zerwaniu jesli Srednica szyjki wyniosta 10 mm.

Rozwiazanie

Pierwotny przekrdj preta wynosit
I
Ay = Z(0.020)2 =0.314- 1073 m?

granica plastyczno$ci wyniosta

_ Ny 80-10°

= _J54MP
4, 0314-10-3 a

Oy

gdzie Ny = sita przy ktorej nastgpito ptyniecie plastyczne

Wytrzymatos$¢ na rozcigganie (nominalne) przy maksymalnej sile
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_ Npay  150-10°

- - = 477 MP
Omax =4 T = 0314- 103 a

Przekrdj w szyjce przy zerwaniu
T
Ar = 7(0.010)* = 0.0785- 107 m?

a naprezenie przy zerwaniu

N 704108

= _go2Mp
A; ~ 0.0785-10-3 :

Of

dzie Nf = kohcowe obciazenie przy zerwaniu.
f 4 przy

Przyklad 5
Pret o przekroju kolowym $rednicy 25 mm i dlugosci 1 m poddano osiowej sile rozciagajace;j
20 kN. Okresli¢ wydtuzenie preta, zakladajac zakres sprezysty pracy preta o module Younga
E =70 GPa.

Rozwigzanie

Pole przekroju preta wynosi
T
A= 1(0.025)2 =0.491-10"3m?

naprezenie normalne

N 20-10° 407 MP
A4 0491-10% e
Odksztatcenie liniowe po dlugos$ci preta wynosi:
o 407 106 0582 -10-3
*TET70-100

a wydtuzenie preta
Al =¢l=0,582-10"3+-1=0,582-10"3>m = 0.582 mm

Przyklad 6
Dwie kratownice o identycznej geometrii i wykonane z tego samego materialu obcigzono:

a) sitg 100 kN (por. rys. ponizej)
b) zmiang temperatury o 45°C.

Okresli¢ przemieszczenie dolnego wezta w obu przypadkach, przyjmujac E = 210 GPa, pole
przekroju pretéw A = 50 mm? a wspotczynnik rozszerzalnoscei cieplnej 14.5 - 1076 1/C.
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2.5m 3m

Rys. 3.4 Kratownica pod obcigzeniem
Rozwiazanie
a)
Z warunkoéw rownowagi wezta mamy: N; = 60.98 kN, N, = 53.01 kN.
Wydluzenia pretéw wynosza

_ Nil,  60.98-10%-5.590

- = . -3 —
FA ~210.109.5.10-% ~ >-247+107" m = 3.247 mm

Al

_ Nyl  53.01: 103 -5.831

Al, = - = 2.944-10"3 m = 2.944
2TF4 T210-10°-5-10-% m = 2.944 mm

Jest to zadanie o 2 stopniach swobody (dwie translacje: pozioma i pionowa).

AL, y

Al

Rys. 3.5 Plan przemieszczen wirtualnych
Dokonujac rzutowania parametrow X oraz y na kierunki Al oraz Al,
€,;(0.4472,-0.8944), e,(—0.5145,—0.8575)

a(l; 0): @(O, _1)
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oraz
My=x & &ty e e, A =x 5 Gty e
jest wiec
0.4472x + 0.8944y = 3.242-1073
—0.5145x + 0.8575y = 2.944-1073
Z rozwigzaniem
x=174-10"%y =354-10"3
b)
Wydluzenia pretéw wynosza
Al = al;At = 14.5-107%:5.59-45 = 3.647 - 1073 m = 3.647 mm
Al, = al,At = 14.5-107%-5.831-45 = 3.805- 1073 m = 3.805 mm
Uklad rownan, analogiczny do tego z poprzedniego przypadku, wyraza si¢
0.4472x + 0.8944y = 3.647 - 1073
—0.5145x + 0.8575y = 3.805- 1073
a rozwigzaniem sg wartos$ci
x=-3.27-10"% y =4.24-1073.
Problemy do samodzielnego rozwiazania

Problem 1

Ttok sitownika hydraulicznego ma $rednicg 400 mm a ttoczysko 60 mm $rednicy. Ci$nienie
wody wynosi 1 MN/m?. Okresli¢ naprezenie w ttoczysku i jego wydtuzenie na dhugosci 1 m,

przyjmujac E = 200 GPa.

40cm 1— P

6cm

Rys. 3.6 Sitownik hydrauliczny

Odp.: 0 = 43.5 MPa, Al = 0.218 mm
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Problem 2

Stalowy pret sygnalizatora kolejowego ma dtugos¢ 750 m i 5 mm $rednicy. Zaktadajac site w
precie 1.5 KN, okresli¢ niezbedne przesunigcie na koncu w nastawni, jesli przemieszczenie
wymagane na koncu sygnatowym powinno wynosi¢ 175 mm. Przyja¢ modut Younga 200
GPa.

L=750 m
: .
X |
1 ! |
P=15KkN<—— . | —t> P = 1.5kN
Vo : 17 5em-__
== OCM e =t e
Rys. 3.7 Pret sygnalizatora kolejowego
Odp. § =46.2cm
Problem 3
Okresli¢ niezbedny przekroj preta AB jesli wytrzymatos¢ obliczeniowa wynosi R = 250 MPa.
| A
I.5m
60 kN
8
ES 2m B
Rys. 3.8 Kratownica pod obcigzeniem
Odp. A=4cm?.
Problem 4

Okresli¢ przemieszczenie pionowe i poziome wezla B. Przyja¢ E = 210 GPa i przekrdj
poprzeczny pretow A =4 cm?.

A

1.5m
60 kN

O
|[> 2m B

Rys. 3.9 Kratownica pod obcigzeniem

Odp. 6(1.9,7.5) mm (w lewo w dot).
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Rozcigganie — czeS¢ 2

Uklady statycznie niewyznaczalne
W przypadku kiedy rownania statyki nie wystarczaja do wyznaczenia sit przekrojowych,
nalezy wykorzysta¢ pelny zestaw rownan dla problemu brzegowego:

- réwnania statyki («— rownania Naviera + statyczne warunki brzegowe)

- réwnania zgodnosci (geometryczne, ciggltosci) («— rownania Cauchy’ego +
kinematyczne warunki brzegowe)

- roéwnania konstytutywne (fizyczne) («— rownania Hooke’a, rozszerzalno$ci termicznej

itp.)

Zlinearyzowana geometria ukladu

Zaktadamy, ze dtugos$ci pretow ulegaja zmianie ale katy nie zmieniajg si¢ (ich zmiany sa
pomijalnie mate). Oznacza to, ze zmiana dtugosci preta jest odcinkiem wyznaczonym przez
dwa punkty: rzut aktualnego polozenia konca preta na pierwotny kierunek preta i sam koniec
preta, por. rys. ponizej.

Rys. 3.10 Wydtuzenie preta

Jak wiadomo z kursu mechaniki teoretycznej, rozrézniamy trzy typy przemieszczenia, rys.
3.11:

— rzeczywiste (“prawdziwe”, “aktualne”, obserwowane),
— mozliwe (t.j. takie ktore wynikaja z natozonych wigzow)
— wirtualne (réwnolegte do kierunkéw predkoscei wirtualnych)?.

chwilowy srodek obrotu

5

Rys. 3.11 Przemieszczenia

w tym ostatnim przypadku oznacza to, ze mogg by¢ to wielkosci skonczone (niekoniecznie nieskonczenie
matle)



Adam Pawet Zaborski — Wytrzymato$¢ materialow — pierwszy semestr — lato 2019

Przyklady problemo6w statycznie niewyznaczalnych

Przyklad 1
Okresli¢ sity w uktadzie pretowym, jak na rys. ponize;j.

A
2.5 y N,
15 & : X N2 N
| € % EO( P
&g ¥ " \s
100 kN
a2 | s |

Rys. 3.12 Uktad pretéw, przemieszezenia i sity

Rozwigzanie:
Mamy:

s=(sino,—cosa)

e, =(0.6-0.8), e, =(0.8-06), e;=(-10)
skad:

A, =e;-5=06s-sina+0.85-cos a,
A, =e,-5=08s-sina+0.6s-C0S a,
Aj=e5-s=-s-sina,

Eliminujac:

A, +0.8A,
0.6

S-sina=—A;, S-COSQ
mamy:
3A; —4A, ~1.4A5 =0 (1)

Zaktadajac EA=idem oraz podstawiajac zwiagzki Hooke’a, zamieniamy niewiadome
kinematyczne w rdwnaniu (1*) na niewiadome statyczne:

15N, —10N, —3.5N5 =0 (1)
Mamy ponadto dwa rownania statyki (rownowagi wezta):
—0.6N; —0.8N, + N5 =0 (2

0.8N; +0.6N, —P =0 (3)
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ktore wraz z rownaniem (1) tworzg uktad 3 rownan z 3 niewiadomymi. Rozwigzaniem uktadu
sg sity:

N, =0.712P, N, =0.717P, N; =1.00P.

Aby sprawdzi¢ liniowos$¢ geometryczng obliczamy przemieszczenie wezta, E = 210 GPa, A =
4 cm?; Ay =...=424mm, A, =...=2.13 mm, A; =...=2.98 mm oraz sktadowe wektora

przemieszczenia s(2.98,-7.52) mm. Wynik dowodzi ze przemieszczenia sg dostatecznie male.

Wskazowka: Oba schematy przemieszczen wirtualnych | rownowagi statycznej powinny by¢
zgodne. Schemat statyczny, zawsze moze by¢ tak dobrany, aby byt zgodny ze schematem
kinematycznym, ale nie na odwrot: nie dla kazdego schematu statycznego istnieje
odpowiadajgcy mu schemat kinematyczny®. Dlatego najpierw rysujemy schemat kinematyczny
a potem odpowiadajgcy mu schemat statyczny.

Przyklad 2
W tym przyktadzie kierunek przemieszczenia we¢zta jest narzucony (ale nie jego zwrot)
poprzez sztywny lacznik, rys. ponizej:

schemat
sit

Ny

/

%NZ

Rys. 3.13 Uktad, schematy przemieszczenia oraz sit

Rozwigzanie:
s=s(sina,—cosa), e =(0-1) e, =(-10)
skad:

A, =s-e, =scosa, A,=5-e,=-ssina.
1 rbwnanie geometryczne przyjmuje postac:

Al = —\/§A2

podstawiajg rOwnania fizyczne, mamy:

Nily -3 Nol,
EF EF

2 chodzi o niezgodnos¢ znakow sily i wydtuzenia
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wigc
N, =3N, 1)
Roéwnania statyki uzupetniajg uktad rownan:
(P—N;)acos Z+NjasinZ =0. (2)

Rozwigzaniem sg wartosci sit:

3/3P J3p

N, = =0.8386P, N, =- =-0.2795P (Sciskanie).
1 3\/§+1 2 ( )

33 +1
Przyklad 3
Dla kratownicy jak na rys. ponizej, okresli¢ sity w pretach.

S

Az
Ay

Rys. 3.14 Kratownica i schemat przemieszczen

Rozwiazanie:

Wezel ma dwa stopnie swobody: translacj¢ poziomg i pionowg. Za pomocg tych dwu
parametrow mozemy wyrazi¢ zmiany dtugos$ci pretow:

Ay =g - AA = —xsinZ+ycosE

IS v

Az =e3-AA =Xsing +Yycosg

Eliminujac pomocnicze parametry X 0raz y, otrzymujemy réwnanie geometryczne w postaci:
AS + Al = ‘\/§A2 .

Wyrazajac wydtuzenia poprzez sity w pretach, otrzymujemy réwnanie, ktore wraz z
réwnaniami statyki tworzy uklad rownan, umozliwiajacy obliczenie sit w pretach.

Problemy do samodzielnego rozwiazania

Problem 1

Okresli¢ sity w pretach kratownicy, rys. ponizej, powstate wskutek wzrostu temperatury o 30
stopni. Przyja¢ A; = A, = 3 cm?, A; = 5cm? a=3m, E = 205 GPa, wspolczynnik
rozszerzalno$ci cieplnej a = 14.5 - 1076,
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Odp.: N; = N; = —3.186 kN, N, = 5.518 kN.

Rys. 3.15 Kratownica przy zmiennej temperaturze

Problem 2
Okresli¢ sity w pretach kratownicy, jesli pret 2 bylby krotszy o § = 2 mm. Zatozy¢ A, =
A, =3cm? A; = 5cm? a=3m, E =205 GPa.

Rys. 3.16 Zadanie z luzem montazowym
Problem 3

Okresli¢ sity w odksztatcalnych pretach, rys. ponizej. Przyja¢ A; = 5 cm?, A, = 4 cm?,
E = 205 GPa.

Rys. 3.17 Zadanie ze sztywnym lacznikiem
Odp.: N; = 22.24 kN, N, = 17.76 kN.

Problem 4
Okresli¢ sit¢ osiowg w precie na rys. ponizej. Przyja¢ E = 205 GPa, P=20kN,a=3.5cm, b
=4cm,c=5cm, A=7cm?
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A

Rys. 3.18 Rozcigganie nieswobodne

Odp.: 16 kN (a) and -4 kN (b+c)



