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Proste zginanie

Wstep

Zginanie jest najczestszym przypadkiem w wymiarowaniu wielu elementow konstrukcyjnych, takich jak
belki i dzwigary.

Jest to przypadek pryzmatycznego preta obcigzonego momentem zginajacym, ktorego wektor? jest
rownolegty do gtownej centralnej 0si bezwtadnosci przekroju poprzecznego.

Najprostszym przyktadem elementu poddanego prostemu zginaniu sa osie wagonow>.

Pewne wyniki prostego zginania bedg wykorzystane w innych przypadkach takich jak mimosrodowe
rozcigganie czy zginanie poprzeczne.

Rozwiazanie zagadnienia brzegowego moze by¢ znalezione podejsciem statycznym, podobnie do
rozciggania.

Twierdzenie Bernoulliego®

Przekroj poprzeczny, ptaski i prostopadty do osi preta przed obcigzeniem, pozostaje ptaski i prostopadty do
odksztatconej osi preta po obcigzeniu.
Powyzsze zatozenie nie wyklucza deformacji w ptaszczyznie przekroju.

Stan odksztalcenia i napre¢zenia
Odksztatcenie liniowe ¢, W przekroju poprzecznym zmienia si¢ liniowo z odlegltoscia od 0si obojgtnej. O$

obojetna przecina przekrdj poprzeczny i dzieli go na dwa obszary: $ciskany i rozciggany. O$ obojetna
pokrywa si¢ z osig gtowna centralng, rownolegla do wektora momentu zginajacego.
Z rownania Hooke’a wynika, ze rozktad naprezen normalnych od zginania jest rowniez liniowy:

gdzie z jest odlegloscig mierzong od osi glownej centralne;.
Maksymalna bezwzgledna warto$¢ naprezenia jest osiggana we wtoknach najbardziej odleglych od osi
obojetne;j:
M|
Max|o | = —— Zpy -
Jy
Wskaznik wytrzymato$ci na zginanie oznaczamy przez W, :
def J
w, = 2 [m’]
Zmax
jest wiec:

M|
max|o,|="——
Wy
Maksymalne napre¢zenie jest proporcjonalne do momentu zginajacego i odwrotnie proporcjonalne do
wskaznika na zginanie.
Dla stanu granicznego no$no$ci mamy nierowno$¢ wymiarowania:

M
Y <R,
Wy

max|c,|<R —

! jest to tzw. wektor swobodny

2 taki przypadek czesto nazywany jest, niezbyt szczesliwie, zginaniem czteropunktowym

3bedziemy uzywaé tego twierdzenia jako hipotezy dla przypadku zginania poprzecznego (ze zmiennym momentem zginajacym i
sita poprzeczna)
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Mozliwe sa trzy rodzaje zadan:

— okreslamy geometri¢ przekroju dla zadanego materiatu i momentu zginajacego,

— okre$lamy dopuszczalny moment zginajacy dla danego materiatu i zadanej geometrii przekroju,
— poszukujemy materiahu, ktory moze przenieéé obcigzenie przy zadanej geometrii przekroju®,

Krzywizna osi

Krzywizna osi prgta wyraza si¢ wzorem:

M,

" El,
y
jest wigc proporcjonalna do momentu gngcego 1 odwrotnie proporcjonalna do sztywnosci na zginanie ET,,.

Matematyczna zalezno$é krzywizny® od przemieszezen moze by¢ zlinearyzowana®:
1 |W n |

K=—= z|

p (1+(w')2)3

K

III

Przyklady

Przyklad 1
Trzy przekroje majg takie samo pole przekroju i wysokos¢. Ktory z przekrojow jest najlepiej sprawdzi si¢
na zginanie? Przyja¢ identyczng warto$¢ momentu zginajacego.

2 3 4
1
15
6 4 6 4
1
rectangle box I-beam

Rys 1. Porownywane przekroje
Rozwiazanie
Obliczamy wskaznik wytrzymato$ci na zginanie kazdego z przekrojow:
— dla przekroju prostokatnego W, =12 cm?® (przyjmujemy jako 100%)

- dla przekroju skrzynkowego W, =15.33 cm?® (czyli 128%)
— dla dwuteownika W, =18.67 cm® (156%)

Przyjmujac maksymalne naprezenia dla przekroju prostokatnego za 100%, odpowiednie wartosci
napre¢zenia dla przekroju skrzynkowego i dwuteownika wynoszg odpowiednio 78% i 64%.

Wyniki pokazuja, ze przekrojem najlepiej nadajagcym si¢ na zginanie jest taki przekrdj, w ktorym materiat
jest najbardziej oddalony od osi oboj¢tnej, jak np. w profilach INP i HEB, rys. 2.

* rzadko jednak “sterujemy” materiatem; jest on z reguty odgérnie narzucony, gléwnie z powodéw ekonomicznych czy
technologicznych

> zaskakujgce, ale w matematyce nie ma ujemnej krzywizny, podobnie jak i ujemnego promienia krzywizny

® biad przyblizenia liniowego wzoru na krzywizng jest nieznaczacy, i — dla elementoéw konstrukcji budowlanych — mniejszy niz
0.1%
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Rys. 2. Dwuteowniki INP i HEB

Przyklad 2
Okresli¢ warto$¢ parametru a przekroju poprzecznego belki na rys. 3, jesli P=140 kN, =2 m, b =0.2 m,
R =150 MPa.

7a
\l,pA AP‘I' [= ) m——|
[o] 1 Tl

a

Rys. 3. Belka i jej przekroj poprzeczny

Rozwiazanie

— maksymalny moment zginajacy wystapi w przesle’ i wynosi M y =Pb=28 kKNm
— polozenie §rodka przekroju: y, =5.5a

— gtowny centralny moment bezwtadnosci: J, =85.17a*

4
— wskaznik przekroju: W, = 85178 _ 15 48a°
. M 1083
— naprezenie normalne: o, = —> = 28-10 <R =150-10°
W, 15.48a
. L3 28-10° 5
— wiec, parametr a. a° > ——— =1.206-10", — a=>0.0229m

~ 15.48-150-10°
Ostatecznie przyjmujemy a = 2.3 cm, J, =2380 cm®, w, =188 cm® i max|o, | =149 MPa.

Rozktad naprezenia normalnego moze by¢ obrazowany bryla naprezenia albo wykresem naprezenia, rys. 4.

©

Rys. 4. Bryta napre¢zen 1 wykres rozktadu napr¢zenia

Przyklad 3

Okresli¢ no$no$¢ zginanego przekroju, rys. 5, ekstrudowanego8 z materiatu o dopuszczalnych naprezeniach
84 MPa na rozcigganie i 110 MPa na $ciskanie. Dolne widkna sg rozciagane.

" moment w przesle jest staly a sita poprzeczna jest réwna zero, jest to wiec zginanie proste
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12 38 12 38 12mm
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Rys. 5. Przekrdj ekstrudowany

Rozwiazanie

Charakterystyki przekroju:

pole: A=(3-12+2.38)-50—2-38-38 = 2712 mm’
 112.50-25-2-38-38-31

— potozenie centroidu: z, = =18.61 mm
2712
— gléwny centralny moment bezwtadnosci:
3 4
J, _H2:307 495 50, (25-18.61)2 - 2. %+382 -(31-18.61)? | = 604500 mm*

— rozktad naprezenia:

<V

Rys. 6. Osie przekroju i dziatajacy moment
z uwagi na zwrot momentu, mamy:

-M
o, =—2>1,
Jy
a wiec po stronie rozcigganej
-M
o,(z=-18.61) = —ylz(—0.01861) <84-10°,
604500-10"
skad:
M, <273 KNm
a po stronie $ciskane;j
-M
o,(2=31.39) = ———~—-(0.03139 > -110-10°
604500-10
mamy:
M, <2.12 kNm,
I, ostatecznie wybieramy mniejszg wartosc:
M, <2.12 kNm

(Oba warunki na napre¢zenia skrajne mozna zapisac korzystajac z warto$ci bezwzglednych momentu,
wspotrzednych 1 wytrzymalos$ci).

8 wyciskanego przez matryce pod ci$nieniem
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Zadania kontrolne

Zadanie 1
Okresli¢ parametr a przekroju z rys. 7, jesli dopuszczalne napr¢zenia normalne wynoszg R = 240 MPa.

a
4a
200 Nm
2a
a 3a a

Rys. 7. Zadany przekroj i moment

Zadanie 2

Okresli¢ maksymalne napr¢zenia normalne w osi wagonu-weglarki, rys. 8. Catkowita waga wagonu
wynosi 72 tony, dla wagonu 4-osiowego $rednica osi wynosi 120 mm, rozstaw toru 1435 cm, dtugos¢
przgsta (rozstaw tozysk) 1.3 m.

Rys. 8. Weglarka i schemat osi

Zadanie 3

Okresli¢ dopuszczalng warto§¢ momentu zginajgcego, dzialajacego w przekroju z rys. 9, wiedzac, ze
dopuszczalne napr¢zenie wynosi 80 MPa na rozciaganie 1 105 MPa na $ciskanie. Narysowa¢ wykres
rozktadu naprezenia.

20 cm

.
)

10 cm

10 20 10

Rys. 9. Zginany przekrdj
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Zginanie ukosne

Wstep

Na pierwszy rzut oka dwa przypadki wydajg si¢ by¢ rdzne, cho¢ tak w rzeczywisto$ci nie jest: (a) zginanie
przekroju momentem, ktérego kierunek nie jest rownolegly do zadnej z osi gléwnych centralnych
przekroju, i (b) przekroj zginany dwoma momentami dziatajagcymi w kierunkach gtownych centralnych osi
przekroju, rys. 1.

1)

Rys. 1. Moment zginajacy i jego dekompozycja

Zauwazmy, ze zawsze rozwazamy kierunki dziatania momentdéw zginajacych wzgledem osi glownych
centralnych przekroju.
Uwaga: nie istnieje zginanie ukosne takich przekrojow jak koto, kwadrat czy jakikolwiek inny wielokat
foremny; nie ma zginania uko$nego jesli kazda z osi centralnych przekroju jest jednoczesnie osig gtéwna.
Z zasady superpozycji, naprezenie normalne jest sumg napr¢zen od dwdch sktadowych zginania:
M y M z
Ox =327
y z
Rozktad naprezen normalnych w przekroju poprzecznym jest liniowy.
Os$ obojetna jest linig prostg przechodzacg przez srodek cigzkosci przekroju:

y.

M: oy
M, J
Kierunek osi obojetnej nie pokrywa si¢ z kierunkiem wypadkowego momentu zginajacego: jej kierunek
jest odchylony w kierunku osi 0 mniejszym gldéwnym centralnym momencie bezwtadnosci.
Maksymalne co do bezwzglednej wartosci naprezenia normalne osiggane s3 w punktach najbardziej
odleglych od osi oboje¢tne;.
Dla stanu granicznego no$no$ci mamy niero6wnosc:

max|c,|<R,

o,=0 — z=
z

gdzie R jest wytrzymatos$cia obliczeniowa materiatu.
Aby okresli¢ punkty przekroju o najwiekszych bezwzglednych wartosciach naprezen normalnych nalezy
zna¢ potozenie osi obojetne;.

Przyklady

Przyklad 1

Teowa platew, rys. 2, jest zginana momentem o kierunku poziomym. Wiedzac, Ze napr¢zenia dopuszczalne
wynosza 150 MPa, okresli¢ wartos¢ momentu dopuszczalnego. Charakterystyki przekroju poprzecznego:: s
=h=60mm, e=18.6 mm, J, =238 cm*, J, =122 cm”, kat «=125°.
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Rys. 2. Teowa platew

Rozwiazanie
rozktad wektora momentu na kierunki osi gtbwnych centralnych:
I
k)
Rys. 3. Platew i wektor momentu gnacego
M, =-Mcosa,
M, =—Msing,

naprezenia normalne:

M, M, cosa _  sina cos sina
o,=—21—-—Y=M|———72+——Y |=M| - —Z+ =Y
J J J J 23.8-10 12.2-10

y z y z
rOwnanie 0si obojetne;:

Z=tano- % y =1tan0.218-1.95 = 0.433y

z rozktadu naprgzenia przedstawionego na rys. 4:

Rys. 4. Przekrdj z osig obojetng

znajdujemy maksymalne napr¢zenia w narozu $rodnika, blisko osi symetrii, (0, -41.4) w [mm]:

(—&6_8(— 4.14.10°° )j =0.1698-10° M
23.8-10

dla stanu granicznego nosnosci, mamy:

X
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|UX|SR — 0.1698-10°M <150-10° — M <883 Nm

Przyklad 2
Okresli¢ parametr przekroju a, rys. 5, wiedzgc, ze dopuszczalne napr¢zenia wynoszg R = 300 MPa.

a

5a
200 KNm

—_—>
3a

a

Rys. 5. Przekroj wraz z obcigzeniem

Rozwiazanie
charakterystyki geometryczne przekroju:
potozenie $rodka cig¢zkosci: y, = 1.17, z, = 2.17a
momenty centralne: I, = 30.75a*, I,, = 10.75a* I, , = —10a*
wartosci wlasne: I, = 34.89a*, I, = 6,61a*, kierunki glowne: o = 22.49°
rozktad momentu zginajacego na sktadowe w kierunkach glownych
M, = M cosa = 185 KNm, M, = M sina = 76.5 KNm
rozktad napr¢zen normalnych:
M, . M, 530z +11.57y103

O, =
o, J, Y a*
roéwnanie osi oboj¢tne;:
z=-219y

obliczamy wspotrzedne narozy w uktadzie gtownych centralnych osi bezwladnosci ze wzorow
transformacyjnych®

punkt |yl z1 y z odl.od osi 0boj. |5 [MPa]
A -1.17a |-2.17a |-191a |-156a [2.39a -243

B 283a [-2.17a |1.78a |-3.09a |0.34a 35

C 2.83 a -1.17a |2.17a -2.16a |1.07a 109

D -0.17a |3.83a |131a |360a [269a->max. [274

E -1.17a |3.83a [0.38a |3.99a |[201la 205

Tablica. 1. Obliczenia dla zadania 2.

Punktem najbardziej odlegtym od osi obojetnej jest p. D gdzie warto$¢ napre¢zenia jest najwigksza.
Wymiarowanie przekroju:

0,(1.31a,3.60a) <R —» a =0.0485m = 0.05m
Naprezenia normalne dla przyjetej warto$ci parametru a stanowig ostatnig kolumne w tablicy 1, a wykres
rozktadu naprezen normalnych przedstawia rys. 6.

% wzory te podane sa na koficu
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Rys. 6. Rozktad naprezen normalnych

Zadania kontrolne

Zadanie 1
Z tablicy profili dwuteowych dobra¢ odpowiedni profil wiedzac, Zze napr¢zenie dopuszczalne wynosi 150
MPa a moment gnagcy M = 12 kNm jest obrocony o 20° wzgledem osi gtownej centralnej (poziomej).

Zadanie 2
Okresli¢ parametr a przekroju z rys. 7. Naprezenie dopuszczalne wynosi 280 MPa. Narysowac rozktad
naprezen normalnych.

220 Nm
30°

N\

3a

6a

Rys. 7. Przekrdj wraz z obcigzeniem

Zadanie 3
Okresli¢ rozktad naprezen normalnych w przekroju na rys. 8. Narysowac¢ rozktad napr¢zen normalnych i
okresli¢ warto$¢ naprezenia w p. A.

1 kNm

Rys. 8. Przekrdj wraz z obcigzeniem
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Dodatek

Uzyteczne wzory
Wzory transformacyjne dla wspotrzg¢dnych punktow:
y=Yy,C0sa+2zSinx
z=Yy,Sina+12,Cosx
Odlegtos¢ punktu P do prostej o rownaniu ycosa+zsina—p =0:

d =]y, cosa+z, sina—p|



