A. Zaborski, Geometryczna niezmiennos¢

GEOMETRYCZNA NIEZMIENNOSC

Przykiad 1
Metoda predkosci wirtualnych
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1. Unieruchamiamy tarczg nr 1.
2. Punkty 1, 2, 3 i 4 posiadaja predkosci liniowe o kierunkach prostopadtych do promieni wodzacych w ruchu

wokot chwilowych §rodkéw obrotu: Oy, O, i O;.

3. Tarcza nr 2 posiada pewna predkos¢ katowa w ruchu wokét srodka obrotu O;. Wobec tego predkosci
punktéw 11 2 sg proporcjonalne do dtugosci promieni wodzacych. Mozemy wigc napisa¢ proporcjg,
wynikajaca z przyjetych wymiarow:

V1 V2

—= , skad v, =\/Evl.
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4. Kierunki predkosci punktéw 2 i 3 sa identyczne, wobec tego pret 2-3 porusza sig¢ ruchem translacyjnym,

czylize v3 =v,.

5. Rzuty predkosci punktéw 3 i 4 na pret 3-4 musza by¢ réwne, skad mamy:
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6. Jednoczes$nie predkosci punktow 114 w rzucie na pret 1-4 musza by¢ sobie rowne, obliczamy wigc:

ﬁvl =vycos 3, ﬁzz—azz—arccosi =0.1974rd — cos =0.9806
2 4 4 1.5% +1

72v3 =y, co80 = vy, czyli vy, =1.202v,.

czyli, ze v, =0.7211v,
7. Poniewaz v4 nie moze by¢ jednoczesnie réwne 1.202 v, i 0.7211 vy, stwierdzamy sprzeczno$¢ w planie
predkosci wirtualnych, wnioskujac o geometrycznej niezmienno$ci wewnetrznej uktadu.

Twierdzenie o 3 tarczach
Whprost z twierdzenia wynika, Ze prety polaczone ,,w tréjkat” tworza tarcze 11 II: One z kolei wraz z tarcza 111
tworza uktad 3 tarcz, potaczonych parami pretéw, ktérych kierunki przecinaja si¢ odpowiednio w punktach A, B
i C (przy czym punkty B i C moga by¢ niewtasciwe, t.j. w nieskoficzonosci), niewspétliniowych.
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Twierdzenie o 2 tarczach
Pret 1 (jako tarcza) jest polaczony z prgtem (tarcza) 2 przegubem, ktéry mozemy zastapi¢ 2 pregtami o
kierunkach przecinajacych si¢ w przegubie, oraz pretem a. Lacznie wige te 2 tarcze sa polaczone 3 pretami, o
kierunkach nie przecinajacych si¢ w jednym punkcie.

> - 3

Podobne rozumowanie mozna zastosowa¢ do pretéw (tarcz) 3 i 4 potaczonych przegubem i prgtem b. Niestety,
dalej nie znajdujemy juz mozliwos$ci zastosowania twierdzenia o 2 tarczach. Twierdzenie to nie jest w tym
przypadku rozstrzygajace o geometrycznej niezmiennosci uktadu i musimy teraz skorzysta¢ albo z twierdzenia o
3 tarczach albo z predkosci wirtualnych.

Przyklad 2
Metoda predkosci wirtualnych
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Po unieruchomieniu dolnego preta stwierdzamy, ze dwa jego konce musza by¢ chwilowymi $rodkami obrotu dla
pretow 11 2. Wobec tego przeciwlegte konce pretéw 112 posiadaja predkosci wirtualne prostopadte do
promieni wodzacych (a tym samym i do wlasciwych pretéw). Wspdlny koniec pretéw 11 2 posiadatby wige
dwie rézne predkosci wirtualne (réZniace si¢ co najmniej kierunkami), co jest niemozliwe. Sprzeczno$¢
predkosci wirtualnych w tym punkcie dowodzi Ze jest on réwniez unieruchomiony. Tak wigc 3 prety: dolny (3)
oraz 112 tworza jedna tarcz¢. Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla mniejszego (,,wewngtrznego’)
tréjkata.

Unieruchamiamy teraz tarcz¢ tworzaca ,,zewnetrzny” tréjkat. Rozpatrzmy ruch wirtualny 3 pretéw
wychodzacych z jego narozy. Naroza sa dla tych prgtéw chwilowymi Srodkami obrotu (niebieskie punkty na
rysunku z prawej). Wobec tego przeciwlegte konce tych pretéw maja predkosci liniowe o kierunkach
prostopadtych do pretéw. Stwierdzamy tym samym, ze takie tez beda predkosci liniowe ,,wewngtrznej” tarczy.
Kierunki prostopadte do predkosci liniowych wskazuja na potozenie chwilowego srodka obrotu. Poniewaz
kierunki przecinaja si¢ w 3 réznych punktach (zaznaczonych na rysunku na czerwono), stwierdzamy, Ze istnieja
3 rézne chwilowe $rodki obrotu dla wewnegtrznej tarczy, co jest niemozliwe. I znowu sprzeczno$¢ predkosci
wirtualnych dowodzi, ze tarcza wewngtrzna jest unieruchomiona wzgledem tarczy zewngtrzne;j.

Wykazalis$my wigc, ze uklad stanowi jedna sztywna tarczg.
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Twierdzenie o 3 tarczach
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Wybieramy 3 tarcze, jak na rysunku. Wida¢, Ze sa potaczone kazda z kazda 2 pretami, ktérych kierunki
przecinaja si¢ w punktach zaznaczonych na niebiesko (jeden z nich niewlasciwy). Punkty nie sa wspé6tliniowe a
wiec WKW twierdzenia zostat spetniony: uktad stanowi jedna sztywna tarczg.

Twierdzenie o 2 tarczach
o

Wykazanie niezmienno$ci polaczenia 3 pretéw w trdjkat jest juz teraz dla nas operacja banalng. Stwierdzamy
wiec, ze zaréwno tréjkat ,,zewnetrzny” jak i ,,wewnetrzny”, kazdy z osobna, stanowia sztywne tarcze. Te 2
tarcze sa potaczone ze soba 3 pretami (zaznaczonymi na czerwono), ktérych kierunki przecinaja si¢ w punktach
zaznaczonych na niebiesko. Wnioskujemy wigc ze spetniony jest WKW geometrycznie niezmiennego
potaczenia 2 tarcz.

Przyktad

Uklad jest geometrycznie niezmienny wewnetrznie — 1 tarcza. Niezmienno$¢ zewngtrzna: 2 tarcze (wewngtrzna
tarcza i ostoja) potaczone 3 pretami, ale kierunki tych pretéw przecinaja si¢ w 1 punkcie, bedacym chwilowym
$rodkiem obrotu. UKLAD GEOMETRYCZNIE ZMIENNY.

Przyktad

Uktad geometrycznie zmienny wewngtrznie - 2 tarcze (I oraz II) polaczone jedynie 2 prgtami; geometrycznie
niezmienny zewngtrznie - 3 tarcze (I, II oraz ostoja): kazda z nich potaczona z dwiema innymi 2 pretami,
kierunki par pretéw taczacych przecinaja si¢ w punktach niewspdtliniowych (A, B oraz C, jest to WKW
geometrycznie niezmiennego potaczenia 3 tarcz). UKLAD GEOMETRYCZNIE NIEZMIENNY
(TROJIPRZEGUBOWY).
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Przyklad

Uklad geometrycznie zmienny wewngtrznie - 3 tarcze polaczone pretami, ktérych kierunki przecinaja si¢ w
punktach lezacych na jednej prostej (rys. a); geometrycznie zmienny zewngtrznie - wigzy odbieraja co najwyzej
3 s.s. uktadowi tarcz, ktory posiada 3+1 =4 s.s.

To samo metodq predkosci wirtualnych, rys. b, geometryczna niezmienno$¢ wewngtrzna: Tarczg I
unieruchamiamy, punkty O; i O, sa chwilowymi $§rodkami obrotéw, stad w sasiadujacych z nimi weztach znane
sa kierunki predkosci wirtualnych: punkty Oz i O4 sa chwilowymi §rodkami obrotu pretéw p; i p,. Wynika stad,
ze translacja preta p; jest mozliwa: uzyskuje si¢ niesprzeczny plan predkosci. Rys. c, geometryczna
niezmienno$¢ zewngtrzna: Z wigzéw wynika, ze punkt O, jest chwilowym $rodkiem obrotu, stad w wezle O,
uzyskujemy predkos¢ wirtualng vy, sprzeczna z predkoscia mozliwa v,, wynikajaca z dziatania podpory
przesuwnej w tym miejscu. Stad wnioskujemy, ze wigzy unieruchamiaja pret O,0,. Ale unieruchomienie jedynie
tego preta, jak wynika z analizy geometrycznej niezmienno$ci wewngtrznej, rys. b, jest niewystarczajace.
UKEAD GEOMETRYCZNIE Zl\/gENNY.
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