
A. Zaborski, Geometryczna niezmienno�� 

GEOMETRYCZNA NIEZMIENNO�� 

Przykład 1 
Metoda pr�dko�ci wirtualnych 
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1. Unieruchamiamy tarcz� nr 1. 
2. Punkty 1, 2, 3 i 4 posiadaj� pr�dko�ci liniowe o kierunkach prostopadłych do promieni wodz�cych w ruchu 

wokół chwilowych �rodków obrotu: O1, O2 i O3. 
3. Tarcza nr 2 posiada pewn� pr�dko�� k�tow� w ruchu wokół �rodka obrotu O1. Wobec tego pr�dko�ci 

punktów 1 i 2 s� proporcjonalne do długo�ci promieni wodz�cych. Mo�emy wi�c napisa� proporcj�, 
wynikaj�c� z przyj�tych wymiarów: 
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4. Kierunki pr�dko�ci punktów 2 i 3 s� identyczne, wobec tego pr�t 2-3 porusza si� ruchem translacyjnym, 
czyli �e 23 vv = . 

5. Rzuty pr�dko�ci punktów 3 i 4 na pr�t 3-4 musz� by� równe, sk�d mamy: 
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6. Jednocze�nie pr�dko�ci punktów 1 i 4 w rzucie na pr�t 1-4 musz� by� sobie równe, obliczamy wi�c: 
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czyli, �e 14 7211.0 vv =  
7. Poniewa� v4 nie mo�e by� jednocze�nie równe 1.202 v1 i 0.7211 v1, stwierdzamy sprzeczno�� w planie 

pr�dko�ci wirtualnych, wnioskuj�c o geometrycznej niezmienno�ci wewn�trznej układu. 

Twierdzenie o 3 tarczach 
Wprost z twierdzenia wynika, �e pr�ty poł�czone „w trójk�t” tworz� tarcze I i II: One z kolei wraz z tarcz� III 
tworz� układ 3 tarcz, poł�czonych parami pr�tów, których kierunki przecinaj� si� odpowiednio w punktach A, B 
i C (przy czym punkty B i C mog� by� niewła�ciwe, t.j. w niesko�czono�ci), niewspółliniowych.  
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Twierdzenie o 2 tarczach 
Pr�t 1 (jako tarcza) jest poł�czony z pr�tem (tarcz�) 2 przegubem, który mo�emy zast�pi� 2 pr�tami o 
kierunkach przecinaj�cych si� w przegubie, oraz pr�tem a. Ł�cznie wi�c te 2 tarcze s� poł�czone 3 pr�tami, o 
kierunkach nie przecinaj�cych si� w jednym punkcie. 

Podobne rozumowanie mo�na zastosowa� do pr�tów (tarcz) 3 i 4 poł�czonych przegubem i pr�tem b. Niestety, 
dalej nie znajdujemy ju� mo�liwo�ci zastosowania twierdzenia o 2 tarczach. Twierdzenie to nie jest w tym 
przypadku rozstrzygaj�ce o geometrycznej niezmienno�ci układu i musimy teraz skorzysta� albo z twierdzenia o 
3 tarczach albo z pr�dko�ci wirtualnych. 

Przykład 2 
Metoda pr�dko�ci wirtualnych 
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Po unieruchomieniu dolnego pr�ta stwierdzamy, �e dwa jego ko�ce musz� by� chwilowymi �rodkami obrotu dla 
pr�tów 1 i 2. Wobec tego przeciwległe ko�ce pr�tów 1 i 2 posiadaj� pr�dko�ci wirtualne prostopadłe do 
promieni wodz�cych (a tym samym i do wła�ciwych pr�tów). Wspólny koniec pr�tów 1 i 2 posiadałby wi�c 
dwie ró�ne pr�dko�ci wirtualne (ró�ni�ce si� co najmniej kierunkami), co jest niemo�liwe. Sprzeczno�� 
pr�dko�ci wirtualnych w tym punkcie dowodzi �e jest on równie� unieruchomiony. Tak wi�c 3 pr�ty: dolny (3) 
oraz 1 i 2 tworz� jedn� tarcz�. Podobne rozumowanie mo�na przeprowadzi� dla mniejszego („wewn�trznego”) 
trójk�ta. 
Unieruchamiamy teraz tarcz� tworz�c� „zewn�trzny” trójk�t. Rozpatrzmy ruch wirtualny 3 pr�tów 
wychodz�cych z jego naro�y. Naro�a s� dla tych pr�tów chwilowymi �rodkami obrotu (niebieskie punkty na 
rysunku z prawej). Wobec tego przeciwległe ko�ce tych pr�tów maj� pr�dko�ci liniowe o kierunkach 
prostopadłych do pr�tów. Stwierdzamy tym samym, �e takie te� b�d� pr�dko�ci liniowe „wewn�trznej” tarczy. 
Kierunki prostopadłe do pr�dko�ci liniowych wskazuj� na poło�enie chwilowego �rodka obrotu. Poniewa� 
kierunki przecinaj� si� w 3 ró�nych punktach (zaznaczonych na rysunku na czerwono), stwierdzamy, �e istniej� 
3 ró�ne chwilowe �rodki obrotu dla wewn�trznej tarczy, co jest niemo�liwe. I znowu sprzeczno�� pr�dko�ci 
wirtualnych dowodzi, �e tarcza wewn�trzna jest unieruchomiona wzgl�dem tarczy zewn�trznej. 
Wykazali�my wi�c, �e układ stanowi jedn� sztywn� tarcz�. 
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Twierdzenie o 3 tarczach 

 

 
Wybieramy 3 tarcze, jak na rysunku. Wida�, �e s� poł�czone ka�da z ka�d� 2 pr�tami, których kierunki 
przecinaj� si� w punktach zaznaczonych na niebiesko (jeden z nich niewła�ciwy). Punkty nie s� współliniowe a 
wi�c WKW twierdzenia został spełniony: układ stanowi jedn� sztywn� tarcz�. 

Twierdzenie o 2 tarczach 
 

 
Wykazanie niezmienno�ci poł�czenia 3 pr�tów w trójk�t jest ju� teraz dla nas operacj� banaln�. Stwierdzamy 
wi�c, �e zarówno trójk�t „zewn�trzny” jak i „wewn�trzny”, ka�dy z osobna, stanowi� sztywne tarcze. Te 2 
tarcze s� poł�czone ze sob� 3 pr�tami (zaznaczonymi na czerwono), których kierunki przecinaj� si� w punktach 
zaznaczonych na niebiesko. Wnioskujemy wi�c �e spełniony jest WKW geometrycznie niezmiennego 
poł�czenia 2 tarcz. 

Przykład 
 

 
Układ jest geometrycznie niezmienny wewn�trznie – 1 tarcza. Niezmienno�� zewn�trzna: 2 tarcze (wewn�trzna 
tarcza i ostoja) poł�czone 3 pr�tami, ale kierunki tych pr�tów przecinaj� si� w 1 punkcie, b�d�cym chwilowym 
�rodkiem obrotu. UKŁAD GEOMETRYCZNIE ZMIENNY. 

Przykład 
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Układ geometrycznie zmienny wewn�trznie - 2 tarcze (I oraz II) poł�czone jedynie 2 pr�tami; geometrycznie 
niezmienny zewn�trznie - 3 tarcze (I, II oraz ostoja): ka�da z nich poł�czona z dwiema innymi  2 pr�tami, 
kierunki par pr�tów ł�cz�cych przecinaj� si� w punktach niewspółliniowych (A, B oraz C, jest to WKW 
geometrycznie niezmiennego poł�czenia 3 tarcz). UKŁAD GEOMETRYCZNIE NIEZMIENNY 
(TRÓJPRZEGUBOWY). 
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Przykład 
 

 
Układ geometrycznie zmienny wewn�trznie - 3 tarcze poł�czone pr�tami, których kierunki przecinaj� si� w 
punktach le��cych na jednej prostej (rys. a); geometrycznie zmienny zewn�trznie - wi�zy odbieraj� co najwy�ej 
3 s.s. układowi tarcz, który posiada 3+1 = 4 s.s. 
To samo metod� pr�dko�ci wirtualnych, rys. b, geometryczna niezmienno�� wewn�trzna: Tarcz� I 
unieruchamiamy, punkty O1 i O2 s� chwilowymi �rodkami obrotów, st�d w s�siaduj�cych z nimi w�złach znane 
s� kierunki pr�dko�ci wirtualnych: punkty O3 i O4 s� chwilowymi �rodkami obrotu pr�tów p1 i p2. Wynika st�d, 
�e translacja pr�ta p3 jest mo�liwa: uzyskuje si� niesprzeczny plan pr�dko�ci. Rys. c, geometryczna 
niezmienno�� zewn�trzna: Z wi�zów wynika, �e punkt O1 jest chwilowym �rodkiem obrotu, st�d w w��le O2 
uzyskujemy pr�dko�� wirtualn� v1, sprzeczn� z pr�dko�ci� mo�liw� v2, wynikaj�c� z działania podpory 
przesuwnej w tym miejscu. St�d wnioskujemy, �e wi�zy unieruchamiaj� pr�t O1O2. Ale unieruchomienie jedynie 
tego pr�ta, jak wynika z analizy geometrycznej niezmienno�ci wewn�trznej, rys. b, jest niewystarczaj�ce. 
UKŁAD GEOMETRYCZNIE ZMIENNY. 
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