A. Zaborski, Analiza stanu napr¢zenia

Stan naprezenia

Przyklad 1: Tarcza (plaski stan naprezenia)

Okresli¢ sity masowe oraz obcigzenie brzegu tarczy jesli stan naprgzenia wynosi:
5 =2
T, = 7.
-2y 8

Sktadowe sit masowych obliczamy wykonujac rézniczkowanie zapisane w réwnaniach réwnowagi wewnegtrznej
Naviera,

Rozwiazanie:

ao'x a’l'xy
P =
P =0 ox i dy *h =0 0-2+P, =0 P, =2
Zii TR T Va0 do, T 0+0+P, =0 P, =0
+——+P, =0
ox dy J

otrzymujac: P (2, 0)
Statyczne warunki brzegowe

- g, =0,n, +7T,yn,
4i = Gij 0

q, =T, n,+0on,

rozpisujemy kolejno dla ponumerowanych czesci brzegu tarczy, okreslajac najpierw sktadowe normalnej
zewnetrznej:

na Sciance 1: n (0, -1), gx =2y =0, qy=-8

na $ciance 2: n (1, 0), qx =35, qy = -2y

na $ciance 3: n (-0.8, 0.6), gx = -4-1.2y, qy = L.6y+4.8

Wiynik przedstawiamy graficznie, pamigtajac, ze znak dodatni wektora oznacza zgodno$¢ jego zwrotu ze
zwrotem odpowiedniej osi uktadu wspétrzednych.
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Sprawdzenie réwnowagi globalnej tarczy:

YX=0{8cianka 1}+5-4{$cianka 2}+0,5-(-8,8-4)-5{Scianka 3}+2-0,5-3-4{P,- F}=32-32=0

YY=-8-3{Scianka 1}-0,5-8-4{$cianka 2}+0,5-(4,8+11,2)-5{Scianka 3}+0{P,-F}=-40+40=0

XMop=-8-3-1,5{$cianka 1} -5-4-2 - 0,5-8-4-3{$cianka 2} + 4-5-2+0,5-4,8-5-2/3-4+4,8-5-1,5+0,5-6,4-5-2{Scianka 3} -
2:0,5-3-4-1/3-4{moment od sil masowych}=-36-40-48+40+32+36+32-16=-140+140=0
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Przyklad 2: Przestrzenny stan naprezenia

Dana jest macierz napr¢zenia oraz wektor normalnej zewnetrznej do brzegu ciata. Okresli¢ wektor obciazenia i
jego sktadowe: normalng i styczng.

200 -300 100
Ty = —-200 150 MPa, n(-232)
100

Okresli¢ rzuty wektora napr¢Zenia na kierunki wersoréw v;(0,-0.5547,0.8320), v,(0.8745,0.4036,0.2691).
Wiyniki obliczen zilustrowa¢ rysunkiem.

Rozwiazanie:

wersor normalne;j: ;(— 0.4851,0.7276,0.4851)
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wektor obciagzenia: ¢q; = Ojjn j, co rozpisujemy:
Gy =0+ TNy + TNy, Gy =Ty Ny +O Ny +T N, g, =T Ny +T N, +0,n,

q, =200-(-0.4851)-300-0.7276+100-0.4851 = -266.8
gy =-300-(-0.4851)—-200-0.7276+150-0.4851=72.78

q, =100-(-0.4851)+150-0.7276 +100-0.4851=109.1

dlugos¢ wektora obcigzenia: g = \/q)% + q% + qz2 = \/266.82 +72.78% +109.12 =297.3
sktadowa normalng obliczamy rzutujgc wektor obcigzenia na kierunek normalne;j:
O=q;n; =q.n,+qyn, +q,n, =-266.8-(-0.4851)+72.78-0.7276 +109.1-04851=235.3

a jego sktadowa styczna z réwnolegtoboku sit:

r=yq? —c* =2973% ~23532 =181.7

Rzuty na kierunki wektoréw v; i v, wynosza odpowiednio:

T) =q;v; =—266.8-0+72.78-(-0.5547)+109.1-0.8320 = 50.40

Tp =¢q;v; =—266.8-0.8745+72.78-0.4036+109.1-0.2691 =-174.6

Wiyniki obliczen przedstawiamy na rysunku. Aby prawidtowo narysowac ptaszczyzng cigcia, zaktadamy ze
przechodzi ona przez punkt nieco przesuni¢ty wzgledem poczatku uktadu, np. (1,1,1). Przecina ona osie uktadu
wspotrzgdnych w punktach (xy,0,0), (0,y0,0), (0,0,zp). Wspdtrzedne punktéw znajdziemy z warunku
ortogonalnosci wektoréw taczacych te punkty z punktem (1,1,1) z wersorem normalnej zewngtrznej, por. rys.:

n,+n,+n
(nge,ny,n;) L (xg-1-1L-1D) — n.(xg-D-n,-n,=0 — x0=¥

Ny

ny+x,+n,
(onyong) Lo (Clyg =l = =ty (yp=D=n; =0 - yp=—io—

;
ny+ny,+n,
(ngnyon) L (Cl=Lzg=1) = —ng—ny+n,(zp-D=0 - zg=——T"—"

n;

Skqd: Xp = —1.50, Yo = 100, 20 = 1.50.
Dobieramy kat widzenia zapewniajacy widoczno$¢ ptaszczyzny cigcia a odktadajac wspéirzedne wektoréw
uwzgledniamy skrét perspektywiczny.



A. Zaborski, Analiza stanu napr¢zenia

Przyklad 3: Przestrzenny stan naprezenia

Dana jest macierz napr¢zenia. Okresli¢ napreZzenia i kierunki gtéwne. Obliczy¢ wektor napr¢zenia na
plaszczyZnie o zadanej normalnej zewngtrznej n. Obliczy¢ sktadowe normalng i styczng wektora obcigzenia.

5 -2 4
T,=|-2 8 6 n(l-147)
4 6 -7

Rozwiazanie:

1. Obliczamy niezmienniki podstawowe:
I, = {suma po przekatnej}=5+8-7=6,
L, = {suma podwyznacznikéw } = 5-8-2.2-8.7-6:6-5-7-4-4=40-4-56-36-35-16 = -107,
Iz = {wyznacznik z macierzy, det(Ts)} = 5:(-8-7-6:6)+2-(2-7-4-6)+4-(-2-6-8-4)=-656
2. Roéwnanie szeScienne ma postac:
6'-66°-1076+656=0
pierwiastki tego réwnania, czyli wartosci wlasne (wartoSci gtéwne, niezmienniki gléwne, napr¢zenia
gléwne), wynosza:

o, = 10.1809
G, = 6.20436
03 =-10.3853

3. Rozwiazujemy (programem naprezenia, ©A. Zaborski) zagadnienie wartosci wasnych kolejno dla kazdego
z pierwiastkéw z osobna, otrzymujgc wersory kolejnych kierunkéw wilasnych (gléwnych):
dla 6;: (-0.134093, 0.944864, 0.29875)
dla 6,: (0.951374, 0.0383786, 0.305639)
dla o3: (0.277321, 0.325207, -0.904065)
i w rezultacie macierz przejscia z uktadu wyjSciowego do wlasnego ma postac:
—0.134093 0.944864  0.29875

a; =| 0951374 0.0383786 0.305639
0.277321  0.325207 -0.904065

gdzie np. kosinus kata miedzy osig ,.y” a ,,3” wynosi 0.325207. Macierz jest ortogonalna i unormowana
(czyli ortonormalna), co tatwo sprawdzi¢. Jedynie 3 jej sktadowe sg niezalezne.
Interpretacja geometryczna. Transformacja wyjSciowego uktadu wspéirzednych (x, y, z) do uktadu
wlasnego polega na ztozeniu 3 obrotéw wzgledem osi wspétrzednych. Zaktadajac, Ze obroty sa
wykonywane w kolejnosci wzgledem osi z, potem x a na koficu wzglgdem y, obliczamy wspétrzedne
wersor6w uktadu wyj$ciowego po transformacji, sktadajac poszczegélne transformacje:

A=(3 wersory) (obrét wzgl.z) (obrét wzgl.x) (obrét wzgl.y)
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czyli:
1 0 0)(cosa sina O0)(l1 0 0 cosy 0 —siny
A=[0 1 O||-sina cosa O[O0 cosf sinf|| O 1 0
0 01 0 0 1){0 —sinf cosfB)\siny 0 cosy

gdzie o, B, y oznaczaja odpowiednie katy obrotu wzgledem osi, otrzymujac:
cosacosy+sinasin fsiny  sinacos B —cosasiny+sin asin S cos ¥

A=|-sinacos y+cosasin fsiny cosacos S sinasiny+cosasin fcosy

cos fBsiny —sin B cos fcos ¥

skad wyliczamy (np. Matlabem):

o =1.5302072 (ok. 87.57°)

B =-0.33123062 (ok. —18.98°)

Y =12.8439558 (ok. 162.9°)
OczywiScie zmieniajac kolejno§¢ obrotéw (sktadania transformacji sktadowych) otrzymamy inne katy gdyz
mnozenie macierzy nie jest przemienne.
Sprawdzmy macierz przej$cia obliczajac transformacj¢ z prawa transformacji tensorowej:

0 =0ya;0y

G = ax1 Ax) Oxx + ax1 ayl Txy + Ay Ay Ty, +
+ ay dx| Tyx + ayp dyg ny + Ay1 Az Tyz +
+az1 Axg Tx + 8 ayl sz +8, 8,1 Oz =
=(-0.134094)-[-0.134093-5 + 0.944864-(-2) + 0.29875-4] +
+0.944864-[-0.134093-(-2) + 0.944864-8 + 0.29875-6] +
+ 0.29875-[-0.134093-4 + 0.944864-6 + 0.29875-(-7)] = 10.1809 {OK.}
O12 = ax1 Ax2 Oxx + ax1 ay2 Txy +ax1 A2 Tz +
+ Ay ax2 "ny + Ay Ay2 ny + Ayl Az Tyz +
+ a1 Ax2 Tox + 21 ay2 sz + a1 22 Oy =
=(-0.134094)-[0.951374-5 + 0.0383786-(-2) + 0.305639-4] +
+0.944864-[0.951374-(-2) + 0.0383786-8 + 0.305639-6] +
+0.29875-[0.951374-4 + 0.0383786-6 + 0.305639-(-7)] = -5.8-10™° = 0 {OK.}

S(t)d(.))bliczeniu wszystkich wspéirzednych, otrzymujemy macierz napr¢zenia w postaci diagonalnej:
10.1809 0 0
T, = 0 6.20436 0
0 0 —-10.3853

Obliczamy wersor plaszczyzny cigcia (normujemy wektor normalnej zewn.):
n(,-1,4/7) = n(0.3333,-0.3333,0.8820)
Obliczenia w ukladzie wyjsciowym (X, y, z):
obliczamy wektor obciazenia, w uktadzie wyjsciowym (x, y, ), ze wzoru: p; = Oyn; , mamy:
5 -2 4 0.3333 5.861
p=|-2 8 6 ||-0.3333|=| 1.958
4 6 -7)( 08820 —-6.840

jego dlugo$¢ wynosi: p = 9.218. Aby obliczy¢ sktadowa normalng wektora, rzucamy go na kierunek
normalnej, czyli — zgodnie z interpretacjg iloczynu skalarnego — jest ona réwna iloczynowi skalarnemu
wektora i wersora normalne;j:

oc=p-n=..=-4731.

Sktadowa styczng mozemy obliczy¢ z doktadnos$cia do znaku z twierdzenia Pitagorasa:

r=4pt-0?=...=7911.

Teraz to samo, ale obliczane w uktadzie gtéwnym (wtasnym), (1, 2, 3):

transformujemy wersor normalnej zewngtrznej wg Wzorw: n; =ayn; = (-0.0962 0.5739 -0.8133),

obliczamy sktadowe wektora obcigzenia:
10.1809 0 0 —-0.0962 -0.9792
p= 0 6.20436 0 -1 0.5739 |=| 3.5606
0 0 —-10.3853) { - 0.8133 8.4461
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sprawdzamy jego dtugos¢: p = 9.218 (jak poprzednio) i sktadowa normalna:

o =p-n=...=-4.731 (jak poprzednio).
Wspélrzedne wektora réznig si¢ w obu uktadach, ale dtugo§¢ wektora obcigzenia i jego sktadowe: normalna
i styczna, s3 identyczne.

Przyklad 4: plaski stan naprezenia

Dla danego tensora napr¢zenia w p.s.n. okresli¢ naprezenia i kierunki gléwne
T = 40 16
7 16 -10)°

Rozwiazanie:

L . . O'X+O'y O'X—O'y : 5
Naprezenia gléwne ze wzoréw: o, , = 3 + 3 +7,,” wynoszg: G; = 44.68, 0, = -14.68

o,—0 0,—0
Kierunki gtéwne: 1ga, =———= = a, =0.2847, 1ga, =—>

T T
xy xy
gdzie o, jest katem pomigdzy osia ,.x” uktadu wyjsciowego a osig ,,1” uktadu gtéwnego (dokladniej: mniejszy z

X

= a,=-1286

2 mozliwych), o, to kat pomiedzy osia ,,x” a osig ,,2”, przy czym: |(Jt1 | +|0{2| = % .
Macierz przej$cia i tensor napr¢zenia w uktadzie wlasnym:
. :(cos o, sing J :(0.9598 0.2808 J T :(44.68 0 J
Y \cosar, sina, 0.2808 —0.9598)" ¢ 0 -14.68

Interpretacje geometryczng transformacji przedstawia rysunek:

10
14.7
—>» 16 447
40 T_) 40
yLs | —
X
447
16 —— 14.7

.

Przyklad S: plaski stan naprezenia
Dla podanego plaskiego stanu naprezenia, okresli¢ wartosci wlasne, kierunki gtléwne i macierz przejscia.
Transformacje¢ uktadu zinterpretowaé graficznie. Rozpisa¢ tensorowe prawo transformacji dla sktadowych 4, 1

Ty, tensora w kierunkach gtéwnych i poréwnac ich wartosci z wyliczonymi z zagadnienia warto$ci wlasnych.
Dane: o, = 20 MPa, 6, = -15 MPa, 1, = - 15 MPa.

Rozwiazanie:

2
o,.+t0, o,—0,
o= ( Xz >) +7,7, 61=25.55 MPa, 6, = - 20.55 MPa.

o, —0
tan @, = ———==-0.185, o; = -10.48°
xy

macierz przejécia:
a, Ay cosa sina 0.9833 -0.1819
a.. = = =
Volay, a,, —sina coso 0.1819 0.9833

interpretacja graficzna:
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Z %x/ 7 Ox

S

~ G
G2
z tensorowego prawa transformacji dla p.s.n.:
2 2
O =a, Oy +a, 0y +2a1,a,T,, =...=2555MPa=0,,
Oy = A1,y 0  + 01,0y Oy + 01,05, Ty, + 01,05, T = .. = 0.

Przyklad 6: Plaski stan naprezenia

Okresli¢ podang macierz napr¢zenia w uktadzie obréconym o kat 30°.

225 -30
T, = a0 | MP

Rozwiazanie:

Jak wiadomo, macierz przej$cia zawiera dostawy kierunkowe (cosinusy katéw miedzy osiami) nowego uktadu
zapisane w starym uktadzie (lub na odwrét: starego uktadu w nowym).

'y
"r‘l y
G
30° L X
Z rysunku wynika:
e n
X cosa. -sina.
y sina cosa.

czyli:
0.8660 -0.5
aij =
0.5 0.8660

Z prawa transformacyjnego: 0; =da;d ;O
rozpisujemy:

Of = aéxO'x +2a§xa§yfxy +a§y0'y

64"?7 = a{,‘xa?]xax +a§xa”y2'xy +a§ya?7x7xy +a§ya”y6y

2 2
Op =ap0 +2ap.ap T +ap0,

(gdzie mnoznik przy podkre$lonych cztonach wynika z przemienno$ci mnozenia i symetrii tensora).
Po wykonaniu rachunkéw, otrzymujemy:

1328 -130.0
Ty =
-1300 5223

Przyklad 7: Plaski stan naprezenia

Dla podanego tensora naprezenia okresli¢ ekstremalne napre¢zenia styczne i ich kierunki.
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7o 200 0
L0 100

Jak wida¢ macierz jest w postaci diagonalnej, co oznacza Ze zapisana jest w uktadzie wlasnym. Ekstremalne
naprezenia styczne wyrazaja si¢ wzorem (dla ptaskiego stanu naprezenia jeden wzor):

_lo1—0,| _200-100 _
ml 2 2
Kierunki ekstremalnych naprezen stycznych sa pod katem 45° do kierunkéw gtéwnych. Sprawdzmy, jak
wyglada macierz napr¢zenia transformowana z postaci diagonalnej do nowego uktadu obréconego o 45°. Ze
wzoru transformacyjnego, dla macierzy przejscia:

ap  dpy 0.7071 -0.7071
a:: = =
Yo lax agy 0.7071  0.7071
znajdujemy:

o, =a}.01+a3,05 =0.5-200+0.5-100 =150
T :alxalydl +a2xa2y0'2 :—05200+05100:—50

Rozwiazanie:

T 50

xy
oy =afyoy +a3,0, =0.5-200+0.5-100=150

Wiynik ilustruje rysunek.
4100 150 . 150
200 t ] 200 30 30
4 —
50 50
l 100 150 150

Przyklad 8 — Statyczne warunki brzegowe
Kloc drewna o przekroju kotowym ptywa w wodzie zanurzony w 2/3 obwodu. Zapisa¢ statyczne warunki

brzegowe na obcigzonej czgéci pobocznicy i denek walca.
Rozwiazanie:

Jak wiadomo z twierdzenia Pascala, ci$nienie hydrostatyczne wody (a tym samym i jej parcie na zanurzone
ciato) ro$nie liniowo z glebokoscia, por. rysunek.

wersor normalnej zewnetrznej: n(sin ¢, cos @)

a poniewaz zwrot ci$nienia jest przeciwny do normalnej zewnetrznej, mamy wyrazenie na catkowite parcie:
q = R(cosax—cos &)

(przyjety jednostkowy cigzar wlasciwy wody)

i po zrzutowaniu na osie, sktadowe:
qy =—R(cos @ —cos &) sin &

q, = R(cos @¢—cos o) cos @
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Wiyniki przedstawia tabelka i rysunek.

0 15 30 45 60 75 90 105 120
q 450 1440 |4.10 |362 |3.00 |228 1.50 1072 |0
qy | O -1.14 | -2.05 |-2.56 | -2.60 | -2.20 | -1.5 -0.70 | 0
gz | 450 |4.25 355 256 1.50 1059 |0 -0.19 |1 0

Na denkach walca, dla z<—Rcos &y = z:
4y =220, 4y=4,=0

Na nieobcigzonej czgsci brzegu jest oczywiscie g, =g, =q, =0 (pobocznica i denka nad lustrem wody).



