Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatlow

Belki
belki proste, najprostsze przypadki belek prostych, superpozycja wykresow, belki ukosne o

roznych obcigzeniach, belki przegubowe i gerberowskie

Belki proste

Dla preta prostego, p — o, ds = dx, obcigzonego jedynie obcigzeniem poprzecznym,
p(x) =0, ze wzordow rozniczkowych dla sit przekrojowych wynika, ze sita podhuzna jest stata,
a ponadto:

2
—q(x), oraz: d dl\)/(lz(x) =—q(x)

M () =Q(x),

_ dQ(x) _
dx dx

Z powyzszych rownan wynika kilka wnioskow:
Whniosek 1 Zerowanie si¢ sity poprzecznej wskazuje na ekstremum momentu zginajgcego.

Whniosek 2  Dla obcigzenia poprzecznego zadanego funkcjg n-tego stopnia, funkcja sity po-
przecznej jest stopnia n+1 a momentu zginajgcego - stopnia n+2. Jezeli wigc brak
obcigzenia cigglego to moment zginajacy jest funkcja liniowa a sita poprzeczna
jest stata. Jesli obcigzenie poprzeczne jest stalej intensywnos$ci, moment jest funk-
cja 2. stopnia a sita poprzeczna jest funkcja liniowg. Jezeli obcigzenie poprzeczne
jest liniowo zmienne moment jest funkcja 3. stopnia a sita poprzeczna funkcja 2.
stopnia.

Whniosek 5  Z ostathiego rownania oraz z przyjetej konwencji rysowania momentow zginajg-
cych po stronie widkien rozcigganych wynika, niezaleznie od przyjetych konwen-
cji znakowania q i M, ze wypuklo$¢ wykresu momentow jest zawsze zgodna ze
zwrotem dzialania obcigzenia poprzecznego.

Przyktad

Roéwnania sit przekrojowych

T A

ar  az a3 a4 as

Wyznaczamy reakcje ukfadu i okres§lamy przedziaty charakterystyczne. W trzecim prze-
dziale od a, do a; obciazenie trojkatne zastgpujemy suma (a wlasciwie rdznicg) obcigzen pro-
stokatnego 1 trojkatnego. Latwiej bowiem jest zapisa¢ rdwnania dla sumy takich obcigzen niz
dla obcigzenia trapezowego (jaki powstaje przy cigciu wewnatrz przedziatu).

O<x<a
M (X) =V X
Q(x) =V,
N(Xx) =Hp

ar < X< az
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X—a, X—a
M(X) =V, X— X—a 12 =
09 =Vx— e F5
X—a
Q(X) =V - (x—2ay) !
2~
N(X)=H,
a2 <X<as

M(x):VAx—qaz;al (x—a2+a2_a1j—

3
_X—a2+ q (X— Z)X—a.z X—az
2 as —a, 2 3
a, —a q X—a
X)=V, —q—=—2L—qg(x—a, )+ X—a 2,
Q) =V~ alx =2y J+ (-2 ) =
N(X)=H,

az < X < as, W - wypadkowa obcigzen cigglych, aw - potozenie wypadkowej
M(X) =Vax-W(x-a,)
Q(x) =V,—W =const
N(X) =Ha

s <X<as
M (X) =V x-Wa, —P(x—a,)
Q(x) =V, —W —P =const
N(x)=0

as<x<I
M (X) =V x-Wa, —P(x—a,)+M
Q(x) =V, —W —P =const
N(x)=0

albo (z drugiej strony belki dla x1)

M(x;) =Rg X,
Q(x;) =-Rg
N(x;)=0

Wykresy sit przekrojowych:

Tekstremum momentu

Q [[I&Im

N e




Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatlow

Whioski:

1.

wykres momentow:
wypukto$¢ wykresu momentdw jest zgodna ze zwrotem dziatania obcigzenia cigglego,
pod sitg skupiong wystepuje zalamanie w kierunku dziatania tej sity,

w przekroju obcigzonym momentem skupionym nastepuje rozsunigcie wykresu (skok) o
warto$¢ tego momentu,

na granicach obcigzenia ciaglego pochodne s ciagtle,

wykres sil poprzecznych:

pod sitg skupiong wystepuje skok w kierunku tej sity i rowny jej wartosci,

w przekrojach w ktérych q = 0 zachodzi réwnos$¢ pochodnych ,

zmianie pochodnej obcigzenia ciggtego odpowiada punkt przegiecia,

wykres sil podtuznych,

bardzo prosty dla belek obcigzonych jedynie obcigzeniem cigglym o kierunku poprzecznym.

Dla przypomnienia powtérzmy, ze momenty zginajace rysujemy po stronie wiokien roz-

cigganych a znaki ich s3 w zasadzie dowolne podczas gdy znaki sit poprzecznych 1 podtuznych
sg istotne dla jednoznacznosci rozwigzania.

Najprostsze przypadki obciazenia belki

! wykresy powinny by¢ zawsze rysowane w skali (osobna skala na osi odcigtych dla wspdirzednej osi preta

a osobna na osi rz¢dnych dla wartosci sity przekrojowej: momentu zginajacego, silty poprzecznej czy sity podtuz-
nej).

3
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ad 1. Jesli sita dziata w srodku przesta, maksymalny moment pod sitg wynosi P1/4.

ad 2.  Moment skupiony powoduje wzgledne rozsunigcie cze$ci wykresu: obie cz¢sci wy-
kresu sa do siebie rownolegle.

ad 3.  Wykres momentow jest parabolg 2. stopnia.

ad 4. Wykres momentow jest parabolg 3. stopnia a sit poprzecznych krzywa 2. stopnia.
Podobnie dla przypadku 8.

Znajac rozwigzania dla powyzszych najprostszych przypadkow, mozna od razu rysowaé
wykresy dla bardziej ztozonych obcigzen, korzystajac z zasady superpozycji. Np. obcigzenie
belki z przewieszeniami rozbijamy na 2 wsporniki (z lewej i z prawej) oraz na belke obcigzona
na catej dtugosci przgsta:
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Sumujac wykresy, otrzymujemy:

D _
>~ ¥ N | N
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Belki ukos$ne

Ukladajac rownania sit przekrojowych odpowiednio dobieramy obliczeniowy uktad wspot-
rzgdnych. Nalezy zwroci¢ uwage na:

— przyjmowany uktad wspotrzednych (rownania sit przekrojowych zaleza od przyje-
tego ukladu?)

— znak przecigcia wewnatrz przedzialu charakterystycznego, wskazany nawiasem
kwadratowym (na zewnatrz nawiasu jest cze$¢ odrzucana)

— rozne definicje intensywnosci obcigzenia ((X). Intensywnos$¢ obcigzenia moze by¢
oddawana w jednostkach sily na metr (w rzucie pionowym lub poziomym, przy-
ktady a) 1 b) ponizej) albo w jednostkach na metr biezacy belki (przyktady c), d) 1
€) ponize;j.

a) intensywno$¢ obcigzenia  podana jest w KN/m w rzucie pionowym

P,

Jest jeden przedziat charakterystyczny dla rownan sit przekrojowych.
2
M(X) =V, x— HAy—q%
Q(x)=(V,—-gx)cosa—H,sin
N(X) = (-V,+0x)sin « —H ,cosx
Jest oczywiste, ze sila poprzeczna (funkcja liniowa) zmienia znak, co oznacza istnienie

miejsca zerowego sity poprzecznej® i istnienie w tym przekroju ekstremalnego momentu zgi-
najacego:

2 ale same sily przekrojowe, jako wielkoéci obiektywne, nie zaleza od przyjetego uktadu. Bez wzgledu w
jakim uktadzie prowadzimy obliczenia koncowy wynik w postaci wykresow bedzie identyczny.

3 latwo stwierdzi¢, wstawiajgc wartosci reakcji, ze miejsce zerowe wystapi w srodku rozpigtosci belki
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q(l cos )®
ma T g
Mozemy sprawdzié, ze pochodna momentu zginajacego” jest rowna sile poprzeczne;j®.
dM(x) dM(x) dx dM(x
di - di )Ez(:os“%:
b) intensywnos$¢ obcigzenia q podana jest w kKN/m w rzucie poziomym

M

...=Q(X)

Jak poprzednio, mamy jeden przedziat charakterystyczny i podobne ekstremum momentow
zginajacych.
2
M(X) =VaXx+ HAy—%
Q(xX) =V, cosa + (H,—qy)sina
N(x) = -V, sina + (H ,—qy) cosa
_ q(Isin a)?

Mmax_ 8

C) intensywnos¢ obciazenia ¢ podana jest w kN/m.b. 8

Znowu jest jeden przedziat charakterystyczny i ekstremum momentéw w srodku przesta.

X X
M(X) =V, x-H,y- —
(X) =V, Sk v
. gx
Q(x)=V,cosa+H,sin o - cos &
CoS &
N(X) =-V,sin ¢ —H ,cosa + P sin «
CoS o

4 przypominamy, ze ma to by¢ pochodna po wspétrzednej zwigzanej z osig preta, a wiec nie po X lecz po s
® z doktadnoscig do znaku
® na metr biezacy (osi podtuznej belki)



Adam Pawet Zaborski — wytrzymalo$¢ materiatlow

dM (s) _ dM (x) dx — cosa dM (x)
ds dx ds dx

d) Taki sam przyktad, jak powyzej, ale z inaczej obliczanymi reakcjami

/HA'\VA

Niewiele to zmienia same obliczenia sit przekrojowych 1 — cho¢ wzory wygladaja nieco
inaczej — wyniki (w postaci wykresow) beda takie same.

XCOS

M (X) =V, x—0x

Q(x)=V,—agxcos«
N(x) =—H ,+0gxsin
_ql(lcos ax)

e) intensywno$¢ obcigzenia, prostopadiego do osi belki, jest podana w jednostkach sity na
metr biezacy osi belki

M

/HA RVA

Tym razem wydaje si¢ celowe przyjecie kierunkéw niewiadomych reakcji na podporze A
z uwzglgdnieniem kierunku osi belki i kierunku obcigzenia oraz przyjecie wspotrzednej prze-
kroju ciecia we wspotrzednej &, zwigzanej z osig preta. Znakomicie utatwia to zapis rownan sit
przekrojowych.

M-V, %
Q(&) =V,—-a¢
N($)=-H,
Mmax zﬂ

8

Dla prze¢wiczenia metody zapisu réwnan sit przekrojowych, mozna sproébowacé ponow-
nego zapisu dla reakcji pion/poziom na podporze A i poziomej osi wspotrzednych.
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Belki przegubowe

Moment zginajacy w przegubie jest rowny zero. W przegubie dziata jedynie sita o niezna-
nej wartosci i kierunku. Mozemy zawsze ja przedstawi¢ w postaci dwoch sit o znanym kierunku
lecz nieznanej wartos$ci.

p P

z Rc
Ha Ve,
& = - -7
- ! Va Tho H \Y

Otrzymujemy dwa ukiady belek prostych, a w miejscu ci¢cia przykladamy sity V i H. Sity te
majg przeciwne zwroty w kazdym z poduktadow (zasada akcji 1 reakcji). Po rozbiciu belki
przegubowej na belki proste, rozwigzujemy kazda z nich z osobna, wyznaczajac nieznane sity
w przegubach z odpowiednich rownan rownowagi dla poduktadow.

Belki gerberowskie’

Jesli 0§ belki przegubowej jest linig prosta (tzw. belka gerberowska), to rozwigzanie belki
Znacznie si¢ upraszcza. Aby uklad taki byt statycznie wyznaczalny, moze istnie¢ tylko jedna
reakcja styczna do osi belki. Po jej wyznaczeniu, mozemy okresli¢ oraz narysowac wykres sit
podhuznych uwzgledniajac wszystkie obcigzenia styczne do osi belki. Obcigzenia te nie beda
miaty wplywu na sity poprzeczne 1 na momenty zginajace, dlatego tez w dalszym toku obliczen
nie bierzemy je pod uwage. Belke podstawowa zastepujemy uktadem belek prostych, opartych
jedna na drugiej w taki sposob, aby w otrzymanym uktadzie belek prostych kazda z nich byta
statycznie wyznaczalna i geometrycznie niezmienna:

N Y =
& 2 N
oy =2
s

Obliczamy reakcje belek prostych i rozwigzujemy je, poczynajac od belek ,,gornych”. Wy-
kresy przedstawiamy w postaci zbiorczej - dla catej belki przegubowe;.

Nalezy przypomnie¢, ze przegub nie jest punktem charakterystycznym rownan sit przekro-
jowych. Korzystajac z tej informacji mozemy w prostych przypadkach od razu naszkicowaé
wykres momentow, a na jego podstawie i wykres sit poprzecznych:

" od nazwiska niemieckiego inzyniera ktéry opatentowat zastosowanie takich belek
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Komentarz odnos$nie do algorytmu:

wyznaczamy jedyng poziomg reakcje belki, pochodzaca od obcigzen poziomych
(jako np. skladowych poziomych obcigzen ukosnych)

rysujemy wykres sity podtuzne;j

rozbijamy belke¢ na belki proste

rozwiazujemy belki, zaczynajac od belki gornej, przechodzac stopniowo ,,w dot’ az
do belki najnizej potozonej

rysujemy wykresy zbiorcze momentow zginajacych i sit poprzecznych



