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Utrata statecznosci preta prostego

Rozwazania energetyczne

Konieczno$¢ uwzglgdnienia mozliwosci utraty stateczno$ci obrazuje przyktad stalowego
stupa wspornikowego obcigzonego jedynie ciezarem wlasnym. Jesli przyjmiemy R = 200 MPa,
oraz y = 78.5 kN/m, otrzymamy mozliwg dtugo$¢ wynikajaca z warunku na naprezenia nofr-
malne rzedu 2.5 km. Jest oczywiste, ze taka konstrukcja nie bytaby stabilna.

Rozrézniamy 3 mozliwe stany rowno-
w Q) /Q\ wagi: rOwnowaga stateczna (trwala), rowno-
waga obojetna oraz rOwnowaga nietrwata

(chwiejna). Najprostsza interpretacja tych stanow jest kulka toczaca si¢ po zakrzywionej po-

wierzchni: w zaglebieniu (minimum energii potencjalnej), na ptaszczyznie poziomej, oraz na
powierzchni wypuklej. Wynika stad zasada minimum energii potencjalnej:

Uklad jest w stanie rownowagi statecznej tylko wtedy gdy wartos¢ energii potencjalnej
osigga minimum.

Sita krytyczna
PP 4 Przyl6zmy do stupa niewielkg sife - pret bedzie znaj-
dowat si¢ w réwnowadze statecznej. Jesli bedziemy
zwigkszali obcigzenie, dla pewnej jego wartosci pret
przejdzie w stan rownowagi obojetnej: dowolnie maty
punkt impuls bedzie powodowal wychylenie preta z pozycji
bifurkacii  pionowej i utrzymywanie si¢ w niej. Pojawia sie tzw.
Wy punkt bifurkacji (rozdwojenia). Po przekroczeniu tego
punktu nie jest mozliwa prostoliniowa posta¢ rownowagi

preta.

Mozliwo$¢ utraty statecznosci jest bardzo grozna z dwdch powodow:

- konfiguracja odksztalcona charakteryzuje si¢ znacznymi przemieszczeniami, z reguly po-
wodujacymi zniszczenie konstrukcji,

- utrata stateczno$ci zachodzi w sposob nagly, niesygnalizowany i najczgsciej powoduje ka-
tastrofalne skutki (brak mozliwosci podjecia jakiejkolwiek akcji ratowniczej itp.).

Wzor Eulera

Jesli naprezenia normalne s3 mniejsze od granicy proporcjonalnosci, Ry, to obowiazuja
zwigzki Hooke’a, dla ktorych mamy: EJW'(X) = —M(X) . Konieczne jest odstgpienie od zasady

zesztywnienia poprzez rozrdznienie konfiguracji poczatkowej (nicodksztatconej) i konfiguracji
aktualnej (odksztatcone;j):

M (x) = PW(X) + My, () ,

gdzie Mprz(X) jest czgscig momentu wynikajacg z warunkow brzegowych. Jest wiec:
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EJW'(X) + PW(X) = M, (x) = kZEE—PJ,

1 otrzymujemy tzw. rownanie Eulera

" M (X)
k2 - _ brz .
W' (X) + k“w(X) E;
Calka ogdlng rownania jest funkcja:
Wy (X) = Asinkx + B coskx,

a postac catki szczegolnej zalezy od prawej strony rownania. Zarowno state catkowania jak i
odpowiednig posta¢ prawej strony rownania Eulera (i catki szczegdlInej) wyznaczymy na pod-
stawie warunkow brzegowych:
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Mo () =0, w(0) = w(l) =0
a)|B=0, sinkl=0 = kl=nrx

n’z2EJ 7°EJ
Pe = =

B 12

My, (X)=0; w(0)=w(l)=0
b)|B=0, coskl=0 = kI:%+n7z:%

7°EJd

P =2

Mo () =RK W, == %, w(0) =w(l) = w() =0
C)|B=0, R=APkcoskl, tankl=kl = kl=4.493

20.197%E)  #°EJ
Pkr = 2 ~ 2
| (0.6991)

My, (X) = Rx = My; ws(x)z—%xﬁt%, w(0) =w(l)=w'(0)=w'(l)=0

d)|My=-BK2, R=APk B=—"Kl_ A 1_coski=Lkisinkl = ki=2r
coskl -k 2
_47°E) 7°Ed

“T1Z T (081)?

M ; .
My, (X) = My; ws(x)=—T°, w(0) =w(l) =w'(l)=0
e)|A=0, M,=BPcoskl, Bksinkl=0 = sinkl=0 = kl=x

2
7°EJ
Pkr = |2

Wprowadzmy definicje dtugosci wyboczeniowej i smuklosci preta:
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Dtugosc¢ wyboczeniowa jest to diugosc potowy fali wybOczenia preta.

Smuktosé preta jest to stosunek diugosci wyboczeniowej do minimalnego promienia bezwfad-
nosci przekroju poprzecznego.

Dhugo$¢ wyboczeniowa zalezy od schematu statycznego. Smuktos$¢ jest parametrem wskazu-
jacym na wrazliwo$¢ na utrate statecznosci. Rzadko przekracza 150 a ponizej 20 niebezpie-
czenstwo wyboczenia znika. Smuklo$¢ natomiast zalezy nie tylko od schematu statycznego ale
1 geometrii przekroju preta. Poszczegdlnym schematom odpowiada okreslona warto$¢ wspot-
czynnika « (1, 2.0, 0.699, 0.5, 1). Wzbr na eulerowskg site krytyczng zapiszemy ostatecznie:

7°E)  7°EF
= I2 :T

w

I:)E

Aby wzor powyzszy obowigzywal, napr¢zenia odpowiadajace sile krytycznej nie moga prze-
kracza¢ granicy proporcjonalnosci:

P. ~°E n’E .. fE
O-kr:FE: 2/2 SRH f— RH ZF,CZWI. /lgr:ﬂ' E

aqr

I Zakres liniowo sprezysty odpowiada wiec smuktosci preta wiekszej od smuklosci granicznej.
Wzory w zakresie poza liniowo sprezystym

Poza zakresem liniowo sprezystym zwiazki Hooke'a nie obowigzujg. Problem utraty sta-
tecznos$ci powinien by¢ rozwazany z uwzglednieniem innych zwigzkoéw fizycznych, obowig-
zujacych w zakresie naprezen przekraczajacych granicg proporcjonalnosci, np. nieliniowej
sprezystosci czy teorii plastycznosci. Nieliniowo$¢ fizykalna znacznie komplikuje uzyskanie
rozwigzania, uniemozliwiajac otrzymanie prostych, przydatnych dla praktyki wzorow.

Dlatego przyblizone rozwigzanie problemu znajdziemy na innej drodze. Mozna przyjaé, ze
zakres poza liniowo sprezysty jest ograniczony z dwu stron:

- granicg proporcjonalnosci dla smuklosci granicznej

- granicg plastycznoscidla 4 — 0.

zakres
poza
lin.
spr.

\

D A

Najprostsza aproksymacja rozwigzania w tym zakresie jest potaczenie dwu punktoéw gra-
nicznych linig prosta, ktora zaproponowali Tetmajer-Jasinski:
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ory=a-bid, o7 ,(0)=R, o7 ;(4)=Ry = a=R, b=-—=

Ry =For; =FR-F(R, - RH)%

gr
Inng aproksymacje w postaci parabolicznej zaproponowali Johnson-Ostenfeld:
_ R —-R,
- 2
Age

0,0 =A-B¥, 0,,(0)=R, 0,0(4e)=Ry = A=R, B

aqr

2
P, o=Fo, o =FR,—F(R,—R, )[%]

Przyklady zadan

W obliczeniach statecznosci preta prostego pojawiajg si¢ 2 typy problemow:

. . . . . R
- dobor obcigzenia dopuszezalnego dla zadanej geometrii przekroju: Py, = — n - wspolk-
n

czynnik bezpieczenstwa (wysoki), zakres pracy konstrukeji jest znany,

- projektowanie przekroju dla zadanego obcigzenia (sity krytycznej), zakres pracy konstruk-
cji nie jest znany i po wykonaniu obliczen nalezy zweryfikowac zatozenia obliczeniowe.

Przyktad

Zaprojektowac pret wspornikowy o przekroju kwadratowym dxd, jesli Re = 240 MPa, Ry
=180 MPa, E=210GPa, P=1MN,I=1,n=2.
Zakladamy zakres sprezysty, lw=2m, F=d? J=d*/12,i = 4 , Pn= 7°E] , skad:
Vi2 1’

w

d=4-%81__0069m

7221010°

l,  2V12

Sprawdzamy zalozenie: A, =107,4 = T g =99.9 < 1, (a wigc zakres poza li-
niowo sprezysty, niezgodnie z zalozeniem wstgpnym), zmieniamy zakres (T-J):
Pn=(a—bA)d?, (240-10°-0.56-10°212)d?=2.10°, 240d°-3.88d—-2=0, d=
0.084 m
Przyjmujemy d = 8.5 cm.

Przyklad
Zaprojektowac przekroj z 2 ceownikow, jesli lw =4 m, 1, =107, P =100 kN, n=2.12.
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Z tablic profili walcowanych, metoda préb i bledow mamy:
[80,F=11cm? e= 1.45cm, Jy =106 cm* iy =3.1cm, J, = 19.4 cm*.

2 9 -8
X-y: 22290 1595, p - 7210-107-2-106-107 . o0 o
3.1 ot E 16

X-z: aby uzyskac t¢ samg no$nos¢, musi by¢ spetniona rowno$¢ momentow
J. = Jy =212 ecm?, czyli: J, = 2(J,, + Fd?), skad d = 0.028 m, natomiast minimalny rozstaw
ceownikéw wynosi: 45 - 14.5 = 30.5 mm = 0.0305 cm, J, = 2435 cm?, i, =0.033 m, 1 =120.2

> Agr. Sprawdzenie zakresu przy rozsunieciu nie jest konieczne, gdyz zaréwno ze wzoru Eulera
jak i T-J otrzymujemy wigksza sitg krytyczng (por. wykres).

d

Przyktad
ﬁ_ _ﬂ Okresli¢ obcigzenie dopuszczalne preta o przekroju kotowym, jesli d = 8
cm, 1 =200 cm, stal St3S: E = 210 GPa, Rn = 180 MPa, Re = 240 Mpa, Agr
= 107.

X-Z: =2, lw=4m, A =200 > Ag (zakr. spr.),

Oad

z P 7°EF 260
I i ~ 227 kN
y P pa? n

X-y: a=0.5,lw=1m, L =50 <A g (zakres spr.-pl.),
o; ,F (a—-bA)F 1.065
Pdop = = =
n n n
Ostatecznie: Pdop = 260/n kN.

MN.

Projektowanie wg normy konstrukcji stalowych PN-90/B-03200

Nos$nos¢ obliczeniowa przekroju preta:
NRc = l//Afd !
gdzie y - wspotczynnik redukcyjny nosnosci zalezny od smuklosci wzglednej (zdefiniowane;j
norma), fq - wytrzymato$¢ obliczeniowa stali, A - pole przekroju brutto.

Metoda energetyczna

Energia sprezysta rowna jest sumie energii potencjalnej 1 pracy sit zewnetrznych: E = U -
L. Warunkiem rownowagi w stanie krytycznym jest zerowanie si¢ wariacji funkcjonatu energii
sprezyste;:

0JE=0 = JoU=0L = AU=AL,

| MZ |
AU = [ ———dx = 1 [EJ(w")’dx
0 0

2EJ

AL = Pv, v - pionowe przesunigcie,

|
AL = 1P [(w)?dx,
0
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skad ostatecznie:

jEJ (w" (x))?dx

P, =

r =

I(W‘(x))zdx

Metoda energetyczna daje przyblizenie z nadmiarem (na niekorzy$¢ pewnosci).

Doktadno$¢ metody zalezy w duzym stopniu od jakosci przyjetej aproksymacji funkcji
ugiecia. Aby funkcja ta byla bliska rzeczywistej, zadamy speknienia przez nig kinematycznych
a czgsto 1 statycznych warunkéw brzegowych.

Przyktad
Obliczenie eulerowskiej sity krytycznej dla 2-pigtrowego stupa: It =4 m, I, =2 m.
l 1 l Metoda energetyczna:
> N P=P E = %P_ N 1. przyblizenie: W(x) = a (X3 + bx? + cx + d)
kin. w. brz. : w(0) =w(l) =w(l1 +12) =0
w(x) = a (X3 - 10x? + 24x), P« = 1.458 EJ

2. przyblizenie: w(x) = a (x° + bx* + cx® + dx? + ex + f)

Il ,Xl

I — - . _ _ _
1 P, kin. w. brz.: w(0) =w(l1) =w(l1 + 1) =0
L \ UV
B - stat. w. brz.: w”>(0) = w’(ly + 1) = 0, Pes = 0.952 EJ
YA JA

Scista metoda rozwigzania:

P N
dla 0 < x, <l,w,"+k, W, = —— X, , podstawiajac k? =—
Xy <, W +K Wy EJ X P ]d EJ

otrzymujemy (c.o.r.j.+c.s.r.n.):
. P
w, (X) = Asin k;x, + B, cosk,x, — N X,
z warunkami brzegowymi:

PL . P,
w(0) =w()=0 = Wl(&):ms'” klxl_ﬁlxm

(analogicznie dla 0 < x2 < I2). Warunki zgodno$ci rozwigzan maja postac: w,'(l,) =—-w,'(l,),
Ml(ll) = Mz(lz)-

Z poréwnania drugich pochodnych wynika k, =—k, =k, a z warunku na pierwsze po-
chodne otrzymujemy po przeksztatceniach:

W[ Coskh  coskl ) L+l 0oea2 = N =K2EJ =0.930E] .
sinkl,  sin kl, 11,



