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2 REOLOGICZNE MODELE STRUKTURALNE 

2.1 Uwagi wstępne

Punktem wyjścia dla tej grupy teorii jest założenie, że własności mechaniczne ciał rzeczywistych można opisać przez połączenie modeli mechanicznych (sprężyna, tłoczek itp.) podstawowych cech reologicznych. Ponieważ trudno jest przewidzieć jak należałoby zestawić modele podstawowe, aby uzyskać opis zgodny z zachowaniem się modelowanego ciała, przyjmuje się metodę odwrotną: buduje się modele oparte o rozmaite kombinacje modeli ciał prostych, a następnie bada się zachowanie tak zbudowanych modeli w warunkach pełzania czy relaksacji. Mając do dyspozycji możliwie duży zbiór takich modeli, do opisu materiału rzeczywistego wybiera się ten, którego zachowanie się jest najbardziej zbliżone do zachowania się danego materiału. W dalszym ciągu omówione zostaną podstawowe modele dla jednoosiowego stanu naprężenia; uogólnienie dla stanów przestrzennych  będzie przedstawione w rozdziale dotyczącym teorii dziedziczności, opisanych równaniami całkowymi. Równania różniczkowe, które opisują modele strukturalne, można bowiem otrzymać jako przypadek szczególny redukcji równań całkowych do równań różniczkowych. Zaletą modeli strukturalnych jest jednak to, że - odwołując się do intuicji opartej o znajomość zachowania się prostych urządzeń mechanicznych - pozwalają one na jakościowe przewidywanie skomplikowanych zachowań się ciał rzeczywistych.

2.2 Modele jednoparametrowe

W tej grupie modeli omówione zostaną tzw. ciała proste Hooke'a i Newtona, scharakteryzowane w jednoosiowym związku fizycznym przez jedną stałą materiałową.

2.2.1 Model (ciało) Hooke'a

Analog mechaniczny tego ciała pokazany jest na rys.2.1.
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Równanie stanu ma postać:

(t) = E (t)
(2.1)

Stała E, charakteryzująca sztywność sprężyny, nosi nazwę modułu sprężystości i ma wymiar naprężenia [N/m2].

Próba pełzania:

(t) = H(t)

po podstawieniu do (2.1) daje następującą odpowiedź:

(t) = 
[image: image102.png]



(2.2)

pokazaną na rys.2.2, skąd wnioskujemy, że model ten nie opisuje pełzania.
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Odciążenie w procesie pełzania:

(t) = {H(t) -  H(t - )}

wywołuje odpowiedź

(t) =
[image: image2.wmf]s

o
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{H(t) -  H(t - )}
(2.3)
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pokazaną na rys.2.3. Po zdjęciu obciążenia odzyskiwane jest całe odkształcenie, a więc jest to idealny nawrót sprężysty.

Próba relaksacji:

(t) = H(t)

daje 

(t) = E  H(t)
(2.4)

a więc model ten nie opisuje relaksacji (rys. 2.4). 

[image: image85.png]



2.2.2 Model (ciecz) Newtona
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Analog mechaniczny tego ciała pokazany jest na rys.2.5.  

Równanie stanu ma postać:

(t) =  
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(2.5)

gdzie kropką nad symbolem odkształcenia oznaczono pochodną po czasie. Stała ,  charakteryzująca sztywność tłoczka nosi nazwę modułu lepkości i ma wymiar iloczynu czasu i naprężenia [s N/m2].

Próba pełzania:

(t) = H(t)

daje, po podstawieniu do (2.5) i scałkowaniu w granicach (0,t) następującą odpowiedź:

(t) = 
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 t + (0)
(2.6)
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Przebieg pełzania pokazano na rys.2.6 dla warunku początkowego (0) = 0. 

Pełzanie przebiega ze stałą prędkością (pełzanie ustalone) i dla t  odkształcenie   (pełzanie nieograniczone).

Odciążenie w procesie pełzania:

(t) = {H(t) -  H(t - )}

wywołuje odpowiedź:

(t) = 
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(2.7a)

(t) = 
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dla   t   
(2.7b)
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Z rys.2.7. widać, że model ten nie opisuje żadnego nawrotu: ani sprężystego, ani niesprężystego.

Próba relaksacji:

(t) = H(t)

daje po zróżniczkowaniu:
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(t) = (t),   skąd:

(t) =  (t)
(2.8)
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gdzie (t) jest  dystrybucją Diraca. Odpowiedzią materiału na zadane odkształcenie jest impuls (0)    , po czym następuje całkowita, natychmiastowa relaksacja naprężeń do wartości 0 (rys.2.8).

2.3 Modele dwuparametrowe
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Modele wieloparametrowe (w tym i dwu-parametrowe) konstruuje się dokonując połączenia szeregowego (rys.2.9)

lub równoległego (rys.2.10) 
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poszczególnych modeli ciał prostych. 

Zanim przejdziemy do opisu poszczególnych modeli, zauważmy, że dla tego typu połączeń równania równowagi i nierozdzielności odkształceń przyjmują następujące postaci:

Dla połączenia szeregowego:

1. równanie równowagi  i=  

2. równanie nierozdzielności odkształceń  
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Dla połączenia równoległego:

1. równanie równowagi  
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2. równanie nierozdzielności odkształceń  i = 
2.3.1 Model Maxwella
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Model Maxwella jest szeregowym połączeniem ciała Hooke'a i cieczy Newtona (rys.2.11). 

Posługując się wyżej podanymi zasadami mamy:

1. równanie równowagi:   

 =  = 
2. równanie nierozdzielności odkształceń:  

 +  = 
i związki fizyczne: 

 (t) = E  (t)   ,    (t) =  
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gdzie indeksami H i N  oznaczono wielkości odnoszące się do modeli Hooke'a i Newtona. Różniczkując po czasie równanie dla modelu Hooke'a i wykorzystując powyższe równania równowagi i nierozdzielności odkształceń, otrzymujemy równanie stanu dla modelu Maxwella:
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(2.9)

Dla próby pełzania:

(t) = H(t)      czyli         
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= (t),    skąd (2.9) przyjmuje postać:
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a po scałkowaniu (uwzględniając, że  
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(rys.2.12).

Model ten opisuje więc nieograniczone pełzanie ustalone z początkowym odkształceniem natychmiastowym, określonym przez wielkość natychmiastowego modułu sprężystości E.

Dla pełzania z odciążeniem w przedziale czasu  t   obowiązuje (2.10) Dla t     mamy:

(t) = 
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EMBED Equation [image: image24.wmf]dt
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a więc model opisuje idealny natychmiastowy nawrót sprężysty, lecz nie opisuje nawrotu niesprężystego.

W próbie relaksacji jest 
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(t) = 0 i  (2.9) przyjmuje postać:


[image: image32.wmf](

)

t

s

&

  +   (t)
[image: image33.wmf]h

E

 = 0.

Rozwiązanie tego równania całkowego daje:

 (t) =  (0) exp [   
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t ] 
(2.11)

lub oznaczając   / E = tR (  stała ta nosi nazwę czasu relaksacji):

 (t) =  (0) exp [   t / tR ] 
(2.11a)

Zauważmy, że dla czasu relaksacji jest:  (tR) =  (0) / e   0.37  (0).
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Na rys.2.14 pokazano inną interpretację  stałej tR jako punktu na osi czasu odciętego przez styczną do krzywej relaksacji wystawioną w punkcie t = 0. 

W istocie, jest :
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(0) =   (0) / tR   , a  równanie stycznej wystawionej w t = 0 ma postać:

y(t) =  (0)   (0)[ t / tR] ,

skąd dla t = tR mamy  y(tR) = 0.

Dla t   równanie (2.11) daje   0, a więc model opisuje relaksację zupełną.

2.3.2 Model Kelvina

Model ten jest równoległym połączeniem ciała Hooke'a i cieczy Newtona (rys.2.15). 
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Ponieważ moduł sprężystości będzie miał nieco inne znaczenie niż w modelu Maxwella, oznaczono go jako E'.

1. równanie równowagi:  

H + N = ,

2. równanie nierozdzielności odkształceń: 

H =  N = 
i związki fizyczne: 

H = E'  H (t)   ,    N (t) =  
[image: image36.wmf]&
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skąd wynika równanie stanu dla modelu Kelvina:

(t) = E' (t)  +  
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(2.12)

Opis pełzania wymaga rozwiązania następującego niejednorodnego równania różniczkowego:
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Jest to równanie typu
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(t) + p(t)Q(t) = (t)

z wykładniczym czynnikiem całkującym . Całka takiego równania ma postać:

Q(t) = exp [ - p(t)dt] { 
[image: image42.wmf]ò

(t)exp [ p(t)dt] dt + C}

Po zastosowaniu tego wzoru do równania różniczkowego (2.12) mamy:

(t) = exp [   
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EMBED Equation [image: image45.wmf]ò
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Po uwzględnieniu  warunku początkowego (0) = 0, z którego wynika C =   
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(t) = {
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(2.13)

a po oznaczeniu:   / E' = t o ( czas retardacji lub czas opóźnienia):

(t) ={
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} { 1 - exp [ - t / t o] }
(2.13a)

Krzywą pełzania pokazano na rys.2.16. 
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Widać, że dla  t   jest    
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 , a więc E' określa położenie asymptoty odkształceń. Wartość to  określa jak szybko odkształcenia osiągają asymptotę (im większe to , tym później) zrozumiałe staje się więc nazwanie  to czasem opóźnienia a modułu  E' - czasowym modułem sprężystości. Model Kelvina opisuje pełzanie ograniczone,  o nieliniowym przebiegu w czasie. 
Odciążenie wg programu (t) =o {H(t) -  H(t -  o)} daje odkształcenia:
SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
 dla  t   o 
(t) = {
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i     dla  t =  o 
( o) = {
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(*)

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
dla   t    o jest    (t) = 0   i   (t) = C exp [ - t / t o] .

Stałą C wyznaczamy z ostatniego równania z porównania z (*): 

{
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skąd

C =  {
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Ostatecznie:

(t) =  {
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Dodając i odejmując po prawej stronie człon 
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 i przekształcając otrzymamy :
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(2.14)

Jak pokazano na rys.2.17, proces pełzania odwrotnego (nawrotu niesprężystego) nie przebiega wg tej samej krzywej co pełzanie, gdyż krzywa nawrotu niesprężystego jest odejmowana od krzywej, wg której przebiegałoby  pełzanie, gdyby nie było odciążenia. 
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Dla t   jest     0, a więc jest to idealny (zupełny) nawrót niesprężysty.

W przypadku relaksacji  mamy 

(t) =  o H(t)      i        
[image: image62.wmf]&
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(t) =  o (t).
Wstawiając te wyrażenia wprost do równania stanu (2.12) otrzymujemy:

(t) = E'  o H(t)  +    o (t).
(2.15)
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Dla  t = 0 otrzymujemy (0)   (impuls naprężenia) a dla t >  0:  (t) = E' o (rys.2.18). 

Model ten nie opisuje relaksacji.

2.4 Operatorowa metoda konstruowania równań stanu dla modeli wieloparametrowych

Wykorzystanie równań równowagi i nierozdzielności odkształceń pozwala na podanie ogólnych wyrażeń na moduł modelu E(D) zdefiniowany następująco:

E(D) = 
[image: image63.wmf](

)

(

)

t

t

e

s


(2.16)

gdzie (t) i  (t)  są naprężeniem i odkształceniem modelu, a symbol różniczkowania po czasie D = d /dt  jest traktowany jako wielkość algebraiczna. W konsekwencji równanie stanu np. dla modelu Kelvina:

(t) = E' (t)  +  
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może być zapisane jako:

(t) = E' (t)  + D (t) = (E'  + D) (t),

a więc moduł modelu ma postać  E(D) =E'  + D.

Ogólnie, dla połączeń szeregowych  n modeli  obowiązuje zasada sumacji odkształceń:
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(t)= (t)  i stałości naprężenia w każdym modelu składowym i(t)= (t) . Oznaczając przez Ei moduł i-tego modelu składowego, otrzymujemy:
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 Z drugiej strony, z (2.16) jest

(t) = (t) / E(D), skąd wynika,  że dla połączenia szeregowego zachodzi zależność:
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(2.17)

Podobne rozumowanie dla połączenia równoległego modeli składowych prowadzi do następującego wzoru  na moduł modelu (sprawdzonego już powyżej dla modelu Kelvina):
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W oparciu o te definicje modułu można wyprowadzać równania stanu dla modeli złożonych, pod warunkiem, że da się w nich wyodrębnić ciągi połączeń równoległych bądź szeregowych.
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Przykładowo, dla modelu pokazanego na rys.2.19 

(model standardowy), mamy :

1/E(D) = 1/EK + 1/E1  = 1/ ( E2  + D) + 1/E1  = ( E1  +E2  +D )/ ( E1 E2  +E1D ),        skąd

E(D) = ( E1 E2  +E1D )/( E1  +E2  +D )  =  (t) / (t).

Rozpisując powyższe równanie i wykonując działania wskazane przez operator D, otrzymujemy równanie stanu modelu standardowego w postaci równania różniczkowego:

( E1  +E2 ) (t)  + 
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(2.19)

Dla modelu pokazanego na rys.2.20  
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otrzymamy:

1/E(D) = 1/ ( E  + D2) + 1/D1  = ( D1 +D2 + E )/ ( ED1  +D21 2 ), 

skąd

E(D) = ( ED1  +D21 2 ) / ( D1 +D2 + E )  =  (t) / (t).

Ostatecznie otrzymamy równanie stanu:

E (t) + ( 1 +2 )
[image: image71.wmf]&
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(2.20)

które, jak widać, jest równaniem różniczkowym drugiego rzędu.

Ogólna postać równania stanu dla modeli reologicznych będzie liniowym równaniem różniczkowym o stałych współczynnikach:

Ao(t) +A1
[image: image74.wmf]&
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[image: image77.wmf]&

s

(t)+ B2
[image: image78.wmf]&

&

s

(t)+ ... +Bm
[image: image79.wmf]s

(

)

m

(t) 
(2.21)

lub, odwołując się do definicji modułu modelu:
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(2.22)

Rząd równania równy jest liczbie elementów lepkich (które wprowadzają operator D), przy czym kilka takich elementów połączonych bezpośrednio ze sobą równolegle lub szeregowo należy traktować jako jeden element lepki o module lepkości   równym 
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  - dla połączenia szeregowego takich elementów,


[image: image82.wmf]h
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    - dla ich połączenia równoległego.

Jak już wspomniano modele strukturalne maja raczej znaczenie poznawcze niż praktyczne (ciała rzeczywiste są znacznie bardziej skomplikowane). Jednak zrozumienie pracy konstrukcji wykonanych z materiałów reologicznych możliwe jest nawet, jeśli przyjmie się dalece uproszczone właściwości materiałów, tak jak to czyni teoria modeli strukturalnych.
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