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3 LINIOWE TEORIE DZIEDZICZNOŚCI

Zasada superpozycji Boltzmann'a
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Rozważmy program obciążenia pokazany na rys.3.1a, zgodnie z którym naprężenie o jest przyłożone do modelu Kelvina w chwili t =  > 0.

Mamy:  (t) = o H(t - )

Całkując równanie modelu (2.12) otrzymujemy:

(t) = exp [ - E' t / ] { [o /  ]
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H(t - )exp [  E' t / ] dt + C} 

Z warunku (0) = 0  mamy  C = 0 i pełzanie dla  t >   przebiega wg równania:

(t) = exp [ - E' t / ] { [o /  ]
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t

exp [  E' t / ] }dt = 

= [o / E'] { 1 -  exp [- (t - )/ t o] } 
(3.1)

(rys.3.1b). 

Porównując ten wykres z rys.2.16, kiedy to obciążenie było przyłożone w chwili t=0, widać, że przebieg pełzania jest identyczny, a  krzywa pełzania jest jedynie przesunięta równolegle wzdłuż osi czasu o wielkość , nazywaną umownie wiekiem materiału (jest to moment przyłożenia obciążenia), podczas gdy czas t  dla odróżnienia nazywa się czasem obserwacji. Widać więc, że odkształcenie zależy wyłącznie od różnicy czasu obserwacji i wieku materiału. Jest to przypadek szczególny bardziej złożonych ciał, dla których obowiązuje zasada superpozycji Boltzmanna.

Rozważmy proces obciążenia dany równaniem:

(t) = 1 H(t)+ 2 H(t - )

pokazany na rys.3.2a, i zbadajmy zachowanie się modelu Kelvina.

Odkształcenia (obliczone wg. równania 2.13a) wyniosą:

dla t < :
(t) = {
[image: image3.wmf]D

s

1

E

¢

} { 1 - exp [ - t / t o] }  = 1(t)

dla t  :
(t) = exp [  
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gdzie przez 2(t) oznaczono krzywą jak wg. równania 3.1., tj. przesuniętą o  względem krzywej 1(t).

 Na rys.3.2b krzywe te pokazano odpowiednio linią ciągłą i przerywaną, a odkształcenie dla t   - linią pogrubioną. Jeśli  1  wywołuje odkształcenia 1(t)  i 2  wywołuje odkształcenia 2(t) , to zasada superpozycji Boltzmann'a stwierdza, że suma  
1+ 2 wywoła odkształcenie  1(t) + 2(t).

3.1 Inwariantna teoria dziedziczności

Posłużymy się pojęciem funkcji pełzania, wprowadzonym w Rozdz.1 (równanie (1.9)),  lecz teraz uwzględnimy, że odkształcenie materiału może zależeć zarówno od jego wieku  (chwili przyłożenia obciążenia) jak i czasu obserwacji t:
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(t , ) = o(t , )
(3.2)

Na rys.3.3 pokazano przykładowy kształt funkcji pełzania wraz z jej wartością w chwili t  =  , oznaczoną jako odwrotność modułu natychmiastowego:

(t = , ) = 1/ E()
(3.3)

Możemy teraz  wprowadzić pojęcie miary pełzania:

C(t , )= (t , ) - ( , ) = (t , ) - 1/ E() 
(3.4)

Dla materiałów nie starzejących się moduł natychmiastowy nie zależy od czasu (a więc i od chwili przyłożenia obciążenia):

E() = E = const.,

a miara pełzania jest funkcją różnicy (t - ) (jej wykres równolegle przesunięty wzdłuż osi czasu):

C(t , )= C(t - )
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jak to pokazano linią przerywaną na rys.3.4.
W klasie tych materiałów mieści się model standardowy (por. rozdz. 2.4) i model Kelvina, jako jego szczególny przypadek. Obejmuje się je ogólną nazwą materiałów niezmienniczych w czasie, a teorię opisującą te materiały - teorią niezmienniczą czyli inwariantną.
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Zastosujemy teraz zasadę Boltzmann'a dla wyprowadzenia ogólnej postaci równania stanu dla takich materiałów. 
Rozważmy dowolny program obciążenia, zastąpiony krzywą schodkową (rys.3.5), tak aby można było tu zastosować tę zasadę:

(t) = o(t - o)  + 1(t - 1)+ 2(t - 2) + ... = o(t - o)  + i(t - i) 
(3.5)

gdzie sumacja rozciąga się po całym procesie obciążenia. Wyrażenie pod znakiem sumy pomnóżmy i podzielmy przez

 i =   i -  i -1              dla i=1,2,...

i potraktujmy tę sumę jako granicę ciągu, tak, że 
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EMBED Equation [image: image11.wmf]d

d

s

t
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Odkształcenia możemy teraz zapisać następująco:

(t) =  o(t - o)  + 
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[d()/d] (t - ) d 
(3.6)

Wykonując całkowanie przez części otrzymujemy:

(t) =  o(t - o)  + (t) (t - t)  - (o) (t - o) - 
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() [(t - ) /]d,

oraz uwzględniając, że (o) = o oraz, że (t - t) = 1/E, otrzymujemy  ogólną postać równania inwariantnej teorii dziedziczności:

(t) =  
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(3.7)

gdzie jądro równania całkowego wyraża się następująco przez funkcję pełzania:

K(t - ) =   E [(t - )/] 
(3.8)
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Jądro to jest funkcją wpływu Greena i określa wpływ impulsu () d  przyłożonego w chwili  na wielkość odkształcenia w czasie t (por. rys.3.6).
Oznacza to, że materiał dziedziczy wcześniejsze wpływy, lecz odkształcenie zależy tylko od różnicy t - , a więc nie zależy od wyboru początku układu (stąd nazwa inwariantne czyli niezmiennicze teorie lepkosprężystości). Funkcja K jest malejąca i określona dla dodatnich wartości argumentu.

Dla próby pełzania (t) = o H( t ) równanie (3.7) przyjmuje postać:
(t) = 
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(3.9)

Równanie powyższe zróżniczkujemy po czasie t (przestrzegając zasad różniczkowania całki o zmiennych granicach):
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[K(t -) /t] d + K(t - t) [ dt/dt ] -  K(t - 0) [d(0)/dt ] 

Po podstawieniu   t -  = u  (dt =  du,  d = - du):
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Ostatecznie otrzymujemy wzór pozwalający wyznaczyć funkcję K w próbie pełzania (przy stałym naprężeniu o):

K(t) = 
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(3.10)

Próba obciążenia w chwili  o  z odciążeniem w chwili 1 :

(t) = o [H(t- o)  H(t -  1)]

daje odkształcenia:

(t) =  
[image: image26.wmf]E

o

s

{H(t- o)  H(t -  1)  E
[image: image27.wmf]ò

t

0

t

[H(t- o)  H(t -  1)] [(t - ) /] d} 
(3.11)

gdzie w miejsce jądra całkowego K wprowadzono poprzez (3.8) ponownie funkcję pełzania . Dla  t < o jest   (t) =  0.

Dla   ot < 1  mamy: 
(t) =  
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Uwzględniając, że zgodnie z definicją (3.3) (t - t) = 1/E , mamy:

(t) =  o(t -o)
(3.12)

Dla t  1:
(t) = 
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= o [ (t - t)  (t -o)  (t - t)  (t -1)] =  o [(t -o)   (t -1)] 
(3.13)
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Przebieg procesu rozwoju odkształceń w czasie wg. równań (3.11), (3.12) i (3.13) pokazano na rys.3.7.
Wreszcie dla opisu próby relaksacji potrzebny jest odwrócony związek (3.7) tj.: 

(t) =  E { (t)   
[image: image35.wmf]ò

t

0

t

() R(t - ) d} 
(3.14)

gdzie rezolwenta R może być następująco wyrażona przez funkcję relaksacji (t - ) :

R(t - )  = 
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Całkując (3.14) przy zadanym odkształceniu: (t) = oH( t ) otrzymamy:

(t) =  [oE] {1  
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Po zróżniczkowaniu względem t (podobnie jak dla próby pełzania) dostajemy:
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Po podstawieniu   t -  = u  (dt =  du,  d = - du):
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skąd otrzymujemy wzór na wyznaczenie rezolwenty R:

R(t) =    
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(3.16)

Widać, że w inwariantej teorii dziedziczności mieszczą się wcześniej opisywane modele reologiczne, gdyż równania całkowe (3.9) i (3.14) można przekształcić do równań różniczkowych o stałych współczynnikach, dzięki zdegenerowanej postaci jąder, zależnych od różnicy argumentów.

Z uwagi na różnicowy charakter jąder równań (3.7) i (3.14) szczególnie wygodne przy rozwiązywaniu zadań brzegowo-początkowych jest posługiwanie się transformacją Laplace'a .

TRANSFORMACJA LAPLACE'A

Definicje: 



L{f(t)} = 
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gdzie  jest dowolną liczba w przedziale określoności funkcji f(t).

Własności:

Addytywność: 
L { f 1 +  f 2 } =  
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Podobieństwo:
L { f(at) } = [1/a] 
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Przesunięcie:
L { f(t - a) } = exp(-pa) 
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Tłumienie:
L { exp(-at)  f(t)} = 
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Różniczkowanie:

L { f (n) (t )} = pn 
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 W istocie, po nałożeniu tej transformacji na równanie (3.7), w którym występuje splot funkcji ()  i  K(t - ),  otrzymujemy:
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(3.17) 

skąd
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(3.18)

Z drugiej strony, po nałożeniu transformacji Laplace'a na (3.14) otrzymujemy:
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(3.19)

Z porównania (3.18) i (3.19) otrzymujemy związek pomiędzy transformatami jąder pełzania K i relaksacji R:

1  
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(3.20)

skąd:
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(3.21)

W przestrzeni transformat Laplace'a zadanie brzegowo-początkowe zostaje sprowadzone do zadania brzegowego (związki fizyczne mają postać związków algebraicznych, analogicznych do np. liniowej teorii sprężystości). Trudność uzyskania rozkładów zmiennych w czasie sprowadza się teraz do znalezienia retransformat  Laplace'a poszukiwanych wielkości. Zadanie to może być kłopotliwe, jednak wskazuje na możliwości posłużenia się tutaj tzw. analogią sprężysto/lepko-sprężystą, o której będzie jeszcze mowa w dalszej części tego rozdziału.

3.2 Nieinwariantna teoria dziedziczności

W ogólnym przypadku, jak to już wspomniano na początku rozdz. 3.2, argumentami funkcji pełzania są dwu niezależne zmienne t  i  :

C = C(t , ), 

 a moduł sprężystości jest funkcją wieku materiału (chwili przyłożenia obciążenia):
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 E =  E()

Równania stanu (3.7) i (3.14) przyjmują teraz postać:

(t) = 
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(3.22)

(t) =  E(t) { (t)   
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(3.23)

Podczas gdy K i R są definiowane jako:

K(t , ) =   E(t) [(t , ) /]
(3.24)

R(t , )  = 
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(3.25)

Równania (3.22) i (3.23) są równaniami całkowymi Volterry (górna granica całki jest zmienna, dolna - stała), 2-go rodzaju (bo funkcje niewiadome występują zarówno pod jak i poza całką), niejednorodne (bo występują funkcje zaburzające ( (t) w (3.22) i (t) w (3.23)).

Jeśli jądra K i R są zdegenerowane, to równania (3.22) i (3.23) można sprowadzić:

- dla jąder typu  f (t)   g()   - do równań różniczkowych o współczynnikach funkcyjnych, 

- dla jąder typu  f ( t  )   - do równań różniczkowych o współczynnikach stałych (modele strukturalne, rozdz. 2)

Szczegółowe postaci jąder  K  i  R  są różne dla różnych materiałów i określa się je w oparciu o dane z badań doświadczalnych.

Zarówno inwariantne jak i nieinwariantne teorie, omówione powyżej obejmuje się ogólną nazwą teorii dziedziczności, gdyż poprzez jądra K  i  R dziedziczą one wcześniejszą historię obciążenia lub odkształcenia. Czasami wpływy te rozciąga się na całą wcześniejszą historię, przyjmując dolną granicę całek równą    , co często ułatwia operacje formalne, podczas gdy w tej części przedziału   (  , o), w której nie jest znane (t) lub  (t) zakłada się ich wartość równą zeru.

3.3 Związki fizyczne teorii dziedziczności w przestrzennym stanie naprężenia

Związki fizyczne teorii dziedziczności w jednoosiowym stanie naprężenia (3.22), (3.23) przypominają swoją budową związki sprężystości, a w niektórych przypadkach jak wiemy można je do nich formalnie sprowadzić (np. związki teorii inwariantnej przestrzeni transformat Laplace'a). Istotnym rozszerzeniem jest tutaj występowanie obok modułu sprężystości (stałego lub będącego funkcją czasu)  także i funkcji wpływu K lub R.

Przy założeniach o jednorodności, izotropii materiału i współosiowości tensorów naprężeń i odkształceń, możemy więc związki fizyczne dla stałych naprężeń ij (t) = ijo  zapisać w postaci:

11(t) = F1( t ,o)11o-  F2( t ,o) [22o + 33o] , ...

dla odkształceń liniowych, oraz

12(t) = F3( t ,o)12o, ...

dla odkształceń kątowych, przy czym  

F3 = f ( F1, F2)  ,    a F1, F2  są funkcjami materiałowymi
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Dla dowolnej historii ij (t)  zastąpionej na rys.3.9 krzywą schodkową, uwzględniając zasadę superpozycji Boltzmann'a mamy:

11(t) = F1( t ,o) 11o -  F2( t ,o) [22o + 33o] +

+ 
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12(t) = F3 ( t ,o)12o + 
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Mnożąc  i dzieląc składniki sumy przez k = k -  k-1, a następnie przechodząc do granicy 
k  0 otrzymamy:

11(t) = F1(t ,o) 11o  -  F2( t ,o) [22o + 33o] +

+ 
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12(t) = F3( t ,o)12o   
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i po scałkowaniu przez części (tak jak w rozdz. 3.2) otrzymujemy:

11(t) = F1(t ,t) 11(t ) -  F2( t ,t) [22 + 33] 
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12(t) = F3(t ,t)12 (t )  
[image: image101.wmf]ò

t

0

t
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lub w innej postaci:

11(t) = F1(t,t)(11(t)  
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12(t) = F3(t ,t) (12 (t )    
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Zdefiniujemy teraz następujące funkcje materiałowe:

E(t) = 
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(3.26a)

(t) = 
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(3.26b)

G(t) = 
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(3.26c)

(t, ) = 
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(3.26d)

K(t, ) =  
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(3.26e)

Kc (t, ) =  
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Trzy pierwsze z nich są związane ze sprężystymi odkształceniami natychmiastowymi i powiązane są związkiem:

G = E / [2(1+)] ,
(3.27)

skąd wynika
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EMBED Equation [image: image117.wmf][
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 , a co po przekształceniu prowadzi do:

F3 = F1 + F2 .
(3.28)

Wykorzystując tę zależność powiążemy K i Kc

Kc =   
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(3.29)

Uwzględniając definicje (3.26),  odkształcenia zapiszemy teraz:

11(t) = 1/E(t) (11 - (t) [22 + 33] 
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12(t) =  1/ [2G(t)] (12 (t )  
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a po uwzględnieniu (3.27) i (3.29) otrzymamy ostateczną postać związków fizycznych dla teorii dziedziczności:

ij (t) = 1/E(t) ({ [1+(t)] ij (t) - (t) kk (t) ij }


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(3.30)

Dla jednoosiowego stanu naprężenia otrzymamy:

11(t) = 1/E(t) (11(t)  
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22(t) = 33(t) = 1/E(t) ( (t) 11(t)   
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skąd widać jaką rolę pełnią oba współczynniki Poissona:

(t) - określa wielkość natychmiastowego odkształcenia poprzecznego, wywołanego naprężeniem bieżącym 11(t) ,

(t,) - określa wielkość odkształcenia poprzecznego w chwili t, wywołanego impulsem 11()d przyłożonym w chwili . Jak się przekonamy w rozdz. 3.6, ich rozróżnienie ma istotne znaczenie.

Równania (3.30) pozwalają na łatwe wyprowadzenie prawa zmiany objętości i prawa zmiany postaci. Dokonując zwężenia na (3.30) otrzymujemy:

kk (t) = 1/E(t) ({ [1 + (t)] kk (t)  3(t) kk (t) } 


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Oznaczymy :
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 K(t,) = Ko (t, )
(3.31)

gdzie Eo nazywa się natychmiastowym modułem objętościowym, a Ko -  modułem pełzania objętościowego.

Używając tych oznaczeń otrzymujemy prawo zmiany objętości:

m (t) =
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(3.32)

gdzie  m (t) = kk (t) / 3.

Odejmując od składowych tensora odkształceń składowe aksjatora:

 ij(t)  m (t)ij =  
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a wykorzystując  oznaczenia (3.27) i (3.29) otrzymujemy prawo zmiany postaci:

ij (t)  m (t) ij =  
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(3.33)

gdzie G(t) jest natychmiastowym modułem ścinania, a  Kc -  modułem pełzania postaciowego.

Formalne rozwiązanie równań całkowych (3.32) i (3.33) daje odwrotne związki fizyczne:

m(t) = Eo (t) (m (t)  
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(3.34)

ij (t)  m(t) ij =  2G(t) ( [ij (t)  m (t)ij]  
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(3.35)

gdzie Ro i Rc są objętościowym i postaciowym modułem relaksacji.

Wprowadzimy liniowe operatory całkowe:

Lo[p] = [1/Eo(t)] (p(t)  
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(3.36a)

Lc [p] = [1/G(t)] (p(t)  
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(3.36b)

co pozwoli zapisać prawa zmiany objętości i postaci w zwartej formie:

m (t) = Lo [m]
(3.37)

ij (t)  m (t)ij =  
[image: image147.wmf]1
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 Lc [ij  m ij] 
(3.38)

a po wprowadzeniu operatorów:

So[p] = Eo(t) (p(t)  
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(3.39a)

Sc [p] = G(t) (p(t)  
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(3.39b)

zapiszemy związki odwrotne (3.34) i (3.35) w postaci:

m(t) = So [m ] 
(3.40)

ij (t)  m(t)ij =  2Sc [ij  m ij] 
(3.41)

Wreszcie, dodając stronami równania (3.37)  i  (3.38), oraz (3.40)  i  (3.41) otrzymamy zwartą postać związku (3.30):

ij (t) = Lo [m ij ]   
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(3.42)

i związku odwrotnego:

ij (t) = So [m ij ]    2Sc [ij  m ij].
(3.43)




3.4 Przemieszczeniowe i naprężeniowe równania teorii dziedziczności

Komplet równań statycznego zadania brzegowo-początkowego ma postać:

1. Równania równowagi Naviera: 

ij, j  Pi = 0
(3.44)

2. Równania geometryczne Cauchy'ego:

ij = 
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[u i, j  uj, i]
(3.45a)


lub równania nierozdzielności odkształceń: 

 ij ,kl    kl ,ij    ik ,jl   jl ,ik = 0
(3.45b)

3. Związki fizyczne: 

ij (t) = Lo[m ij ]   
[image: image152.wmf]1
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(3.46a)


lub w postaci odwrotnej:

ij (t) = So[ij ij ]    2Sc ij m ij ]
(3.46b)

z warunkami brzegowymi statycznymi :

ijj = qi 
(3.47a)

na powierzchni Fq
i kinematycznymi:

dane są   ui ,  ui , j ,...
(3.47b)

na powierzchni Fu
oraz warunkami początkowymi, zawartymi w operatorach całkowych.

Przecinkiem umieszczonym na poziomie indeksów oznaczono różniczkowanie względem zmiennych materialnych o indeksach następujących po przecinku, i oznacza współrzędne wersora normalnej zewnętrznej do brzegu ciała, Fq i Fu są częściami powierzchni ciała, na których zadane są obciążenia powierzchniowe lub przemieszczenia, a Pi są składowymi wektora sił objętościowych.

Podstawiając (3.45a) do (3.46b), następnie otrzymany wynik do (3.44) sprowadzamy układ równań do jednego równania różniczkowego drugiego rzędu zawierającego operatory całkowe:

So [
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uk, ki]    Sc [ ui  
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 uk, ki]   Pi = 0
(3.48)

z kinematycznymi warunkami brzegowymi i statycznymi warunkami (3.47a) wyrażonymi przez przemieszczenia:


So [
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(3.49)

Równanie (3.48) jest uogólnieniem znanego w teorii sprężystości równania Lamé:

Gui  (G  ) uk, ki  Pi = 0
(3.50)

gdzie stałe Lamé można wyrazić przez moduł Younga i współczynnik Poissona:

G = E / [2(1)]   ,    = E / [(1)(12)]
(3.51)

Dla szczególnego przypadku, jakim jest teoria sprężystości,  operatory So i  Sc przyjmują wartości (por. równanie (3.39)):

So = Eo = E / (12) ,   Sc = G  i po uwzględnieniu (3.51) z równania (3.48) otrzymujemy (3.50).

Równania naprężeniowe otrzymamy podstawiając (3.46a) do równań nierozdzielności (3.45b) (z których trzeba wybrać liniowo zależne przyjmując k=l). Po przekształceniach otrzymujemy równanie:

Lo[m ij    m , ik]   
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 Lc [ij  m ij  2m , ij] =   
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 Lc [ Pi, j  Pj, i]
 (3.52)

które jest uogólnieniem równania Beltrami'ego-Michella, znanego w teorii sprężystości:

(1)ij  k k ij   k k , ij =   [Pi, j  Pj, i] (1),
(3.53)

co łatwo sprawdzić, uwzględniając, że dla ciała sprężystego operatory Lo i Lc przyjmują wartości (por.równanie (3.36)):

Lo = 1/Eo = (12) / E   oraz Lc = 1 / G = 2(1) / E

3.5 Ciało quasi-sprężyste; analogia sprężysto/lepko-sprężysta

Załóżmy, że reologiczny współczynnik Poissona (t, ) nie zależy od wieku materiału :

(t, ) = (t)
(3.54)

Ta niewielka z pozoru zmiana pociąga za sobą daleko idące konsekwencje.

Wychodząc z definicji (3.26d):
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skąd:    F2(t,)/  = (t)F1(t,)/  

Całkując po  dostajemy:

F2(t ,) = (t) F1(t ,)    a w szczególności    F2(t ,t)= (t) F1(t ,t) .

Z porównania z definicją (3.26b):   (t) = F2(t ,t)/F1(t ,t)    wynika:

(t) = (t)
(3.55)

Dalszą konsekwencją jest uproszczenie się związków (3.29)

Kc = K(t, ) 
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 i (3.31):     Ko = K(t, )
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oraz, podobnie:     Ro = Rc = R.

Teraz operatory całkowe (3.39) przyjmują postać:

So[p] = Eo(t) (p(t) 
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Sc [p] = G(t) (p(t) 
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i zachodzi między nimi związek:

So = [ Eo (t) / G(t) ] Sc =  2 
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(3.56)

Równanie (3.48) przyjmuje postać:

Sc [ ui   
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uk , ki ]    Pi = 0
(3.57)

z warunkami brzegowymi:

Sc [ (ui , j  uj , i ) j  
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 uk , k i] = qi
(3.57a)

Po redukcji i nałożeniu na obie strony tych równań operatora Lc odwrotnego do Sc tzn. spełniającego relację  Lc [Sc(p)] = p, otrzymamy

ui   uk , ki / ( 1 - 2)  =  Lc [Pi] 
(3.58)

Lewa strona tego równania jest (po uwzględnieniu (3.51)) identyczna z równaniem Lamé (3.50). Poprzez nałożenie operatora Lc na statyczne warunki brzegowe (3.57a) można przekształcić je do postaci:

(ui , j  uj , i)j  . 
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 uk , kii = Lc [qi]
(3.59)

Lewe strony równań (3.58) i (3.59) są takie, jak w teorii sprężystości, zaś prawe można traktować jako uogólnione obciążenia zależne - poprzez operatory Lc - od czasu. Przestrzenny rozkład przemieszczeń w każdej chwili czasu będzie więc - z dokładnością do stałego mnożnika obciążenia - taki, jak to wynika z teorii sprężystości.

Podobnie jak związek pomiędzy operatorami S, można wyprowadzić związek pomiędzy operatorami L:

Lo = [ G / Eo ] Lc =
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(3.60)

Wykorzystując ten związek równanie (3.52) przekształcamy do postaci:
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(3.61)

Po obustronnym nałożeniu operatora odwrotnego Sc otrzymujemy równanie identyczne z (3.53). Wynika stąd, że w konsekwencji przyjęcia założenia (3.54), rozkład naprężeń jest taki,  jak  to wynika z teorii sprężystości i stały w czasie.  

Wnioski, podane powyżej, a odnoszące się do równań przemieszczeniowych i naprężeniowych, stanowią o analogii sprężysto-lepkosprężystej: rozkład przestrzenny naprężeń i przemieszczeń jest taki jak w teorii sprężystości, przy czym naprężenia są stałe w czasie, a przemieszczenia proporcjonalne do funkcji czasu, określonej przez operator Lc .

Jeszcze dalej idące uproszczenia można uzyskać zakładając dodatkowo, że mamy do czynienia z ciałem nie starzejącym się , opisanym równaniami inwariantnej teorii dziedziczności.

Przyjmując:

 =  = const. , E = const. oraz  K= K(t -  )

otrzymamy następujące wyrażenia dla operatorów L:

Lo = [1/Eo] (p(t)  
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Lc = [1/G] (p(t)  
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Dokonując na tych związkach transformacji Laplace'a  i wykorzystując twierdzenie o splocie, otrzymamy:
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(3.62)
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(3.63)

skąd otrzymujemy związek miedzy transformatami operatorów:
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(3.64)

Dokonując teraz transformacji na związku fizycznym (3.42) mamy:
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a po wykorzystaniu (3.63) i (3.64)  :
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a następnie związków na G i Eo :
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Po uporządkowaniu otrzymujemy związki fizyczne w przestrzeni transformat:
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(3.65)

Równanie to jest identyczne z prawem Hooke'a, jeśli oznaczyć  E / [1+
[image: image205.wmf]K

]   jako moduł  E*.

Ponieważ pozostałe równania wchodzące w układ równań zadania brzegowego podlegają podobnej transformacji Laplace'a:
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to w przestrzeni transformat otrzymujemy komplet równań identyczny z kompletem równań teorii sprężystości, co zadanie inwariantnej teorii dziedziczności dla ciała niestarzejącego się sprowadza do rozwiązania analogicznego zadania sprężystego i znalezienia retransformat.
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