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M.Chrzanowski, P.Latus: REOLOGIA - 4. Teorie pełzania metali




4 FENOMENOLOGICZNE  TEORIE  PEŁZANIA  METALI

4.1 Podstawowe dane doświadczalne
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Pełzanie metali, które zachodzi przy temperaturach homologicznych (por. Rozdz.1.1) wyższych niż 0.4, ma duże znaczenie przy projektowaniu konstrukcji pracujących w wysokich temperaturach (konstrukcje energetyczne, turbiny gazowe, konstrukcje w warunkach pożarowych). Z tego względu zjawisku temu poświęcono wiele uwagi, prowadząc w latach 30-tych rozległe badania doświadczalne (Słynne są tu doświadczenia realizowane w ciągu 100 000 godzin - a więc ok. 12 lat - przez Robinsona w okresie 27.03.1931 - 8.09.1942). Z drugiej strony zjawisko to jest niezwykle złożone, jeśli chodzi o stronę fizyczną ; pewną informację dają tzw. mapy deformacji opracowane w latach 60-70 przez Ashby'ego (rys.4.1).

Ta złożoność znajduje swoje odzwierciedlenie w makroskopowo obserwowalnym zachowaniu się metali w wysokich temperaturach w postaci nieliniowości i to zarówno ze względu na przebieg pełzania w czasie, jak i na zależność prędkości pełzania od naprężeń. W efekcie, komplikuje to znacznie obliczenia, które muszą mieć charakter obliczeń numerycznych (rozwiązania ścisłe istnieją tylko przy bardzo daleko posuniętej idealizacji zjawiska).

Jedną z najważniejszych cech pełzania metali jest jednak nieodwracalność odkształceń pełzania. Może ona mieć charakter zupełny (całkowity brak nawrotu niesprężystego) lub częściowy. Proces deformacji jest procesem dysypatywnym (następuje rozproszenie energii), a odciążenie ma na ogół charakter wyłącznie sprężysty.

Typowy przebieg pełzania przy stałym naprężeniu pokazano na  rys.4.2. Wyróżnia się tu zwykle trzy okresy: pełzanie początkowe (albo pierwotne) gdy prędkość odkształceń maleje - a więc mamy do czynienia ze zjawiskiem umocnienia - oznaczone jako I , pełzanie ustalone (prędkość odkształceń jest stała), oznaczone jako  II  i pełzanie końcowe ( albo trzecio-okresowe) oznaczone jako III . Jeśli obciążenie utrzymane jest dostatecznie długo, to proces [image: image144.png]


pełzania prowadzi do dekohezji i zniszczenia próbki w czasie tR. 

Zwykle odkształcenia rozkłada się umownie na dwie składowe: odkształcenia początkowe o (lub natychmiastowe) i odkształcenia pełzania  c: 

 = o  +  c
(4.1)

Odkształcenia początkowe mogą być zarówno sprężyste jak i plastyczne:

o = e  +  pl
(4.2)

Podstawowym problemem jest ustalenie typu nieliniowości, rozumianej jako nieliniowa zależność odkształceń pełzania od naprężeń. W tym celu buduje się doświadczalne krzywe izochroniczne, które pokazują przebieg krzywych  - c w różnych, ustalonych chwilach czasu. Na rys. 4.3.pokazano przykład konstrukcji takich krzywych.

[image: image145.png]



Założeniem, które jest powszechnie przyjmowane, a które w sposób istotny upraszcza analizę konkretnych zadań jest założenie podobieństwa, zarówno krzywych pełzania:

c = 1()   2(t)
(4.3)

jak i krzywych izochronicznych:

 = 1()   2(t) 
(4.4)

Wreszcie, istotnym czynnikiem jest oczywiście temperatura, którą można uwzględniać przez  wprowadzenie podobieństwa ze względu na tę zmienną, np. w postaci rozszerzonego równania (4.3):

c = 1()   2(t)  3(T)
(4.5)

lub poprzez uwzględnienie wpływu temperatury na wartość stałych materiałowych występujących w powyższych równaniach.

4.2 PeŁzanie przy staŁym jednoosiowym stanie napręŻenia

W Tabl.4.1 zestawiono formuły empiryczne dla poszczególnych funkcji, figurujących w równaniu (4.5). Wszystkie symbole poza  (naprężenie), t (czas), oraz Q i R opisanymi w tablicy - są stałymi materiałowymi.


Tabl.4.1. Formuły dla pełzania przy stałym naprężeniu

Funkcja
Postać funkcji
Autor
Rok
Uwagi

1()
Bn
Norton
1929
Najbardziej rozpowszechniona i najlepiej potwierdzona doświadczalnie


C{exp (/o) -1}
Soderberg
1936



A sinh (/o)
McVetty
1943



C1exp (/o)
Dorn
1955
Tylko dla wysokich naprężeń


B1n1   + B2n2
Johnson
1963



A1{sinh (/o)}n3
Garofalo
1965


2(t)
{ 1 + at1/3 } exp (bt)
Andrade
1910



c t n
Bailey
1935
Wraz z 1 wg Nortona jest nazywana teorią Bailey-Nortona; 
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G { 1 - exp (-qt) +H}t
McVetty
1943



 ai  t ni
Graham &Walles
1955


3(T)
{exp (-Q/RT)} m
Dorn
1955
Powszechnie przyjmowana zależność od temperatury , Q - energia aktywacji [cal/mol], R - stała gazowa
 (R=1.9868 [cal/mol oC] )

Zestawione powyżej proste formuły (które jednak były wynikiem wieloletnich, żmudnych doświadczeń) są tylko dopasowywaniem formuł matematycznych do wyników doświadczeń. Nie pozwalają one na zastosowanie w przypadku, gdy naprężenia są zmienne w czasie, ani gdy mamy do czynienia z przestrzennym stanem naprężenia. Następne rozdziały poświęcone będą m.in. tym właśnie problemom.

4.3 PeŁzanie przy zmiennym jednoosiowym stanie napręŻenia

4.3.1 Teoria pełzania ustalonego
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Okres pełzania przebiegający (przy stałym naprężeniu) ze stałą prędkością jest często dominujący w całym procesie pełzania (w szczególności zarówno pełzanie I-go okresu jak i III-go okresu mogą w ogóle nie występować). Stąd najprostszą wydaje się być aproksymacja rzeczywistej krzywej pełzania przy stałym naprężeniu pokazana na rys.4.4 linią przerywaną.  

Jeśli dodatkowo zaniedbane zostaną - jako pomijalnie małe - odkształcenia sprężyste, to możemy napisać:

  c =  1()  t
(4.6)
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Dla naprężenia zmiennego w czasie, aproksymowanego krzywą schodkową (rys.4.5), możemy napisać:

(t1) = 1(1)  ( t1    to) = 1(1)  t1 

(t2) = (t1)  1(2)  ( t2   t1)  = 1(1)  t1  1(2)  t2 

i ogólnie:

(tk) = 
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(4.7)

gdzie ti = ti    ti-1 . Po przejściu z powyższą sumą do granicy otrzymamy:

(t) = 
[image: image4.wmf]ò
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1[(t)] dt ,

a po obustronnym zróżniczkowaniu po czasie t

[image: image5.wmf]&

e

(t)  =  1[(t)]
(4.8)

Jeśli  funkcję  1 przyjąć wg Nortona, to otrzymamy jedną z najbardziej rozpowszechnionych teorii:  teorię pełzania ustalonego Nortona:
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e

(t)  = B n(t)
(4.9)

Jest to, jak widać, przyjęcie, że materiał zachowuje się jak nieliniowa ciecz Newtona. 
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Przez analogię do modelu Maxwella, dodanie członu odpowiedzialnego za odkształcenia natychmiastowe (rys.4.6):
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B n(t)
(4.10)

umożliwia opis relaksacji naprężeń.
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Kolejnym etapem aproksymacji krzywej pełzania było dodanie przez Odqvista (1953) członu odpowiedzialnego za natychmiastowe odkształcenia plastyczne i część odkształceń początkowego pełzania nieustalonego (por. rys.4.7).

Dla  stałego naprężenia mamy:

(t) = 
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Dla zmiennych naprężeń (aproksymowanych krzywą schodkową):

(t1) = 
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(t2) = (t1)     
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i ogólnie:

(tk)= 
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a po przejściu do granicy i obustronnym zróżniczkowaniu po czasie:
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    1[(t)] 
(4.11)

Podstawimy: 

p()  =  [/o ] no  
(4.12)

1[(t)] =  [/n ]n [1/]
(4.13)

gdzie: o  , n , ,  n , no    - są stałymi materiałowymi, przy czym zachodzi związek:

B  =  [1/n ]n [1/],

a więc stała  o wymiarze czasu jest tu wprowadzona dla wygody, umożliwiając posługiwanie się bezwymiarowymi naprężeniami /n .
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Mnożnik   w (4.12)  został wprowadzony po to, aby móc uwzględniać procesy czynne i bierne (zob. rys.4.8).

Uwzględniając (4.12) i (4.13) otrzymujemy prawo Odqvista:
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(4.14)

Teoria ta nie zawiera w sposób jawny czasu, jest więc niezmiennicza względem wyboru początku osi czasu.

4.3.2 Teoria starzenia.

Jeśli przy stałym naprężeniu funkcja 
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 nie jest stała w czasie (np. w pierwszym okresie pełzania), to można ją aproksymować równaniem:
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(4.15)

lub po rozdzieleniu zmiennych:
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 = g1( )  g2( t)
(4.16)
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a więc o aktualnej prędkości pełzania decyduje zarówno historia naprężenia jak i czas. Jest to dobrze widoczne w przypadku skokowej zmiany obciążenia, jak to pokazano na rys.4.9.

Szczególnym przypadkiem tej teorii jest omówiona powyżej teoria pełzania ustalonego (gdy g2 = const.). W ogólności jednak, jest to teoria zależna od wyboru początku osi czasu.

4.3.3 Teoria odkształceń całkowitych.

Teoria ta zakłada istnienie jednoznacznego związku pomiędzy odkształceniami pełzania a czasem:

c(t) = h1()   h2(t)
(4.17)
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a więc nie prędkość odkształcenia pełzania ale jego wartość zależy od naprężenia i czasu (rys.4.10).

Przy skokowej zmianie naprężenia otrzymujemy skokową zmianę odkształcenia pełzania. Teoria ta jest analogiem nieliniowej sprężystości.

4.3.4 Teoria umocnienia odkształceniowego.

Zakłada się tu, że o prędkości odkształceń pełzania decyduje  -poza naprężeniem - aktualna wartość nagromadzonego odkształcenia pełzania:
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(4.18)

lub 
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(4.19)
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(por. rys.4.11) 

Gdy k1  i k2 są funkcjami potęgowymi:

k1() = m B 1/m n/m

k2( c) = c-1/m + 1 

 to (4.18) przyjmuje postać
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(4.20)

Dla  = o = const.:
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Po obustronnym scałkowaniu otrzymujemy:
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i po uporządkowaniu:
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(4.21)

a więc otrzymuje się teorię Baileya-Nortona (por. rozdz. 4.2), gdzie m < 1 (pełzanie pierwszego okresu)

Warto zwrócić uwagę, że teoria ta jest niezależna od wyboru początku osi czasu (teoria niezmiennicza).

4.3.5 Teoria nieliniowej dziedziczności

Teoria ta, przypisywana Rabotnowowi (1953), jest uogólnieniem liniowej teorii dziedziczności:
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(4.22)

gdzie  jest funkcją nałożoną na odkształcenia. Przy skokowej zmianie obciążenia model ten zachowuje się zgodnie z zasadą superpozycji Boltzmann'a tj. 

c(Δ1  Δ2 , t) =  c(Δ1 , t)   c(Δ2  , t - to)
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4.3.6 Porównanie teorii pełzania nieustalonego

Na charakterystyczne zachowanie się materiałów opisywanych różnymi teoriami przy obciążeniu skokowo zmiennym wskazywano przy omawianiu każdej z tych teorii. W istocie, ten typ obciążenia pozwala na ujawnienie jakościowych różnic w opisie zachowania się materiału wg. danej teorii. Na rys. 4.13 i 4.14 zestawiono wykresy obrazujące przebieg pełzania przy skokowym wzroście naprężenia (rys. 4.13) i skokowym zmniejszeniu naprężenia (rys. 4.14) dla teorii opisujących pełzanie nieustalone (szczegółową analizę można znaleźć w monografii Penny, Marriott, 1971).
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W przedziale czasu 0< t < to , gdzie  to  oznacza moment zmiany naprężenia, wszystkie teorie opisują tę same krzywe (współczynniki tych teorii są tak dobrane, aby odpowiadać danym doświadczalnym), przy czym linią przerywaną zaznaczono przebieg tych krzywych przy stałym naprężeniu działającym od t=0, a na osi rzędnych naniesiono odkształcenie pełzania:

c =   e

gdzie  jest odkształceniem całkowitym, a  e - odkształceniem sprężystym.

Sposób otrzymania poszczególnych krzywych jest objaśniony na rysunkach 4.9 
[image: image33.wmf]¸

 4.12 poprzez strzałki narysowane liniami przerywanymi, zgodnie z uprzednio omówionymi własnościami tych teorii. Jedynie w przypadku odciążenia, teoria nieliniowej dziedziczności nie daje żadnej zmiany odkształceń, gdyż przyjmuje się, że odciążenie blokuje proces wzrostu odkształceń pełzania. O wyborze teorii właściwej dla opisu konkretnego materiału decyduje zgodność opisu z danymi doświadczalnymi wykonanymi wg tych naprężeń.

4.4 PeŁzanie w przestrzennym stanie napręŻenia

Pełzanie metali ma charakter deformacji plastycznej, tj. jest nieodwracalne: jego przebieg nie zależy  od ciśnienia hydrostatycznego, a prędkość odkształceń pełzania jest określona przez postać funkcji płynięcia. Rozróżnienie pomiędzy plastycznością a pełzaniem jest czysto umowne, choć miarą rozwoju plastyczności jest wzrost obciążenia, a pełzania - czas. Z tego też powodu punktem wyjścia dla poprawnego sformułowania teorii jest  rozpatrzenie pełzania jako szczególnego przypadku lepkoplastyczności, dla której prędkość odkształceń można zapisać następująco:
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(4.23)

gdzie podwójnym podkreśleniem oznaczono tensory,  jest współczynnikiem lepkości,  F - warunkiem plastyczności (Fo  jest wartością porównawczą funkcji F), Q - potencjałem płynięcia, a nawias < > oznacza, że wyrażenie wewnątrz tego nawiasu przyjmuje  wartość 0 jeśli argument funkcji płynięcia   jest ujemny:

<(F)> = 0 jeśli F<0 

<(F)> = (F)  jeśli F0 

Warunek plastyczności można zapisać jako

F(
[image: image35.wmf]s

, ) = 
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, )  pl ()  = 0 
(4.24)

gdzie pl  jest granicą plastyczności, a   jest parametrem umocnienia (względnie osłabienia) zależnym od historii obciążenia. 

Jeśli funkcje Q i F są identyczne, to mówi się o stowarzyszonym prawie płynięcia, w przeciwnym przypadku mamy do czynienia z prawem niestowarzyszonym.

Dla funkcji płynięcia  w postaci funkcji potęgowej mamy:
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gdzie funkcje F i Q dla materiałów izotropowych są w ogólności funkcjami trzech niezmienników tensora naprężeń:

F(
[image: image39.wmf]s

) = F(m  ,  J2   ,J3)
(4.26a)

Q(
[image: image40.wmf]s

) = Q(m  ,  J2   ,J3)
(4.26b)

gdzie m  ,jest naprężeniem średnim  a  J2   ,J3 są niezmiennikami dewiatora naprężeń:

m  = 
[image: image41.wmf]1
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Spośród wielu propozycji dla postaci funkcji F opisującej warunek plastyczności, dwie teorie znajdują najczęstsze zastosowanie.

Teoria Druckera-Pragera:
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(4.27)

gdzie  jest kątem tarcia wewnętrznego , c - współczynnikiem kohezji (rys.4.15).

[image: image157.png]Rys.4.15




Dla   0  i 2c = pl  otrzymujemy warunek Misesa (a właściwie Hubera-Misesa -Hencky'ego):
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Z porównania z (4.24) mamy  
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Teoria Coulomba-Mohra:
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gdzie  jest parametrem (kątem) Lodé:
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. Pozostałe oznaczenia jak dla teorii Druckera-Pragera. Powierzchnie plastyczności pokazano na rys.4.16.

Dla   =  0  i 2c = pl  otrzymujemy warunek Tresci: 


[image: image51.wmf]0

 

 

 

 

 

J

2

 

=

 

F

2

=

-

pl

cos

s

q


(4.31)

czyli  
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Równanie (4.23) wygodnie jest przedstawić w postaci macierzowej:
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Porównując (4.32) z (4.23) mamy:
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 o   =  
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Rozpiszemy prawą stronę powyższego równania:
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gdzie nawias w ostatnim wyrażeniu definiuje macierz o . Macierze M mają postaci:

M1 
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M2 
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M3 
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Można teraz rozróżnić dwie sytuacje graniczne:

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
stan sprężysto-plastyczny, gdy osiągnięty jest stan stacjonarny (brak zmian przemieszczeń). W tym stanie naprężenia muszą być takie, że F  0. Jeśli spełnione są warunki równowagi, to stan naprężeń odpowiada dopuszczalnemu stanowi plastycznemu. Dla idealnej plastyczności stan taki reprezentuje dolne oszacowanie plastycznej nośności granicznej. 

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
pełzanie, gdy pl   0 tj. 
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  0.

Dla  stowarzyszonego prawa płynięcia (F = Q) wg kryterium Misesa (4.28):
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Skąd:     
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Uwzględniając, że iloczyn macierzy  M2 i tensora naprężeń daje dewiator naprężeń 
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 jest intensywnością naprężeń, oraz oznaczając 
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który jest uogólnieniem prawa Nortona (4.9) na przestrzenny stan naprężenia. 

W podobny sposób zapisane prawo Odqvista (4.14) przyjmuje postać:
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a teoria umocnienia odkształceniowego :
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(4.44)

gdzie m, , m ,   są stałymi materiałowymi, a 
[image: image82.wmf] 
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  jest  intensywnością odkształceń pełzania.

4.5 PeŁzanie stacjonarne; analogia Alfreya-Hoffa

Z uwagi na nieliniowość związków fizycznych, oraz na fakt, że wszystkie zmienne stanu są funkcjami czasu (redystrybucja naprężeń, odkształceń i przemieszczeń) rozwiązywanie zadań pełzania metali napotyka na znaczne trudności obliczeniowe, stąd powszechnie stosowana jest dyskretyzacja przestrzenna (metoda różnic skończonych, metoda elementów skończonych) i specjalne procedury całkowania po czasie. 

Znaczne ułatwienie obliczeń wprowadza założenie osiągnięcia przez konstrukcję stanu stacjonarnego, tj. takiego, w którym następuje ustalenie procesu redystrybucji naprężeń w czasie.

 Warunki realizacji takiego stanu podał Hult (1962):

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
e  cr  (odkształcenia pełzania są znacznie większe od odkształceń sprężystych, co oznacza, że te ostatnie można pominąć)

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
obciążenia są stałe w czasie

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
funkcja 1()  jest funkcją potęgową (np. pełzanie ustalone wg prawa Nortona (4.9))


1()  = B n

Przy tych założeniach związki fizyczne zawierają wyłącznie pochodne odkształceń i naprężenia, równania równowagi - naprężenia , a równania nierozdzielności odkształceń - wyłącznie prędkości odkształceń:

ij ' j  Pi  = 0
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[image: image159.png]Rys.4.17




Tak więc mamy formalnie do rozwiązania zadanie nieliniowej sprężystości, gdzie w miejsce odkształceń sprężystych należy podstawić prędkości odkształceń. Spostrzeżenie to nosi nazwę analogii Alfreya (1944) , która została następnie rozszerzona przez Hoffa (1954).Zilustrujemy ją przykładem układu prętowego, pokazanym na rys.4.17. 

Jest to prosta konstrukcja statycznie niewyznaczalna (w przypadku konstrukcji statycznie wyznaczalnej stan naprężeń nie zależy od związków fizycznych), składająca się z trzech prętów jednakowej długości i o takim samym przekroju poprzecznym A. Do dyspozycji są całkowe równania równowagi:

1  22cos  s
(4.45)

gdzie s  P/A, równania nierozdzielności przemieszczeń (wyrażone przez odkształcenia lub przez ich pochodne):

1cos  2  , lub
(4.46a)
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oraz związki fizyczne dla każdego z prętów (zakładamy takie same własności obu prętów):
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Po odpowiednich podstawieniach otrzymujemy stacjonarny rozkład naprężeń w konstrukcji:

1   
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(4.48)

Rozkład naprężeń dla materiału nieliniowo-sprężystego otrzymamy, kładąc no zamiast n:
e1   
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Redystrybucja zachodzi więc pomiędzy stanami danymi równaniami (4.48) i (4.49), Jeśli nieliniowość jest taka sama zarówno dla odkształceń sprężystych jak i dla prędkości odkształceń pełzania (n=no), to nie ma redystrybucji naprężeń. 

Jeśli w (4.49) przyjmiemy no=1 , to otrzymamy rozwiązanie liniowej sprężystości:

le1   
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gdzie indeksem górnym  le  zaznaczono, że jest to rozwiązanie liniowej sprężystości.

Dla no=  otrzymujemy:

pl1    pl2   
[image: image97.wmf]s
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Jest to rozkład quasi-plastyczny, odpowiadający osiągnięciu przez konstrukcję (której materiał jest opisany prawem idealnej plastyczności) granicznej nośności plastycznej. Rozkład ten nazywamy quasi-plastycznym, bo charakter rozkładu naprężeń jest jak w idealnej plastyczności (wyrównanie naprężeń) lecz ich wartość jest zależna od wartości przyłożonego obciążenia (w idealnej plastyczności naprężenia te są równe granicy plastyczności). Redystrybucja naprężeń może więc zachodzić pomiędzy dwoma skrajnymi stanami: liniowej sprężystości i idealnej plastyczności, jak to pokazano na rysunku 4.18( w rzeczywistości zachodzi ona pomiędzy rozkładami odpowiadającymi wykładnikom no i n).
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Ocena przebiegu procesu redystrybucji naprężeń wymaga rozwiązania zadania pełzania niestacjonarnego (tzn. uwzględniającego odkształcenia natychmiastowe i pełzania), co jest na ogół nieosiągalne na drodze analitycznej (za wyjątkiem przypadków szczególnych, np. dla n=2 kiedy istnieje rozwiązanie równania różniczkowego (4.10)).

Na zakończenie dodajmy, że powodem redystrybucji naprężeń może być to, że materiał podlega innemu związkowi fizycznemu, niż pełzanie ustalone (np. umocnienie odkształceniowe) lub, że zachodzi osłabienie materiału (np. w wyniku rozwoju uszkodzeń). Jednak rozwiązania stacjonarne i jego oszacowania w oparciu o analogię Alfreya-Hoffa są dobrym pierwszym przybliżeniem bardziej złożonych zadań.

4.6 Relaksacja napręŻeń

Przebieg relaksacji naprężeń przy zadanych odkształceniach jest szczególnym przypadkiem redystrybucji naprężeń w warunkach stanu niestacjonarnego. Zależy on od postaci związków fizycznych; najprostszym sposobem opisu jest poszerzenie równań pełzania ustalonego o odkształcenia sprężyste (równanie 4.10). Wobec zadanych stałych odkształceń mamy 
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Jest to równanie Bernoulliego o ogólnej postaci:
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które sprowadzamy do równania liniowego, dzieląc przez  y n  i wprowadzając nową zmienną 

z = y -n+1.

Podstawiając z =  -n+1. oraz uwzględniając , że  dz = (-n+1)  -nd, otrzymujemy:
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a po przekształceniach:
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(4.53)

skąd:

z = -BE (-n+1)t +C
(4.54)

Stałą  C wyznaczamy z warunku (0) = o, tj. z = zo = o-n+1= C.

Po skorzystaniu z tego warunku i prostych przekształceniach otrzymujemy:
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(4.55)

lub w innej postaci:
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(4.56)

Uwzględniając, że 
[image: image105.wmf]&
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 oznacza tu prędkość odkształceń pełzania ustalonego wywołaną przez początkowe, stałe w czasie naprężenie o , a iloczyn tej prędkości i czasu jest wartością fikcyjnego odkształcenia pełzania ustalonego przy tym naprężeniu ocr, zaś o /E jest początkowym odkształceniem sprężystym      oel, otrzymujemy prostą formułę pozwalającą oszacować spadek naprężeń w warunkach relaksacji:
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(4.57)

[image: image161.png]Rys.4.19




Przebieg relaksacji można scharakteryzować, podając pewien umowny czas relaksacji, wyznaczony jako czas odcięty na osi czasu przez styczną wystawioną do krzywej relaksacji w chwili t=0 (rys.4.19) 

Różniczkując (4.55) i obliczając t* a następnie ( t*) otrzymujemy:

t*  =  
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( t*) = o
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4.7 Algorytm numeryczny mes

Zadania brzegowo-początkowe teorii pełzania stwarzają znaczne trudności obliczeniowe zarówno z uwagi na nieliniowość związków fizycznych, jak i całkowanie po czasie. Poniżej przedstawiono algorytm Metody Elementów Skończonych w ujęciu prekursora tej metody O.C.Zienkiewicza.

Punktem wyjścia jest ogólne sformułowanie zasady prac wirtualnych w zapisie macierzowym:
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(4.60)

gdzie:

V jest objętością ciała,  Fq - częścią powierzchni ciała , na której zadane są siły powierzchniowe q, b są siłami objętościowymi, a  u jest wektorem przemieszczeń, e - wektorem odkształceń, s - wektorem naprężeń

Równania geometryczne Cauchy'ego zapiszemy w postaci macierzowej:


[image: image110.wmf]e

L

u

 

=

 

 


(4.61)

gdzie 
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(4.62)

zaś przemieszczenia zastąpimy szeregiem:
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(4.63)

gdzie N są znanymi funkcjami kształtu,  a jest ciągiem dyskretnych wartości przemieszczeń określających rozwiązanie przybliżone. Wstawiając (4.61) i (4.63) do (4.60) otrzymujemy:
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(4.64)

Po wprowadzeniu oznczenia:
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i wektora obciążenia
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(4.66)

spełnienie równania (4.64) wymaga, aby spełnione było równanie równowagi:
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Z wektora odkształceń wyodrębnimy część sprężystą, odejmując od odkształceń całkowitych odkształcenia lepkoplastyczne:
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Odkształcenia sprężyste są powiązane z naprężeniami poprzez prawo Hooke'a, które w zapisie macierzowym przyjmie postać:
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Wyliczając stąd naprężenia, z uwzględnieniem (4.61), (4.63) i (4.65) mamy:
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(4.68b)

Tak wyliczone naprężenie wstawiamy do równania równowagi (4.67):
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które po oznaczeniach:
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dają podstawowe równanie dla wyznaczenia wektora a :


[image: image123.wmf]K

a

V

0

 

-

=


(4.70)

przy czym przyrosty odkształceń lepko-plastycznych muszą być wyznaczane z równania konstytutywnego (4.32), które w obecnych oznaczeniach ma postać:
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Procedura całkowania wygląda następująco:

1. Wychodząc ze znanych na n-tym kroku wartości sn ,an ,Vn ,
[image: image125.wmf]e
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obliczamy prędkość odkształceń lepkoplastycznych na tym kroku:
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2. Obliczamy przybliżoną wartość przyrostu odkształcenia lepkoplastycznego na tym kroku:
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co pozwala na wyliczenie wartości samych odkształceń lepko-plastycznych na następnym kroku:
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3. Obliczamy nową wartość sił węzłowych:
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(4.74)

gdzie nową wartość sił objętościowych obliczamy na podstawie (4.66):
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4. Rozwiązując równanie (4.70) wyznaczamy nowe wartości przemieszczeń węzłowych:
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5. Obliczamy nową wartość naprężenia:
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(4.76)

i powracamy do początku procedury (p.1).

Zaletą tej procedury jest to, że  przemieszczenia węzłowe wyznaczamy zawsze z tego samego równania (4.70), w którym zmianie ulegają jedynie wyrazy wolne. Uwarunkowanie macierzy K jest zależne wyłącznie od macierzy sztywności sprężystej  D i przyjętych funkcji kształtu N.

Ważnym jest w tej procedurze dobór właściwego kroku czasowego, co powinno zapewnić zarówno stablinośc rozwiązania jak i jego zbieżność. Zagadnienia te są dyskutowane w związku z badaniem zachowania się równań typu:
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Różniczkując (4.68b) mamy:
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a podstawiając pochodną przemieszczeń węzłowych wyliczoną ze zróżniczkowanego  równania (4.70):
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Po wykorzystaniu (4.69b):
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(4.79)

Po wstawieniu tego wyniku do (4.78) otrzymujemy ogólną postać równania (4.77), dla rozwiązania którego musi być zapewniona stabilność:
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(wykorzystano tu związek fizyczny (4.71). Widać, że poza charakterystyką sprężystą oraz przyjętymi funkcjami kształtu, wpływ ma też postać macierzy , a więc przyjęta postać potencjału płynięcia (por. Rozdz.4.4). Dla płynięcia wg. hipotezy Hubera-Misesa-Hencky'ego stabilność jest zapewniona gdy:
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(4.91)

a dla hipotezyTresci:
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Objaśnienie oznaczeń podano po wzorze (4.23) a przez  '  oznaczono:


[image: image140.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

¢

0

F

F

d

d

F

F


(4.83)

Ze względów praktycznych przyjmuje się zwykle dodatkowe ograniczenia na krok całkowania po czasie:
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dla każdego kroku, gdzie   jest mnożnikiem nałożonym na całkowite odkształcenie  ( = 0.1-0.15) oraz:
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Powyższe warunki są niezależne od gęstości podziału ciała na elementy skończone.
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