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6 UTRATA  STATECZNOŚCI  PRZY  PEŁZANIU

6.1 Uwagi wstępne

Rozważane w poprzednim rozdziale zniszczenie kruche w warunkach pełzania jest na ogół wynikiem działania dodatniego naprężenia rozciągającego (stąd w oryginalnej hipotezie Kaczanowa figuruje maksymalne naprężenie główne). W przypadku naprężeń ściskających można się spodziewać, podobnie jak w przypadku procesów niezależnych od czasu, utraty stateczności. Jednak dla procesów reologicznych  zjawisko to może wystąpić przy każdej wartości naprężeń, pod warunkiem upływu odpowiednio dużego czasu tkr  nazywanego czasem krytycznym. W zależności od tego czy konstrukcja posiada początkową imperfekcję (niedokładność geometrii lub sposobu przyłożenia obciążenia) opisać można przeskok do nowego położenia równowagi (zwany dalej wyboczeniem) lub trwałą utratę stateczności. Systematykę tego opisu podaje Tabl.6.1., w której przemieszczenia oznaczono symbolem   w.

Tabl.6.1. Systematyka opisu zjawiska utraty stateczności

Występowanie imperfekcji  wo
Bez uwzględnienia własności reologicznych
Z uwzględnieniem własności reologicznych
Opis:


Parametry: P, w
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W dalszym ciągu zajmiemy się opisem utraty stateczności w warunkach reologicznych (zacienione pole Tablicy 6.1) dla ściskanego pręta.

6.2 Model o jednym stopniu swobody

Przemieszczenia pręta o wstępnej krzywiźnie (rys.6.1a) ściskanego siłą P będą w warunkach pełzania narastały aż do momentu utraty stateczności. Opis tego zjawiska jest trudny zarówno ze względu na nieliniowości fizyczne jak i na skutek konieczności uwzględnienia wzrostu momentu zginającego równego M =P w. Rozważymy więc model o jednym stopniu swobody: układ dwu sztywnych prętów połączonych deformującym się przegubem (rys.6.1b). Kąt obrotu w przegubie  rozłożymy na dwie składowe:
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gdzie i jest natychmiastowym obrotem, a c w wyniku pełzania. 

Dla tych składowych obowiązywały będą następujące równania (podane tu jako związki między wielkościami całkowymi tj. kątem obrotu i momentem zginającym M:

dla członu niezależnego od czasu:
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(6.2)

gdzie  parametr  pozwala uwzględnić nieliniowość (dla   = 0 mamy ciało Hooke'a, dla   = 1 nieliniowe ciało Ramberga-Osgooda),

dla pełzania:
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(6.3)

W równaniach tych Mn  , Mo    n ,  no  ,    są  stałymi materiałowymi.[image: image185.png]



W dalszym ciągu będziemy się posługiwali kątem  , określającym położenie położenie prętów (rys.6.2)  i związanym z kątem obrotu w przegubie równością:
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(6.4)

gdzie o jest  początkową imperfekcją.

Równanie równowagi ma następującą  postać całkową:
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Rozważymy kolejno deformację natychmiastową i deformację pełzania.

6.2.1 Obciążenie natychmiastowe

Natychmiastowy (niezależny od czasu) kąt obrotu prętów i   wyznaczymy podstawiając (6.4) do (6.2) i uwzględniając równanie  (6.5):

2i - 2o 
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(6.6)
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Dla   > 0 wykres zależności P - i  pokazano na rys.6.3. 

Dla obciążenia P* , któremu odpowiada kąt  *  następuje utrata stateczności. Wielkość kąta  * (i w konsekwencji wartość  P*) zależy od wielkości imperfekcji o . Miejsce geometryczne punktów niestateczności opisane jest równaniem:
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które po uwzględnieniu (6.6) daje:

2 
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(6.8)
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Teraz * można wyznaczyć jako, przecięcie się krzywych  i (P )  i s (P ), tzn. z  porównania (6.6) i (6.8) dla i s  *. Krzywą 
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Dla  = 0 (liniowo sprężysty materiał Hooke'a) równania (6.6) i (6.8) przyjmują postać:

2i - 2o
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Rugując z tych równań P  dla i  s   * otrzymujemy:
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lub po uproszczeniu:
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Dla  0  2*<   rozwiązanie tego równania (por.rys.6.5) istnieje dla :

 o  0

i wynosi:

*  0.

Z równania (6.10) dostajemy wartość siły krytycznej (siła Eulera):
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W ogólnym przypadku    0 uzyskanie zamkniętego rozwiązania nie jest możliwe. Rozwiązanie przybliżone można uzyskać dla *<< 1  (tj, dla i << 1  i s  << 1 ). Równania (6.6) i (6.8) przyjmują postać:

i 
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s 
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(6.14)

Dla i s  *  przy P  P*  otrzymujemy:
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(6.15)

oraz:
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 (6.16)

Widać, że siła krytyczna P* może być zarówno mniejsza jak i większa od  
[image: image23.wmf]P
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 w zależności od wartości stałej materiałowej  no , imperfekcji  o  oraz stopnia nieliniowości, określonej przez wartość parametru .
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6.2.2 Pełzanie

Różniczkując (6.4) po czasie i uwzględniając (6.2) i (6.3) mamy:


[image: image24.wmf]2

d

dt

d

dt

a

 

=
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Uwzględniając, że w kąt w (6.5) jest funkcją czasu (t), otrzymujemy równanie różniczkowe:
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EMBED Equation [image: image29.wmf]a
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a po uporządkowaniu:
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z warunkiem początkowym (0) i . Z równania tego widać, że 
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a więc przy tym samym warunku co warunek utraty stateczności natychmiastowej (6.8). Wynika stąd, że  - skoro kryterium niestateczności nie zależy od czasu - funkcja s  (P ) opisuje powierzchnię walcową w układzie   ,  P , t (rys.6.6).

Całkując (6.18) wyznaczymy czas utraty stateczności tkr :

tkr   
[image: image34.wmf]ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

i

n

n

n

sin

Pl

M

a

a

a

t

1

  

2
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Gdy s << 1 całka ta może być wyliczona efektywnie (Hult,1966):


[image: image36.wmf]n

n

kr

Pl

M

t

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

2

2

t
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gdzie i i  s są dane przez (6.13) i (6.14). Przykładowy przebieg krzywych tkr (P) pokazano na rys.6.7. 

6.2.3 Ogólne kryterium niestateczności

Dla ustroju o jednym stopniu swobody, scharakteryzowanym przez przemieszczenie  i siłę wewnętrzną M mamy do dyspozycji następujący układ równań: 
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Dla odkształceń natychmiastowych mamy 
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 . Różniczkując (6.22) względem  i wykorzystując (6.24) otrzymamy:
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skąd wyliczamy pochodną  dP/d:
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Widać, że dP/d0 (lub d/dP), gdy zeruje się wyrażenie w nawiasie kwadratowym. Stąd warunek utraty stateczności natychmiastowej ma postać:
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Po ustaleniu obciążenia (na poziomie poniżej wartości krytycznej) pełzanie przebiega zgodnie z równaniem:
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Uwzględniając, że  M=M(t)  i 

wykorzystując (6.24) mamy:
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i warunek utraty stateczności d/dt ma postać identyczną z (6.25):
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Tak więc widać, że kształt powierzchni utraty stateczności (miejsce geometryczne punktów, dla których d/dP lub d/dt ) zależy wyłącznie od własności natychmiastowych materiału (powierzchnia ta jest cylindryczna o tworzącej równoległej do osi czasu).

6.3 Model ciągŁy

Analiza utraty stateczności ściskanego pręta z uwzględnieniem rozkładu naprężeń i odkształceń w przekroju poprzecznym pręta może być przeprowadzona przy założeniach upraszczających co do kształtu przekroju poprzecznego pręta i kształtu ugiętej osi pręta. Tu przyjmiemy, że:

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
przekrój poprzeczny pręta ma kształt idealnego dwuteownika (rys.6.8) co oznacza, że rozkład naprężeń w przekroju jest statycznie wyznaczalny,

SYMBOL 183 \f "Symbol" \s 10 \h
oś pręta przyjmuje kształt sinusoidy (rys.6.9): 
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Równania równowagi w przekroju pręta mają postać:
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(w równaniach tych przyjęto uważać za dodatnie naprężenia ściskające, a indeksami oznaczono naprężenia działające w półkach  SYMBOL 129 \f "Wingdings"  i  SYMBOL 130 \f "Wingdings").
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 Po w prowadzeniu zmiennych bezwymiarowych:
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równania równowagi zapiszemy w postaci:
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Odkształcenia półek (z hipotezy płaskich przekrojów) wynoszą:
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(6.32a)
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(6.32b)

gdzie w0(x)  jest ugięciem początkowym (imperfekcją). Po odjęciu stronami (w oznaczeniach bezwymiarowych) otrzymujemy
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(6.33)

Przyjmiemy równanie konstytutywne wg. teorii Odqvista:
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gdzie wprowadzono funkcję sgn (signum) dla uwolnienia się od niejednoznaczności wynikających z niewymiernych - na ogół - wartości stałych materiałowych n i  n0 ). Dla odkształceń (6.32a) i (6.32b)  otrzymujemy:
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(6.35a)
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(6.35b)

Wstawiając te wyrażenia do (6.33) i wykorzystując (6.31) i (6.32) otrzymujemy:
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(6.36)

Równanie to musi być spełnione w każdym przekroju; dla =/2 (tj. x=l/2) mamy (po uporządkowaniu):
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gdzie
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(6.38)

a moment bezwładności przekroju wynosi:
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Widać, że warunkiem utraty stateczności jest zerowanie się nawiasu kwadratowego po lewej stronie (6.37), zawierającego wyłącznie charakterystyki natychmiastowe. Zachodzi to dla   = s:
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(6.39)

Czas utraty stateczności  ts    można wyznaczyć całkując  numerycznie (6.37).

Jeśli jest 0 =0  (brak części nieliniowej w odkształceniach natychmiastowych), to d/dt  nigdy nie będzie zmierzało do nieskończoności i utrata stateczności nie nastąpi (Życzkowski, 1960).

6.4 Stateczność przy rozciąganiu

Utrata stateczności nie jest jednak charakterystyczna wyłącznie dla ściskania (występowania naprężeń ściskających) Pokażemy, że w kategoriach utraty stateczności można opisać zniszczenie pręta rozciąganego, przyjmując stosowne środki opisu.
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Rozważymy pręt o długości początkowej l0 i o początkowej powierzchni przekroju poprzecznego  A0  (rys.6.10). 

Po przyłożeniu rozciągającej siły P długość pręta będzie oznaczana jako l, a powierzchnia przekroju poprzecznego przez  A. Używać będziemy "rzeczywistych" (ang.: true) naprężeń i odkształceń:
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6.4.1 Liniowy materiał sprężysty

Odkształcenie poprzeczne w dowolnym punkcie pręta wynosi:
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gdzie D jest charakterystycznym liniowym wymiarem przekroju poprzecznego a D0  jego wartością początkową. Z prawa Hooke'a wynika:
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Porównując  (6.42) i (6.43) i wykorzystując (6.41) otrzymujemy :
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skąd:
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Powierzchnia przekroju jest proporcjonalna do kwadratu z liniowego wymiaru charakterystycznego:
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a po uwzględnieniu (6.45) i definicji (6.41)
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Wykorzystując ten wyniki wyliczymy z (6.40) siłę P:
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(6.47)

Wykres zależności P -  pokazany jest na rys.6.11. [image: image194.png]



Odkształcenie R, przy którym następuje utrata stateczności wyliczymy z warunku:
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skąd, uwzględniając (6.47) otrzymujemy:
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lub po prze kształceniu 
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skąd widać, że aby to równanie było spełnione musi być: 
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Siłę, przy której następuje utrata stateczności wyliczymy z (6.47):
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(6.49)

(e jest podstawą logarytmu naturalnego). Naprężenie umowne  (odniesione do początkowej powierzchni) wynosi:
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Jest to naprężenie znacznie większe niż wytrzymałość doraźna na rozciąganie, która jest dla rzeczywistych materiałów rzędu (0.01
[image: image85.wmf]¸

0.001)E (np. dla  = 0.3 otrzymujemy 
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Dla materiału nieściśliwego ( = 1/2) mamy:
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(por.rys.6.12)
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6.4.2 Nieściśliwy, nieliniowy materiał sprężysty (plastyczny)

Niech związek fizyczny przy obciążeniu dany będzie w postaci zależności funkcyjnej: 
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lub 
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Uwzględniając nieściśliwość materiału  (
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(6.53a)

lub w odkształceniach:
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(6.53b)

(rys.6.13).
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Rozpisanie warunku 
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(6.54)

Spełnienie równości (6.54) wymaga, aby:
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skąd mamy warunek niestateczności:
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lub wykorzystując (6.52a):
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(6.55b)

Interpretację geometryczną tego warunku pokazano na rys.6.14.
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Dla materiału Bacha
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gdzie 
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  i  n0  są stałymi materiałowymi, warunek (6.55) daje:
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a po wstawieniu (6.57) do (6.56):
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Siłę krytyczną wyznaczamy z (6.53):
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skąd naprężenie umowne 
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Dla n0=1 (materiał Hooke'a) otrzymujemy (6.50) przy założeniu nieściśliwości materiału (  = 0.5) i  oznaczeniu 
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6.4.3 Nieściśliwy  materiał lepko-sprężysty 

Dla najprostszego materiału lepko-sprężystego, jakim  jest model Maxwella dla t=0 reakcja materiału  jest sprężysta, tj. zależność siły od odkształceń dana jest przez  wzór (6.47), który przy uwzględnieniu nieściśliwości przyjmuje postać:
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W naprężeniach dostaniemy:
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W równaniach tych indeksem  i oznaczono wielkości natychmiastowe (rys.6.15).
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Dla t>0  mamy:
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i pochodna odkształceń po czasie wynosi:
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i po uporządkowaniu:
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Tak wyznaczoną prędkość odkształceń wstawimy do związku fizycznego dla ciała Maxwella:
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otrzymując:
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Dla stałego obciążenia 
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) równanie (6.64) staje się równaniem różniczkowym ze względu na naprężenia rzeczywiste:
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z warunkiem początkowym 
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Równanie to przekształcimy następująco:
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skąd:
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a po rozdzieleniu zmiennych
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Po scałkowaniu otrzymujemy:
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(6.67)

(rys.6.16). 
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Z równania (6.66) widać, że utrata stateczności 
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(6.68)

Z analizy tego wzoru widać, że dla 
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 (rys.6.17).
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Warunek niestateczności 
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 jest wytrzymałością doraźną na rozciąganie, otrzymamy bardziej realistyczne oszacowanie czasu utraty stateczności:
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Jeśli 
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Aby wyjaśnić przyczyny, które powodują, że utrata stateczności przy rozciąganiu następuje przy naprężeniu niższym niż to wynika z przedstawionych tu rozważań należy uwzględnić zjawiska związane nie tylko z narastaniem deformacji, lecz także rozwojem mikro-uszkodzeń.

Reasumując, możemy stwierdzić, że utrata stateczności zarówno w warunkach obciążenia natychmiastowego jak i w wyniku pełzania następuje gdy naprężenie rzeczywiste osiąga wartość równą modułowi Younga E. Dla obciążenia natychmiastowego następuje to, gdy 
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 (rys.6.18).
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Powyższy rezultat można uogólnić na przypadek materiału opisanego równaniami konstytutywnymi:
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Odkształcenie całkowite 
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. po zróżniczkowaniu i uwzględnieniu (6.71a i b) daje:
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Uwzględniając (6.62) (dla stałej siły):
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a po uporządkowaniu:
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gdzie oznaczono 
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Warunek utraty stateczności: 
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 zachodzi wówczas, gdy mianownik (6.73) zmierza do 0. Stąd ogólny warunek niestateczności ma postać:
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Jest to taki sam warunek jak warunek (6.55a) dla materiału nieliniowo-sprężystego; o utracie stateczności decydują więc wyłącznie natychmiastowe (niezależne od czasu) własności materiału.

Czas krytyczny  wyznaczymy całkując (6.73):
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(6.75)

Dla materiału typu Bach-Norton (nieliniowa sprężystość, nieliniowe pełzanie) mamy:
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(6.76a)
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(6.76b)

i  całkę (6.75)  można wyliczyć efektywnie:
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(6.77)

Gdy odkształcenia natychmiastowe można pominąć  (
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(6.78)

Tak więc teorię zniszczenia ciągliwego w warunkach pełzania można wywieść z bardziej ogólnych rozważań nad utratą stateczności przy rozciąganiu. W następnym rozdziale zobaczymy, że podobną droga można dojść do opisu zniszczenia kruchego, uwzględniając rozwój mikro-uszkodzeń.

6.4.4 Materiał lepko-sprężysty z uszkodzeniami
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W definicji naprężeń uwzględnimy fakt, że w materiale mogą powstawać uszkodzenia 

Konsekwentnie  wprowadzimy definicję następujących naprężeń:

nominalnego:
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rzeczywistego:
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efektywnego:
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efektywnego rzeczywistego: 
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gdzie rozróżniono następujące powierzchnie: nominalną Ao, obliczoną na podstawie pomiaru zewnętrznego, bez uwzględnienia przewężenia i rozwoju uszkodzeń, rzeczywistą A, uwzględniającą przewężenie , efektywną Aor , uwzględniającą rozwój uszkodzeń ale nie przewężenie, oraz efektywną, rzeczywistą  Ar, uwzględniającą zarówno przewężenie jak i rozwój uszkodzeń. 

Przyjmiemy założenie o nieściśliwości materiału, tak że odkształcenia rzeczywiste będą określone przez związek:
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W analogiczny sposób zdefiniujemy uszkodzenia:
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skąd widać, że w stanie nieuszkodzonym A = Ar skąd =0

Uwzględniają powyższe definicje mamy:
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lub
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Równania konstytutywne sformułujemy dla rzeczywistych odkształceń i uszkodzeń w funkcji efektywnych rzeczywistych naprężeń:
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gdzie przez 
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 oznaczono pochodne tych funkcji względem s.

Dla obciążenia natychmiastowego równania (6.83) redukują się do:
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i równanie (6.82b) przyjmuje postać:
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Po zlogarytmowaniu tego równania i wzięciu jego obustronnej pochodnej otrzymamy:
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(6.86a)

lub:
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i widać, że ds/dP  dla s=sR gdy:
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Równanie to jest uogólnieniem równania (6.55a) na przypadek rozwoju uszkodzeń.

Dla obciążenia natychmiastowego  Pi <  PR   efektywne naprężenie rzeczywiste  si <  sR i uszkodzenie i <  R   można wyznaczyć z równań (6.85). Stanowią one warunki początkowe dla równań opisujących rozwój odkształceń i uszkodzeń w czasie w wyniku działania stałego obciążenia Pi . Wykorzystując równania (6.83a),(6.83b) i (6.82b) otrzymamy:
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i utrata stateczności ds/dt  zajdzie dla s=sR  spełniającego równanie (6.87).

Dla szczególnego przypadku  G(s) 0 F(s) 0  i g(s) 0 (rozwój uszkodzeń w czasie niezależnie od procesu pełzania) oraz dla
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otrzymujemy z (6.88):


[image: image181.wmf]1

s

ds

dt

s

m

=

C


(6.90)

Jest to równanie teorii Kaczanowa dla rzeczywistych  naprężeń efektywnych. warunek niestateczności redukuje się do:
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skąd wynika, że dla tego modelu  sR= .

Scałkowanie odpowiednio zredukowanego równania (6.88) daje czas utraty stateczności:


[image: image183.wmf]m

i

m

K

m

ds

s

t

i

s

s

C

1

C

1

1

=

=

ò

¥

-

-


(6.92)

Jest to inna postać znanego wzoru na czas zniszczenia kruchego, dające w układzie 

logi – log tK  linię prostą.

Z przestawionej powyżej analizy widać, że podejście z pozycji rozważań utraty stateczności (zarówno przy rozciąganiu jak i przy ściskaniu) jest najogólniejszym z możliwych opisów zniszczenia . Opisane wcześniej w Rozdz.5 teorie zniszczenia ciągliwego, kruchego i mieszanego mieszczą się w podejściu zaprezentowanym powyżej za pracą J.Hulta.  Warto zwrócić jeszcze raz uwagę na fakt, że utrata stateczności zarówno przy ściskaniu jak i przy rozciąganiu jest określona przez natychmiastowe (tj. niezależne od czasu) własności materiału. Jeśli ich nie uwzględniać, to otrzymuje się rozwiązania osobliwe, jak np. warunek sR= otrzymany powyżej dla teorii Kaczanowa.
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