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1. WSTĘP 
Podstawą analizy są prace L. J. Gibson, M. F. Ashby [1],  

W. E. Warren, A. M. Kraynik [7], 
M. Janus-Michalska, R. B. Pęcherski [2],  

P. Kowalczyk [3]. 
 

Celem pracy jest zbudowanie efektywnego modelu sprężystego 
zachowania się materiałów komórkowych oraz zastosowanie 
energetycznego kryterium J. Rychlewskiego [4] do określenia 

stanu granicznego, który w tym przypadku odpowiada osiągnięciu 
granicy liniowej sprężystości. 

 

W pracy M. Janus-Michalska, R. B. Pęcherski [2]  
sformułowano taki model dla pianki metalicznej o komórce 

elementarnej w kształcie czworościanu. Dało to podstawę do 
prezentowanej analizy, w której przyjęto sześcienną strukturę 

komórkową w postaci regularnego układu sześciu prętów 
połączonych w sztywnym węźle. 

 

Jako przykład do rozważań przyjęto strukturę kości ludzkiej, 
której budowa może być opisana sześcienną strukturą komórkową. 

 

W pracy P. Kowalczyk [3] przedstawiono moduły sprężyste dla 
sześciennej struktury kości w zależności od typu struktury, 

uzyskane z obliczeń numerycznych w programie ABAQUS. 
 

W omawianej pracy zostanie przedstawiony analityczny sposób 
wyznaczenia 

• modułów sprężystych 
• gęstości energii krytycznych 

 dla sześciennej struktury anizotropowej, przyjmując model 
belkowy. 

Zostaną również przedstawione wyniki analizy rozkładu 
sztywności struktury z punktu widzenia gęstości energii 

krytycznych. 
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3. MODEL SZEŚCIENNEJ STRUKTURY 
KOMÓRKOWEJ 

Do rozważań przyjęto model belkowy o sztywnym węźle dla 
powtarzalnej komórki o strukturze sześciennej. 

          
                                                                                                                        struktura kości 
 

 
                                                                               P. Kowalczyk [3] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Analiza jest możliwa dzięki podobieństwu przemieszczeń 
punktów środkowych 1, 2, 3, 4, 5, 6, takim że w każdym z nich nie 

powstaje moment zginający. 
Zakłada się małe przemieszczenia i jednorodne stany 

odkształcenia. 
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4. WYZNACZENIE MODUŁÓW SPRĘŻYSTYCH 
PODEJŚCIEM KINEMATYCZNYM 

Aby wyznaczyć przemieszczenia końców elementów belkowych 
należy zrealizować sześć stanów jednostkowych. 
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Znając przemieszczenia końców elementów belkowych należy 
wyznaczyć sztywność na rozciąganie i zginanie tych elementów. 

 

ninin sF ∆=  
 

 

 

τττ sF ii ∆=

DEFORMACJA KOMÓREK DLA REALIZACJI STANÓW 
JEDNOSTKOWYCH PRZEZ ŚCIĘCIE. 
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Znając wartości sił można wyznaczyć naprężenia, a następnie 
macierz sztywności S komórki sześciennej 

εσ S=  
 
 

Znając macierz sztywności jak również macierz podatności można 
wyznaczyć następujące moduły sprężyste: 

 
- moduł Helmholtza (sprężystości objętościowej, ściśliwości): 

L
sK
6
τ=  

 
- moduł Younga: 

L
sE n

2
=  

 
- moduł Kirchoffa (sprężystości postaciowej, ścinania): 

L
sG

4
2 τ=  
 

- współczynnik Poissona: 
0=ν  
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5. KRYTERIUM ENERGETYCZNE DLA 
SZEŚCIENNEJ STRUKTURY KOMÓRKOWEJ 

 
 

Energetyczne kryterium wytężenia sformułowane przez    
J. Rychlewskiego [4] opisuje zakres sprężystej pracy materiału: 
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Zastosowanie propozycji obliczania gęstości energii krytycznych 
dla kryształów przedstawiono w pracy K. Nalepka, 

R. B. Pęcherski [6]. 
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6. WYZNACZENIE GĘSTOŚCI KRYTYCZNYCH 
ENERGII DLA STANÓW GRANICZNYCH 

 
Wartości gęstości krytycznych energii otrzymujemy w wyniku 

zrealizowania trzech stanów własnych. 
 

Gęstość energii krytycznej dla I stanu własnego - stanu 
hydrostatycznego: 
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=φ  - objętość względna, 
Re- granica plastyczności elementu belkowego (szkieletu). 

 
 

Gęstość energii krytycznej dla II stanu własnego - rozciągnięcia 
w kierunku np. osi X z równoczesnym ściśnięciem w kierunku osi 

Y, Z od stanu hydrostatycznego: 
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Gęstość energii krytycznej dla III stanu własnego - ścięcia w 
płaszczyźnie XY, YZ, ZX: 
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h � maksymalna odległość włókien górnych lub dolnych dla 
elementu belkowego (szkieletu). 
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7. ANALIZA ROZKŁADU SZTYWNOŚCI 
STRUKTURY KOMÓRKOWEJ Z PUNKTU 
WIDZENIA GĘSTOŚCI ENERGII STANÓW 

GRANICZNYCH 
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8. WNIOSKI 
 
• W przypadku struktury smukłej o zniszczeniu decyduje gęstość 

energii III stanu własnego, czyli struktura jest nieodporna na 
ścinanie. 

 
• Gdy struktura staje się bardziej krępa to staje się odporna na 
ścinanie a o zniszczeniu decyduje gęstość energii II stanu 

własnego czyli rozciągnięcie w jednym kierunku i ściśnięcie w 
dwóch pozostałych kierunkach. 

 
• Uwzględnienie rozkładu sił poprzecznych na przemieszczenie 

końca belki pozwala na dokładniejsze określenie gęstości 
energii krytycznej, a co za tym idzie racjonalne wykorzystanie 

wytrzymałości materiału. 
 
• Otrzymane funkcje modułów sprężystych i gęstości energii 

krytycznej od parametrów mikrostruktury oraz morfologii 
szkieletu otwiera możliwości projektowania materiału według 

zadanych własności wytrzymałościowych. 
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