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ZAGADNIENIE KONTAKTU SPREZYSTEGO OSRODKA
ANIZOTROPOWEGO NA PRZYKEADZIE MATERIALU
KOMORKOWEGO O UJEMNYM WSPOLCZYNNIKU
POISSONA

CONTACT PROBLEM FOR A CLASS OF ANISOTROPIC
ELASTIC CELLULAR BODIES WITH NONPOSITIVE
POISSON’S RATIO

1. Wstep

W zagadnieniach mechaniki kontakt jest jednym z podstawowych probleméw, ze
wzgledu na fakt, Ze jest to gléwny sposéb przekazywania obciazen. Wigkszo$¢ prac
poswigconych temu tematowi skupia si¢ nad wyznaczeniem naprezen w strefie kontaktu,
ktérych maksymalne warto$ci okreslaja zakres obciazen zewngtrznych. Rzeczywiste
powierzchnie rozwazane w zadaniach inzynierskich sa szorstkie, a wlasciwo$¢ ta okresla
si¢ w skali makroskopowej przez wspoétczynnik tarcia. Najprostszy model tarcia zaktada, ze
w strefie kontaktu moze wystgpowaé sczepienie lub poslizg zaleznie od wielkosci
powstalych naprezen stycznych albo catkowite zerwanie kontaktu. O zachowaniu sig cial w
strefie kontaktu decyduje zaréwno sposéb i wielko$¢ obcigzenia, warto$¢ wspétczynnika
tarcia jak réwniez wlasnosci osrodka sprezystego okreSlone migdzy innymi przez
wspoélczynnik Poissona. Kwazistatyczne rozwiazanie zagadnienia brzegowego dla kontaktu
z osrodkami anizotropowymi wskazuje na mozliwos$¢ istotnej zmiany rozkladu naprgzen w
strefie kontaktu w poréwnaniu z o$rodkiem izotropowym [6,8,9]. Réwniez wystgpowanie
stref sczepienia i poslizgu jest zalezne od wtasno$ci anizotropowych osrodka sprezystego.
W pracy [6] pokazano na przykladzie cial komérkowych o réznorakiej symetrii
materiatowej problem projektowania struktury wewnetrznej materialu w celu uzyskania
redukcji koncentracji naprezen normalnych. Wnioski wyraznie wskazuja na materialy o
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ujemnym wspdtczynniku Poissona, tzw. ,,auxetic materials” jako te, dla ktérych przy
kontakcie powstaje najkorzystniejszy rozktad naprezen. Dla rozwazanych materiatéw
komérkowych za efekt ujemnego wspodtczynnika odpowiada budowa szkieletu materiatu
tworzaca wielokaty wklgste. Taka struktura wewngtrzna daje ponadto tzw. materiat
dylatacyjny podatny na odksztatcenia objgtosciowe i stosunkowo sztywny na odksztatcenia
postaciowe. Sztywno$ci te mierzy si¢ odpowiednio modulem $ci§liwodci objgtosciowej i
modutem na $cinanie. Wplywa to istotnie na posta¢ deformacji ciata anizotropowego dla
zadania z kontaktem oraz na zachowanie w strefie kontaktu. Jednak nalezy podkresli¢, ze
wspotczynnik Poissona jak i inne moduly sprgzyste dla materialu anizotropowego sa
scharakteryzowane przez rozklady kierunkowe. Ponadto wlasnodci materialu opisuja
wszystkie niezalezne stale materiatowe, ktérych liczba zalezy od typu symetrii i
sktadowych tensora sztywnos$ci. Stad dla wskazanej grupy materialéw komoérkowych
mozna dobiera¢ parametry struktury wewngtrznej, ktére okre§la material odpowiednio
wytrzymaty i najkorzystniej pracujacy ze wzgledu na zachowanie w strefie kontaktu jak i
redukcji naprezen. Poszukiwaniom tych zaleznosci jest po§wigcona niniejsza praca.

2. Zagadnienie kontaktu
Rozwazane jest zagadnienie ptaskie kontaktu statycznego anizotropowego liniowo

sprezystego o$rodka ze sztywnym szorstkim podlozem. Sformutowanie problemu
brzegowego w postaci uktadu réwnan jest nastgpujace [1]:

o,;+f =0, Oy =Su€us & :%(ui_j +u;;) ij=12  wobszarze Q (1.1)
Z przemieszczeniowymi i statycznymi warunkami brzegowymi

u; =4, nabrzegu I'n = o,n, =t nabrzegu Tk (1.2)
oraz warunkami w strefie kontaktu I'c

ou,=0, 0,<0 (1.3)
i warunkami dla tarcia na powierzchni kontaktu T'c

|o;| < ulo,|= Au, =0, |o,|=p|o,| =31 >0;Au, =-1o, (1.4)
gdzie:

0, - tensor naprezefi Cauchyego, €; - tensor matych odksztalcefi, sy, - tensor sztywnosci
anizotropowego ciata sprezystego, #, - wektor przemieszczen, f;- wektor sit masowych,
i, - zadane przemieszczenia na brzegu I'y f, - wektor sit brzegowych na brzegu I'y, n, -

wersor normalny, I'p U I'eu I'c — brzeg obszaru Q, o, = onn; - naprezenie normalne w

strefie kontaktu, u, =u-n - przemieszczenie normalne do brzegu, o, =o,n,—o,n, -

naprezenie styczne, Au, = A(u—u,n) - przyrost przemieszczenia stycznego.

Dla rozwazanego przypadku zadania dwuwymiarowego rozwiazanie istnieje, gdy
wspélczynnik tarcia 4 1 wspdlczynnik Poissona v sprezystego o$rodka spetniaja pewien
warunek. Dla ciala izotropowego w zadaniu dwuwymiarowym jest on nastgpujacy [6]:

14
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Przedstawiony problem brzegowy nieliniowy ze wzgledu na warunki (1.3) and (1.4) jest
rozwigzywany za pomocg programu MES - ANSYS.

3. Materialy komérkowe o ujemnym wspélczynniku Poissona

3.1. Anizotropowe wtasnos$ci efektywnego continuum

Jako o$rodek anizotropowy przyjeto material komérkowy o komérkach otwartych i
masywnym szkielecie o ptaskiej strukturze periodycznej. Struktura ta wyznaczona jest
przez topologi¢ weztéw (wspélnych punktéw $cian szkieletu) i to ona przesadza o rodzaju
anizotropii, w tym réwniez o efekcie ujemnego wspétczynnika Poissona. Typowy przyktad
struktury auksetycznej tzn. tworzacej material o ujemnym wspétczynniku Poissona wraz z
komorka reprezentatywna jest pokazany na rys. 1.

a)

Rys. 1. a) Struktura materialu komérkowego o ujemnym wspéiczynniku Poissona, b) komérka
reprezentatywna.

Fig. 1. a) Reentrant cellular structure, b) Representative unit cell.

Jesli dodatkowo rozwazamy material o niskiej ggstosci wzglednej (duzej porowatosci) to
szkielet moze by¢ modelowany przez ptaska strukture belkowa potaczona w sztywnych
weztach [11]. Wyznaczenie wszystkich wlasno$ci sprezystych materialu komérkowego
jako efektywnego continuum oparte jest na modelowaniu dwuskalowym. W skali mikro
rozwazana jest komorka reprezentatywna wraz z fragmentem zawartego w niej szkieletu
belkowego gromadzacego energi¢ sprezysta. Komodrke reprezentatywna opisuja
geometryczne parametry mikrostruktury: L, h - dlugosci elementéw belkowych t -
szeroko$¢ przekroju belek, y - kat (rys.1.b.) oraz materiatowe parametry mikrostruktury:
E - modul Younga, v, - wspélczynnik Poissona, R, - granica plastycznosci dla materiatu

szkieletu. Modelem mechanicznym struktury szkieletu materialu komérkowego jest belka
Timoshenki (belki szkieletu typowych materialéw sa krgpe). Dzigki zastosowaniu modelu
belkowego dla dowolnej deformacji w zakresie liniowo sprezystym komorki
reprezentatywnej opisanej tensorem odksztalceh mozna wyznaczy¢ rozklad @ sit
wewngtrznych w belkach szkieletu. Numeryczne rozwiazania dla zadawanych deformacji
uzyskano metoda elementéw skoniczonych (program ANSYS).

Kontinuum zastepcze definiuje si¢ poprzez przez ekwiwalentno$¢ potencjalu sprezystego
zgromadzonego w szkielecie belkowym, ktéry wyraza si¢ wzorem:
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F, (&),F,(&),M, (¢), i=1,2,3 - funkcje sit przekrojowych (podtuznych, poprzecznych

it

i momentu zginajacego) w belkach szkieletu, & — 0§ podtuzna i-tej belki

A, J -pole i moment bezwtadnosci przekroju belkowego
M - energetyczny wspotczynnik $cinania (dla przekroju prostokatnego p#=1.2).

Ggstos¢ energii dla continuum zastgpczego odpowiada usrednieniu po objgtosci komorki
reprezentatywnej potencjatu sprezystego zgromadzonego w szkielecie belkowym:

Lo,
D, _V‘[( ®,)av, 2.2)

Podejscie to szczegétowo jest opisane w pracach [11,12]. Dla rozwazanych struktur
periodycznych na podstawie analizy reprezentatywnej komoérki wyznaczane sa: tensor
sztywno$ci oraz wielkos$ci pomocnicze stuzace do sformutowania hipotezy wytgzeniowe;j.
Macierz sztywno$ci (w notacji Kelvina S, ) dla ekwiwalentnego continuum o podanej
strukturze 1 symetrii na nastgpujaca posta¢ macierzowa réwnowazng z zapisem

wskaznikowym s, :
L

Sll S12 0 sllll S1122 0
S = Sl’l S’ZZ 0 = sl 122 S2222 0 (3)
0 S33 0 0 2S1212

3.2. Hipoteza wytgzeniowa oparta na kryterium energetycznym

Zastosowanie kryterium stanéw granicznych w strukturze szkieletu wraz z podejsciem
dwuskalowym pozwala na wyznaczenie granicznych naprezen w materiale [11,12].
Wyznacza si¢ je numerycznie dla stanéw wlasnych tensora sztywno$ci na podstawie
analizy komorki reprezentatywnej wg algorytmu podanego w pracy [11].

Dla materiatu komdrkowego jako ciata anizotropowego przyjgto hipotezg¢ wytgzeniowa
jako energetyczne kryterium w postaci energii wazonych zgromadzonych w stanach
wlasnych tensora sztywnosci [16,17]:

il “@ X
> —Lt=1 @.1)
el

Energie krytyczne “®7 zgromadzone w stanach wlasnych wyrazone sa wzorami:

egyer _ L (aw\( oo
¥ =5 (a) o) 2



gdzie:
A, — wartosci wlasne tensora sztywnosci (zatacznik).

gr

Ky graniczne stany wlasne naprgzen wyznaczone numerycznie, odpowiadajace
pojawieniu si¢ pierwszych uplastycznien w szkielecie belkowym [17].

W dowolnym stanie sprezystym mozna wprowadzi¢ energetyczny wspotczynnik, ktory jest
tu obrang miara wytgzenia materiatu [8,9]:
11T “@
- E
4 Z:; <o

gdzie: "®, - energie sprezyste zgromadzone w stanach wlasnych.

(4.3)

“@3 - graniczne energie sprezyste (algorytm ich obliczania podano w pracy [17].)

W stanie sprezystym spelniona jest nieréwno$¢: @ <1. Wspdlczynnik ¢ pozwala na
wyznaczenie warto$ci maksymalnego obcigzenia w zakresie sprgzystym. Ponadto analiza
mapy wytezenia materiatu pozwala przewidzie¢ miejsca, w ktérych spodziewane sa
pierwsze uplastycznienia materiatu.

4. Przyklady

Obliczenia numeryczne dotyczace tensora sztywnosci 1 parametréw wytgZenia
materialéw komoérkowych o réznych mikrostrukturach przeprowadzono w/g algorytmu
podanego w pracy [8]. Przyjgto materialu szkieletu o nastgpujacych parametrach:

E =10GPa, v, =0.3, R =100 MPa.

4.1. Kwadratowy blok obciazony ci$nieniem

Przyjgto blok o wymiarach BxH = IlmXIm na sztywnym szorstkim podlozu o
wspélczynniku tarcia # =0.3, obcigzony ci$nieniem p=0.025 MPa przylozonym do
goérnej krawedzi jak na rys. 2.a. Przytad ten zacytowano z pracy [9].

Inspiracja do dalszych obliczeh numerycznych byl uzyskany rozklad naprezen dla
materiatu o strukturze plastra miodu (honeycomb) rys. 2.b, dajacej material izotropowy
oraz materiatu o strukturze wielokatéw wklgstych (‘inverted honeycomb’) rys. 2.c, dajacej
materiat auksetyczny.

Przyjeto nastgpujace dane geometryczne struktur materiatow:

‘honeycomb’ l,,= 075 mm, I ,= 0.75 mm, I,;= 0.75 mm,t = 0.15 mm.
‘inverted honeycomb’ L=h=1575mm,y=70° , t = 0.15 mm

ze wzgledu na no$nos¢ przyjgto ustawienie pionowe struktury rys. 2.c.
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a)

. o
v =0.962 V,, =—3.85

Rys. 2. a) Blok obciazony ci$nieniem, b) struktura materiatu izotropowego o dodatnim
wspotczynniku Poissona, c) struktura materiatu komérkowego o ujemnym wspoétczynniku Poissona.

Fig. 2. a) Square block under vertical pressure, b) ‘honeycomb’ material structure, c) ‘inverted
honeycomb’ material structure.
Rozwiazanie zadania wskazuje na inny jakoSciowo rozklad naprgzen o, w strefie

kontaktu dla materiatu o ujemnym wspéiczynniku Poissona, charakteryzujacy si¢ redukcja
koncentracji naprgzen. Inne beda tez przewidywane obszary powstania pierwszych
uplastycznien.

o, [MPa] o,, [MPa]

yy

[ 1 [ . . 1
0 0.009 0.027 0.044 0.062 0.08 0 0.009 0.027 0.044 0.062 0.08
a) b)

Rys. 3. Rozkitad naprgzen normalnych w strefie kontaktu, a) dla materialu o dodatnim wspétczynniku
Poissona, b) dla materiatu o ujemnym wspétczynniku Poissona.

Fig. 3. Contact pressure distribution a) for material with positive Poisson’s ratio, b) for material with
negative Poisson’s ratio.



4.2. Kwadratowy blok obciazony ci$nieniem — studium parametryczne

Rozwazono materialy auksetyczne o réznych wlasnosciach otrzymanych poprzez dobdr
parametrow mikrostruktury. Dane geometryczne poszczeg6lnych mikrostruktur podano w
Tablicy 1.

Tablica 1
Specyfikacja struktury materiatu komérkowego

Struktura L [mm] h [mm] Y t [mm]
1 1.50 1.50 80° 0.15
11 1.50 2.00 60° 0.15
11 1.575 1.575 70° 0.15
v 1.5 3.0 60° 0.15

Otrzymane numerycznie moduty sztywnosci efektywnego continuum zestawiono ponizej w
Tablicy 2. (Wyniki dotycza pionowej orientacji struktury wzglgdem uktadu wspétrzednych
XY jak na rys 2.) Macierze sztywnos$ci uzyskanych materialéw oraz wzory na moduty
sztywnos$ci podano w zataczniku.

Tablica 2
Moduly sztywnosci
Struktura Ex [kPa] Ey [kPa] vxy Vyx max(G/K)
1 1.2970 46.1831 -0.142 -5.058 5.52
11 1.9410 6.270 -0.532 -1.718 28.9
111 0.1311 1.951 -0.261 -3.850 2.23
v 3.4074 3.6713 -0.912 -0.982 108.3

Materialy o otrzymanych sztywnosciach sa uzyte do obliczen w zadaniach kontaktowych
MES (program ANSYS) . Do testéw ustawiano materiaty struktura w pionie na rys. 2.c.
Orientacja pionowa jest zazwyczaj wybierana ze wzgledu na wigksza no$no$¢ (dla zadania
z ci$nieniem pionowym). Obliczenia przeprowadzono dla zadania ze wspéiczynnikiem
tarcia p = 0.1 oraz p =0.2.

Do dyskretyzacji continuum uzyto ptaskie czworokatne o§miowgzlowe elementy drugiego
rzgdu (PLANE 183). Obliczenia przeprowadzono dla dwdch ggstosci regularnych siatek,
podstawowej (10000 elementéw) oraz zaggszczonej (40000 elementéw). Strefe kontaktu
zamodelowano tréjweziowymi elementami kontaktowymi ,.surface to surface” (CONTA
172 i TARGE 169).

Wyniki wskazuja, ze zachowanie w strefie kontaktu zalezne jest od wielkosci
wspoélczynnika tarcia oraz jego relacji ze wspdtczynnikiem Poissona (rys. 4). Analiza
naprezen normalnych wskazuje natomiast praktycznie na brak zaleznosci rozkladu od
warto$ci wspoétczynnika tarcia oraz wspétczynnika Poissona w zakresie jego ujemnych
wartosci (rys.5).
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Rys. 4. Rodzaj kontaktu dla rozwazanych materialéw (pionowa orientacja struktur) dla zadanego

wspotczynnika tarcia, a) p=0.1, b) u=0.2.

Fig. 4. Contact status along contact line for considered types of materials (vertical orientation) for
friction coefficient a) p=0.1, b) u=0.2.
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Rys. 5. Rozklad naprezen normalnych o, w strefie kontaktu a) p=0.1, b) p=0.2.

Fig. 5. Contact pressure O, distribution a) p=0.1, b) p=0.2.

Warto$¢ maksymalnych naprezen stycznych jest wieksza dla wyzszych wartosci wsp6t-
czynnika tarcia (rys. 6) a rozktad zalezny od rodzaju kontaktu (wg rys. 3).
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Rys 6. Rozktad naprgzen stycznych w strefie kontaktu a) u=0.1, b) u=0.2.

Fig. 6. Contact tangent stress distribution a) u=0.1, b) u=0.2.



Analiza map wytgzenia materialu wskazuje na koncentracje w strefie kontaktu (w strefach
poslizgu) dla wyzszych warto$ci wspdlczynnika tarcia z réwnoczesnym odcigzeniem
pozostalej czgéci materiatu. Dla nizszych warto$ci wspdlczynnika tarcia wytgzenie jest
bardziej roztozone w calym materiale. Do celéw poréwnawczych wybrano material o
strukturze II pionowa orientacja dla wspétczynnika tarcia kolejno: p=0.1, u=0.2.
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a) b)
Rys. 7. Obraz wytgzenia w materiale (rozktad wspétczynnika ¢), a) p=0.1, b) p=0.2.

Fig. 7. Distribution of material effort coefficient ¢, a) p=0.1, b) u=0.2.

Deformacja bloku przy zadanym obcigzeniu zalezy od relacji wspéiczynnika Poissona i
wspétczynnika tarcia. Dla nizszych warto$ci wspdlczynnika Poissona deformacja ma
ksztatt ,,dzwonu”(rys. 8a i 8c, dla wigkszego wspélczynnika tarcia deformacja ta bardziej
wyraznarys. 8b. 1 8c.)

a) b) )

Rys. 8. Deformacja dla wybranych przykiadéw, a) materiat o strukturze III, u=0.2, b) materiat
strukturze II, u=0.1, c) materiat o strukturze II, p=0.2.

Fig. 8. Deformation type for choosen examples a) material of structure III, u=0.2 b) material of
structure I, p=0.1. c¢) material of structure II, p=0.2.
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4.1 Zlozony stan obciazen z udzialem deformacji postaciowej —studium parametryczne.

Blok z poprzedniego zadania jest dodatkowo obcigzony przemieszczeniem
geometrycznym prawego gérnego naroza u=0.1 m (rys. 9).

llllllllli

‘ B
Rys. 9. Blok obcigzony ci$nieniem pionowym oraz przemieszczeniem poziomym.

Fig. 9. Square block under vertical pressure and horizontal displacement.

Ze wzgledu na wymuszona deformacje postaciowa oraz objgtoSciowa nalezy
spodziewaé si¢ réwniez wplywu sztywno$ci postaciowej i objetosciowej oraz ich
wzajemnej relacji na rozwiazanie. Istotng
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