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Struktura materiału komórkowego 
o płaskim układzie regularnym  
oraz komórka reprezentatywna 
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Model mikromechaniczny  
definicja odkształcenia 
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Oznaczenia: 
 
wektor odkszałceń   xεε =1    1~1 == xεε  

yεε =2    1~2 == yεε  
xyεε 23 =   12~3 == xyεε  

 
 

 
opis Kelvina w przestrzeni 6-D 



 
Kinematyka 
 
 
1) osiowe rozciągnięcie xε  w kierunku x. 
 

( ) ( ) xxixxi eebΔ ⋅= 0εε   
  

2) osiowe rozciągnięcie yε  w kierunku y . 
 

( ) ( ) yyiyyi eebΔ ⋅= 0εε     
 
 
 

3) ścięcie xyγ  w płaszczyźnie xy. 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )xyiyxixyxyi eebeebΔ ⋅+⋅= 002/γε     3,2,1=i  



Metoda analizy strukturalnej 
(metoda przemieszczeń - MES) 
 
model - belka Timoshenki 
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WYNIKI 
rozwiązania numeryczne - program ANSYS 
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gdzie:  iξ  współrzędna układu lokalnego związanego z i-tym prętem ( )0 0iξ = . 
  ,x y  globalny układ związany z węzłem 0 komórki . 

stąd: 
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gdzie: iβ  kąt mierzony od osi globalnej x  do osi lokalnej i-tego pręta 
 
 
Dla dowolnego stanu odkształceń: 
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POTENCJAŁ SPRĘŻYSTY SZKIELETU BELKOWEGO 
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Model mikromechaniczny  
 

continuum ekwiwalentne poprzez uśrednienie potencjału sprężystego 
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macierz w przestrzeni 6-D 
 
stany I=1,2   J=1,2   powodują powstanie symetrycznego rozkładu sił w szkielecie 
stan I=3,  powoduje powstanie antysymetrycznego rozkładu sił 
 
 

13 0S =   23 0S =  



Prawo Hooke'a dla ciała anizotropowego 
 

εSσ =  
 
 

S , tensor sztywności,  1−= SC   tensor podatności 
 
 
 
 
 
 

Macierz sztywności:         Macierz podatności: 
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wybrane stałe materiałowe: 
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Przykłady   - test zgodności z rozwiązaniami znanymi z literatury 
 
Gibson & Ashby  
*Overaker, Cuitino, Langrana  
Smith, Grima, Evans  
 
dane geometryczne:        
     

L/2 1,576 mm h/2 1,576 mm t 0,15 mm γ 70 ˚ 
 
dane materiałowe: 

Es 10 GPa νs 0.3  ρ/ ρs  0.1155 
 
 
wyniki *[3]: 
  

E1 22.70 kPa E2 1.549 kPa ν12 -3.849 ν21 -0.2529 
 
wyniki : 

E1 22.69 kPa E2 1.548 kPa ν12 -3.851 ν21 -0.2527 
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Rozkład kierunkowy modułu Younga 
   

[MPa] 
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Rozkład kierunkowy współczynnika Poissona 
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Zakres sprężysty - oszacowanie 
 
wartości własne i stany własne tensora sztywności 
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Warunek sprężystej pracy szkieletu 
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maksymalne odkształcenia i naprężenia w stanie sprężystym 
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Kryterium wytężenia  
anizotropowego materiału komórkowego 
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Interpretacja naprężeń i odkształceń granicznych 

 dane: B=H=1m 

b

 
 
Maxymalne naprężenie rozciągające σy MPa]   
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Dyskusja:  modelowanie struktury a otrzymane własności materiału 
 
dane materiałowe: 

Es 10 GPa νs 0.3  Rs  100 MPa 
 
 
Przykład 1 Struktura średniosmukła     dane geometryczne:    
       

L 3,00  mm h 2,72  mm t 0,15  mm γ 70 ˚ ρ 0.06823 
 
Przykład 2 Struktura średniosmukła     dane geometryczne:    
      

L 3,00  mm h 5,66  mm t 0,15 mm γ 45 ˚ ρ 0.05826 
 
Przykład 3 Struktura bardzo smukła     dane geometryczne:    
      

L 6,00  mm h 11,30  mm t 0,15 mm γ 45 ˚ ρ 0.02913 
 
Przykład 4 Struktura bardzo krępa      dane geometryczne:    
       

L 1.5  mm h 3.75  mm t 0,15 mm γ 70 ˚ ρ 0.1142 



MODUŁ YOUNGA  

 
1 średniosmukła γ =70˚      2 średniosmukła γ =45˚ 
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3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚  
 

E [MPa]         E [MPa] 
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WSPÓŁCZYNNIK POISSONA  ν12 
 
1 średniosmukła γ =70˚      2 średniosmukła γ =45˚ 
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3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚  

0 90 180 270 360

1.66

1.08

0.51

0.0718

  

0 90 180 270 360

3.49

2.62

1.75

0.87

0

9
 

kierunek rozciągania β        kierunek rozciągania β 



TEST ROZCIĄGANIA –GRANICZNE NAPRĘŻENiE  σy [MPa] 
 
1 średniosmukła γ =70˚      2 średniosmukła γ =45˚ 
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3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚ 
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DEFORMACJA odkształcenie gr
xε    

 
1 średniosmukła γ =70˚      2 średniosmukła γ =45˚ 
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3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚ 
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DEFORMACJA  odkształcenie gr
yε  

   
1 średniosmukła γ =70˚      2 średniosmukła γ =45˚ 
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3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚ 
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DEFORMACJA  odkształcenie gr
xyγ  [ ˚] 

1 średniosmukła γ =70˚      2 średniosmukła γ =45˚ 
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kierunek rozciągania β         kierunek rozciągania β 

 
3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚ 
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UOGÓLNIONY MODUŁ ŚCIŚLIWOŚCI K [MPa] 
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3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚ 
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MODUŁ ŚCINANIA G [MPa] 
 
1 średniosmukła γ =70˚      2 średniosmukła γ =45˚ 
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3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚ 
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WSPÓŁCZYNNIK G/K  
 
1 średniosmukła γ =70˚      2 średniosmukła γ =45˚ 
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3  bardzo smukła γ =45˚      4 krępa γ =70˚ 
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Wnioski z modelowania: 
 
 
1. prawie niezaleznie od smuklosci E1=E2 dla kata alfa okolo 50 stopni, co może mieć znaczenie dla  
zadan bez wyróżnionego dominujacego kierunku obciążenia, 
 
2. prawie niezależnie od smukłosci v12= v21 dla kata alfa okolo 50 stopni,  
 
3. jesli dominuje obciążenie pionowe to kokardki należy ustawić w pionie jesli maja alfa 60, 70, 60 stopni 
bo wtedy E2 jest wieksze od E1, jesli alfa 45, 30 ,20 to kokardki mają leżeć w poziomie bo E1 jest 
wieksze,  
 
3. alfa duże 80, 70 stopni wydobywa dużą wartość v12 ale to jest ostry pik na wykresie dla struktur 
smukłych który łagodnieje dla struktur krepych, 
 
4. 50 stopni z wniosku 1 jest jeszcze może korzystne dla zadań kontaktowych, bo dopuszcza coraz 
wieksza deformowalnosc kątowa materiału co jest odpowiedzią materiału na pojawiające się napreżenia 
styczne,  
 
5. struktury krepe sa korzyste ze wzgledu na wieksza nośność, ale też   ze wzgledu na to że 
współczynnik Poissona jest zawsze ujemny (zależnie od proporcji L/h dla katow alfa 80,70,60 dla 
najkrepszych, alfa 80 dla krepych,   zadnych alfa dla smuklych, ważna jest bardzo proporcja L/h !!!).To 



jest ważne w złożonym stanie napreżeń, bo dodatni współczynnik zabiera korzyści, które osiągamy 
dzieki ujemnemu, 
 
6. krepe struktury sa mniej wrażliwe na kierunek ścinania, 
 
7. dla alfa 60 stopni i mniej najlepiej ścinać materiał bocznym ciśnieniem na kostkę położoną na 
poziomym sztywnym podlożu, 
 
8. dla alfa 80 stopni kokardki trzeba ustawic w materiale obrocone o 45 stopni aby ścinanie z punktu 7 
bylo najkorzystniejsze, 
 
9. smukłość ma wpływ na maxymalne epsx i epsy (odkształcenia liniowe) i kat alfa ma wtedy niewielki 
wpływ na wartości odkształceń liniowych, 
 
10. na odkszałcalnosc kątowa ma wpływ smukłość i kąt alfa smukłlość większa i alfa mniejsze to wtedy 
max epsxy rosnie), 
 
11. G/K korzystne dla struktur krepych. 
 
 
 
 
 



Wnioski: 
 
• zbudowano model efektywny dla materiałów komórkowych 

o komórkach otwartych i złożonym szkielecie komórki 
reprezentatywnej (wielokrotne wewnętrzne węzły, brak 
symetrii geometrycznej) 

 
• poprawność oszacowania zakresu sprężystego powinna być 

zweryfikowana odpowiednimi obliczeniami numerycznymi 
 
• model powinien być rozszerzony poza zakres liniowo 

sprężysty  
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