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1. WSTEP

Materiaty komoérkowe to grupa nowoczesnych materiatdw o wlasnosciach innych niz wlasnosci
materialu tworzacego szkielet wewngtrzny. Wiasnosci te mozna modelowac przez odpowiedni dobor
parametrow geometrycznych struktury oraz parametréw charakteryzujacych materiat szkieletu. W tej
grupie mozna wyrdzni¢ materialy o ujemnym wspélczynniku Poissona tzw. ‘auxetic materials’.
Charakteryzuja si¢ one rozszerzalnoscia w kierunku prostopadtym do zadanego kierunku rozciagania.
Efekt taki rozny dla réznych kierunkéw rozciagania wzgledem uktadu struktury wewnetrznej mozna
uzyskac ksztaltujac Sciany szkieletu w postaci wielokatow wklestych. Prowadzi to do uzyskania
materiatu anizotropowego, ktérego wtasnosci mechaniczne w zakresie sprezystym opisywane sa przez
tensor sztywnos$ci. Ujemny wspotczynnik Poissona to jedna z wlasnos$ci tych materiatow. Do innych
zaliczamy duza podatno$¢ na odksztalcenie objgtosciowe w poréwnaniu z podatnoscia na
odksztalcenia postaciowe, stad spotykana nazwa ‘materialy dylatacyjne’. Ponadto te materiaty
komoérkowe charakteryzuja si¢ wigksza deformowalno$cia w zakresie sprezystym i znacznie mniejsza
sztywnoscia niz materialty komorkowe o tej samej gestosci wzglednej lecz topologii szkieletu
tworzacej wielokaty wypukte. Z tych cech mechanicznych wynikaja mozliwosci zastosowania.
Wytwarzaniem materiatow komorkowych, w tym réwniez tych o ujemnym wspotczynniku Poissona
jak i doswiadczalnymi badaniami zajmuje si¢ zespol Lakesa [7]. Towarzysza temu liczne prace
teoretyczne powstajace od lat 80-tych ubieglego stulecia dotyczace pracy struktury wewngtrznej
materialu. Najwczesniejsze prace Gibson i Ashby’ego [1] zawieraja dla materialow komorkowych o
ujemnym wspolczynniku Poissona do$¢ zgrubny model, dla ktorego cechy mechaniczne sa
przyblizone i znacznie odbiegaja od wynikow eksperymentalnych [11]. Powstaly nowsze prace
dotyczace modelowania [9,10], oraz oparte na teorii osrodka Cosseratow [11], ktorych opis jest
zgodny z wynikami doswiadczalnymi. Do najczgsciej stosowanych metod obliczeniowych
stosowanych do osrodkéw niejednorodnych w tym i materiatdw komorkowych zalicza si¢ metode
homogenizacji. Opracowania te, mimo iz stanowia wyczerpujace podstawy teoretyczne i obliczeniowe
czgsto gubia bezposrednia mozliwo$¢ wskazania parametrow struktury wewngtrznej i materialu
konstruujacego szkielet, tak aby otrzymac materiat o z goéry zadanych wlasnosciach.

Niniejszy artykut jest kontynuacja serii opracowan dotyczacych modelowania mikromechanicznego
w materiatach komorkowych [3,4,5,6]. Jedna z istotnych zalet opisywanego podejscia jest wskazanie
zaleznosci wiasnos$ci ekwiwalentnego continuum jakim jest material komoérkowy na poziomie
makroskopowym od topologii struktury wewngetrznej. Ponadto rownoczesne przeprowadzenie analizy
stanu naprezen i1 odksztalcen w dwoch skalach: continuum zastepczego i elementow strukturalnych
szkieletu umozliwia okreslenie granicznych naprezen i odksztatcen sprezystych metoda stanow
granicznych w szkielecie [5,6]. Zastosowanie kryterium energetycznego sformulowanego dla ciat
anizotropowych pozwala sformutowac hipoteze wytezenia dla materialu komoérkowego. Nalezy
podkresli¢, ze wszystkie cechy mechaniczne dotyczace continuum sa wyprowadzane ‘ab initio’ tzn. z
pierwszych zasad dotyczacych oddziatywan w strukturze wewngtrznej materiatu. Dla materialow



komorkowych o ujemnym wspotczynniku Poissona macierz sztywnosci otrzymano przez usrednianie
potencjatu sprezystego [3], a hipoteze wytezeniowa przez rozdzial energii sprezystej na stany wlasne
tensora sztywnosci. Ponadto przeprowadzono analize rozktadu wybranych modutéw sztywnosci w
zaleznosci od parametréw mikrostruktury.

Celem niniejszej pracy jest zastosowanie wynikow wczesniejszych prac we wskazanych dwoch
skalach majaca na celu pokazanie pracy materiatu i opis jego wytezenia w ztozonych stanach naprezen
1 porownanie z innymi materiatami. Dla inzynierskich zastosowan niezwykle wazna jest odpowiedz,
czy dla zadanej klasy zagadnien brzegowych ma zastosowanie zasada de Saint Venanta. Niniejsza
praca ma na celu zbadanie rozktadu ggstosci energii sprezystej i analiz¢ pola przemieszczen dla dwoch
typowych przypadkéw obciazenia samozrownowazonego przylozonego na brzegu anizotropowej
polptaszczyzny.

2. ZASADA DE SAINT VENANTA

Zasada Saint Venanta pozwala zastepowac¢ uklad rzeczywistych obciazen statycznie rOwnowaznym
uktadem obciazen , takim dla ktérego znane jest rozwiazanie problemu brzegowego statyki. W
szczegolnosci, gdy mamy do czynienia ze samozréwnowazonym uktadem sil, powstale pole naprezen
i odksztalcen nie powinno propagowac¢ si¢ daleko od strefy przylozenia obcigzenia. Znane w
literaturze rozwiazania dla pewnych zagadnien brzegowych wskazuja na duzy spadek gestosci energii
wraz z oddalaniem si¢ od obciazonego brzegu i dla takich przyjmuje si¢ stosowalno$¢ zasady Saint
Venanta. Nawet dla typowych cial izotropowych mozna poda¢ takie zagadnienia, gdzie zasada ta si¢
nie stosuje (np. prety cienkoscienne). Dla cial anizotropowych znane sa przypadki probleméow
brzegowych, gdzie o stosowalnosci zasady decyduje material. Przyktadem sa kompozyty dla ktérych
zasada de Saint Venanta nie stosuje si¢ [14,16]. W ciatach anizotropowych obserwuje si¢ ponadto
wplyw wilasnosci anizotropowych na pola przemieszczen i naprezen a tym samym na rozklad energii
sprezystej [13]. Dla materiatow charakteryzujacych si¢ silng anizotropia miedzy innymi przejawiajaca
si¢ w znacznym zroznicowaniu wartosci modutu Younga na wybranych kierunkach zmienno$¢ pola
odksztatcen i naprezen moze okazac si¢ niewystarczajaca do wnioskowania na temat stosowalnosci
zasady. Jedyna poprawna miara moze by¢ wtedy gesto$¢ energii i jej rozktad. Pokazane ponizej
przyktady maja na celu wskazanie tych rozkladow dla komorkowych materiatow o ujemnym
wspotczynniku Poissona (charakteryzujacych sig silng aniazotropia) . Z rozkladéw energii mozna
wywnioskowa¢ czy zasada de Saint Venanta stosuje si¢ do materialow komorkowych powyzszego

typu.

3. MODEL MIKROMECHANICZNY MATERIALOW KOMORKOWYCH O UJEMNYM
WSPOLCZYNNIKU POISSONA

Do rozwazan przyjeto materiat komorkowy o szkielecie modelowanym przez ptaska strukture
belkowa potaczona w sztywnych weztach, tworzaca uktad wielokatéw wklegstych rys.1a. Analiza moze
si¢ rowniez odnosi¢ do struktury przestrzennej (o $cianach komoérkowych w powyzszym uktadzie)
pracujacej w plaskich stanach. Modelowanie mikromechaniczne [2] opiera si¢ na analizie
reprezentatywnej komorki, na podstawie ktorej wyprowadzone sa wszystkie wlasnosci continuum
materialnego dla rozwazanego materialu komérkowego. Dla podanej struktury komoérka ta wraz ze
schematem statycznym stuzacym do obliczania sit w szkielecie jest pokazana na rys.1b.i 1c.
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Rys. 1. a. struktura materialu komorkowego, b. komodrka reprezentatywna, c.schemat statyczny
szkieletu belkowego




Komorke reprezentatywna opisuja: geometryczne parametry mikrostruktury: /, . -dtugosci elementow
belkowych dla i=1,2,3, t -szeroko$¢ przekroju belek, y-kat (rys.2.),: matena%owe parametry
mikrostruktury: E - modul Younga, v, - wspolczynnik Poissona, R,- granica plastycznosci dla

materiatlu szkieletu.

Modelem mechanicznym struktury szkieletu materialu komorkowego jest belka Timoshenki. Dla
materiatlow o malej gestosci wzglednej, charakteryzujacych si¢ duza smukloscia elementow
strukturalnych wystarczajace jest modelowanie za pomoca belki Bernoulliego-Eulera. Dzigki
zastosowaniu modelu belkowego dla dowolnej deformacji w zakresie liniowo sprgzystym komorki
reprezentatywnej opisanej tensorem odksztalcen mozna wyznaczy¢ rozklad sit wewngtrznych w
belkach szkieletu. Rozwiazanie to uzyskano przez zastosowanie MES-program ANSYSS.

Continuum zastgpcze definiuje si¢ poprzez poprzez ekwiwalentnos$¢ potencjatu sprezystego. Potencjat
zgromadzony w szkielecie belkowym wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:
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gdzie:
F,(&),F,(&),M, (&), i=1,2,3- funkcje sit przekrojowych (podtuznych, poprzecznych i momentu

mn

zginajacego)dla belek szkieletu

A, J -pole i moment bezwtadnosci przekroju belkowego
MU - energetyczny wspotczynnik $cinania (dla przekroju prostokatnego u#=1.2).

Gestos¢  energii  dla continuum zastgpczego odpowiada usrednieniu po objetosci  komorki
reprezentatywnej potencjatu sprezystego zgromadzonego w szkielecie belkowym:
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3.1. Macierz sztywnosci materiatu komorkowego

Powyzsza idea usredniania potencjalu sprgzystego stata si¢ podstawa konstruowania macierzy
sztywnosci ekwiwalentnego continuum. Szczegdtowy algorytm prowadzacy do jej numerycznego
otrzymania oraz analiza wlasno$ci sprezystych materiatu w zaleznosci od parametrow
mikrostrukturalnych zostalty przedstawione w pracy [3].

Dla podanej struktury skladowe macierzy sztywno$ci wyrazi¢ mozna przez sily przekrojowe w
strukturze nast¢pujacym wzorem [3]:

r .~
= _z in in + ,u ll +— : IF;‘I JF;r (3)
G A 3EJ

gdzie 'F ﬁ;T sity w szkielecie od odksztalcen jednostkowych ‘& w I-tym stanie. Stany

jednoosiowych rozciagnie¢ '¢,’¢, wywoluja symetryczne rozklady sil, stan czystego $cinania "¢
wywoluje antysymetryczny rozklad. Stad wyrazy macierzy sztywnosci S,;,S,; sa zerowe. Macierz

sztywnosci w opisie Kelvina dla ptaskiej struktury o rozwazanym typu symetrii ma posta¢ jak
przedstawiono ponize;j:

S= S12 Szz 0 (4)



Powyzej zastosowano opis Kelvina dla ktorego tensor sztywno$ci ma reprezentacj¢ macierzowa S, , a
stany odksztatcenia i naprgzenia reprezentuja wektory o sktadowych:

g =(8x,8y,\/§8xy) = ( 'e, %¢, 36‘), 6= (ax,ay,\/iaxy) = ( ‘o, %o, 30) . (5)
Dla podanej macierzy wyznacza si¢ moduly Kelvina A - ktore sa warto§ciami wlasnymi macierzy

sztywno$ci oraz stany wiasne wyrazone przez odksztalcenia “ € . a=LILIIL.
Macierz sztywnoS$ci jestrowniez podstawa do otrzymania modulow sprezystych, w szczegdlnosci
modutu Younga E(n) w na zadanym kierunku n i wspotezynnika Poissona v(n,m) jak zdefinio-
wano ponizej:
1 —v(n,m)
E(n) E(n)

gdzie: C macierz podatnosci C=S"", n, m kierunki prostopadte.
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3.2. Naprezenia w dwoch skalach

Rozktad sit w strukturze wewngetrznej powoduje powstanie pola naprezen obserwowalnych w
dwoch skalach. Rownanie konstytutywne dla continuum efektywnego zapisane jest relacja:
c=S:¢g . @)

W szkielecie belkowym zgodnie z teoria belek powstaja naprezenia 6¢° . Warunek graniczny liniowej
sprezystosci dla elementow szkieletu dla dowolnego stanu odksztatcen continuum, a w szczegdlnosSci
dla stanu wtasnego o zapisany jest ponizej:
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gdzie k, jest skalarnym mnoznikiem stanu jednostkowego.

Odpowiada to zastosowaniu energetycznego kryterium Hubera Misesa Henckiego dla najbardziej
wytezonego punktu materiatu szkieletu, ktory znajduje si¢ we widknach skrajnych przywezlowego
przekroju jednej z belek szkieletu komorki reprezentatywne;.

Numeryczne wyznaczenie tego mnoznika prowadzi do okreslenia granicznych odksztalcen i
naprezen continuum w kolejnych stanach wtasnych: “e¥ =k “g , ‘o =4,"¢" o=LILII..
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3.3 Kryterium energetyczne

Jako hipoteze wytezeniowa dla materialu komoérkowego jako ciata anizotropowego przyjeto
energetyczne kryterium zaproponowanowane przez Rychlewskiego dla dowolnych ciat
anizotropowych w postaci energii wazonych zgromadzonych w stanach wtasnych tensora sztywno$ci:

111 uq)
> —L=1 9)
— o q)gEr
Energie krytyczne bedace wagami wyznacza si¢ ze wzoru:
O :%/Ia k2 “& (10)

To podejscie zastosowano dla pian izotropowych [5] , materiatéw o rdéznych regularnych strukturach
przestrzennych [6] oraz dla powyzszej struktury w pracy [3].
Dla dowolnego stanu sprezystego mozna wprowadzi¢ energetyczny wspotczynnik, ktory jest tu obrana
miara wyt¢zenia materiatu :
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Nalezy zaznaczy¢, ze podana analiza zagadnienia ptaskiego dotyczy¢ moze zadania w plaskim stanie
naprezen lub zadania w plaskim stanie odksztalcen. Obydwa te stany daja zerowanie si¢ energii od
sktadowych tensora naprezen i odksztalcen spoza ptaszczyzny.

Q= (11)



4. PRZYKLADY

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla dwoch typow obciazenia brzegu anizotropowej
poiptaszczyzny , ktore przedstawione sa na rysunku 2.
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a) samozrownowazony uktad sit stycznych, b) samozrownowazony uktad sit normalnych.

Rys.2. Obciazenie brzegu sprezystej anizotropowej potptaszczyzny

Wartosci sit P dobrano do kazdego przypadku materiatu i typu obciazenia, tak aby wytezenie
maksymalne bylo granicznym (¢=1). Na mapach wytezenia obserwowany jest obszar kwadratowy o
wymiarach: 2m*2m. Przyjeto warto§¢ parametru opisujacego rozstaw sit: d =0.2 m.

Rozwazane sa materiaty komorkowe przedstawione na rysunku 2.

Rys.2. Wybrane materialy komoérkowe: material o ujemnym wspotczynniku Poissona A) uklad
poziomy struktury, B) uktad pionowy struktury, C) materiat izotropowy o strukturze plastra miodu .

Przyjgto materiatu szkieletu o nastgpujacych parametrach: £, =10 GPa, v, =0.3 , R, =100 MPa .

Dane geometryczne poszczeg6lnych mikrostruktur podano w Tablicy 1. Parametry te dobrano w taki
sposob, aby otrzymanac materiaty komorkowe o tej samej ggstosci wzgledne;.

Tablica 1.
Typ struktury Parametry geometryczne szkieletu
[mm]
A), B) l,=136, 1, ,=15, 1 ,=15 ,¢=0.15 y=70°
O l,,=075,1,,=075,1,,=0.75 ,t=0.15

Dla materiatéw o zadanych mikrostrukturach otrzymano nastgpujace macierze sztywnosci:

91.9865 -19.7743 0 43792 -19.7743 0
S, =|-19.7743  4.3792 0 Sy =[-19.7743  91.9865 0
0 0 0.1988 0 0 0.1988



294.248 283.102 0
Sc = 283.102 294.248 0
0 0 11.146

Na rysunku 3. pokazano rozklady kierunkowe modulu Younga i wspolczynnika Poissona dla
materiatow A) i B).
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Rys.3. Wykres zaleznosci modulu Younga i wspotczynnika Poissona w zaleznosci od kierunku
rozciagania wzglgdem ukladu lokalnego struktury materiatu komérkowego.

Dla struktury C) state wartosci modutu Younga i wspotczynnika Poissona dla podanych parametrow
mikrostruktury wynosza: E. =21.869 MPa, v.=0.962 .

Nalezy podkresli¢, iz struktury A) i B) charakteryzuja si¢ bardzo mata sztywno$cia, stad nosnos¢ w
zakresie spr¢zystym jest duzo mniejsza w poréwnaniu z no$noscia materialdow o innych strukturach
wewngtrznych.

Wyniki obliczen numerycznych wykonanych przy pomocy programu MES (ANSYS) przedstawiono
W postaci map wytezenia materiatu oraz wykresow przemieszczen radialnych punktow na osi symetrii
Y. Wartosci sit P wywolujacych w materialach maksymalne wytgzenie w zakresie spr¢zystym oraz
warto$ci maksymalnych przemieszczen w materiale podano w tablicach 2 pod mapami wytezenia.

Zadanie a. uktad sit poziomych

Rys.4. Graficzny obraz wytezenia w materiale

Tablica. 2a.
Typ struktury P [kN] Vinax [M]
A) 0.57 v(0)=1.712*%10"
B) 0.2 v(0)=5.515*10"*
0) 8.9 v(0.2)=2.219*10"*
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Rys.5. Wykresy przemieszczen radialnych punktow na osi symetrii Y

Zadanie b. uktad sit pionowych

A) B) )
Rys.6. Graficzny obraz wyt¢zenia w materiale
Tablica 2b.
Typ struktury | P [kN] V. [m]
A) 0.084 v(0) = —5.220%107"
B) 0.24 v(0) =—4.241%107"
0) 5.0 v(0) =—-1.723*107°
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Rys.7. Wykresy przemieszczen radialnych punktéw na osi symetrii Y

Analiza map wytgzenia przedstawionych na rysunku 4 wskazuje na szybki spadek gestosci energii w
obserwowanym obszarze (¢, =1, ¢, tzedu 1*107'"). Wolniejszy spadek energii obserwuje si¢ w
kierunkach o wiekszym module Younga. Efekt wolniejszego spadku w tych kierunkach jest takze
widoczny na radialnym polu przemieszczen.



5. WNIOSKI

Samozréownowazony uktad sit dzialajacy w matym obszarze anizotropowego komoérkowego ciata
sprezystego powoduje powstanie takiego pola naprezen i odksztalcen, ze gesto$¢ energii sprezystej
gwaltownie spada z odlegloscia od obciazonego obszaru, stad wniosek o dobrej stosowalnosci zasady
de Saint Venanta dla cial komérkowych. Dla materiatow o ujemnym wspotczynniku Poissona jako
wynik silnej anizotropii nast¢puje wydluzenie obszarow o wigkszym wytezeniu w kierunkach
wigkszej sztywnosci. Rodzaj anizotropii rzutuje na ztozono$¢ konturu tego obszaru.

Powyzsze wnioski sg istotne dla numerycznego modelowania zadan z udziatem anizotropowych ciat
komorkowych.
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Abstract

The paper presents application of material effort theory formulated for anisotropic cellular material
with negative Poisson’s ratio. Energy considerations are carried out in two scales: material skeleton
and effective continuum. Distribution of energy density is presented on examples testing applicability
of Saint Venant principle to auxetic cellular materials.



