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CEL PRACY

Celem pracy jest zastosowanie energetycznego kryterium J. Rychlewskiego [1984,
1985], stuzacego do okreslenia sprezystych stanow granicznych, do oceny wytezenia
w anizotropowych cienkich warstwach (na przyktadzie metali amorficznych oraz
kartonu).

Wspolng cechg wymienionych materiatow sg rozne wtasnosci wytrzymatosciowe,
tzw. efekt roznicy wytrzymatosci, a w konsekwencji asymetria zakresu sprezystego,
w zaleznosci od sposobu obcigzenia wywotujgcego dany stan naprezenia w ciele.
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ANALIZA WARUNKOW WYTEZENIA DLA CIENKICH WARSTW

Ogodlne twierdzenie Rychlewskiego
Dla materiatu deformujgcego sie w zakresie sprezystym J. Rychlewski [1984],

sformutowat | udowodnit twierdzenie, nazywane o0golnym twierdzeniem
Rychlewskiego:

c-H-o :hil ¢(61)+...+i ¢(o,.)<I

gdzie:
¢(0,)+¢(0,)+..+¢(c,.)=¢(0)
1 1
p(c,) =3 6, C-o, =3 G, 6,, (bezsumowania)
h . - wagi energii sprezystej nazywane modutami Rychlewskiego
K. Kowalczyk, J. Ostrowska-Maciejewska, R. B. Pecherski [2003].
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Energetyczne kryterium Rychlewskiego dla ptaskich stanéw
Twierdzenie dotyczace energetycznej interpretacji warunku granicznego jest
sformutowane dla dowolnych tensorow S, C i H. Daje to mozliwos¢ rozpatrywania
roznych typow symetrii materiatu w stanie sprezystym i w stanie granicznym.

W stanie sprezystym osiami symetrii sg kierunki e, i e, na ptaszczyznie fizycznej,
za$ w stanie granicznym osiami symetrii sg kierunki h, i h, obrécone wzgledem e, i
e,okatp: h,=cospe +smpe, h,=—sinpe, +cospe,.

h, h,
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Rozktady spektralne tensorow C”i H” majg postac:

1 1

C'=—0,%0,+—0,%0,+— 0, Qn,,
I 2 As
, 1 | |
H =—n,0n,+—n,9M,+—5 1, ®n,,
X X 3

gdzie ®, i n, sq stanami wiasnymi tensoréow C”i H”.
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W zakresie sprezystym osie symetrii materiatu pokrywajg sie z kierunkami e, i e,,

baze w przestrzeni naprezen &

1
a, :ﬁ(el Xe,+e,De)).

stanowig diady a, =e e,

&

a,=e,®e,
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W stanie granicznym osiami symetrii materiatu sg osie h, i h, na pfaszczyznie
fizycznej 5,, w przestrzeni & baze bedg stanowity diady b, =h, ®h,, b, =h, ®h,,

|
b3 :ﬁ(hl®h2+h2®hl)'
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Ostatecznie rozktad stanéw wtasnych tensora H?” w bazie stanéw witasnych C”ma
postac (J. Ostrowska-Maciejewska, R. B. Pecherski [2006]):

1, =([cos(8 ~ p) —sin(6 ") sin(p 7 (1-cos 2p)]e, +
+[sin(5 — p) —sin(S - %) cos(p - %) (I-cos2¢)]m, +
[sin(S — g) sin2¢ o, ],
1, = [sin(S — p) - cos(5 - %) sin(p — %) (1-cos2p)]®, +
+eos(p ) ~cos(8 ) cos(p =) (1-cos 2p)] o, +
—[cos(o — g) sn2¢ o, ],

. . T T
N, =sin2¢ [sm(p—z)(o, +cos(p—z)(o,,]+cos2g0 () Jy

gdzie p, 6 dystrybutory sztywnosci tensora C” | H”.
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SCHEMAT POSTEPOWANIA PRZY WYZNACZANIU ASYMETRYCZNEGO
ENERGETYCZNEGO WARUNKU WYTEZENIA

ldea specyfikacji polega na wykorzystaniu badan doswiadczalnych uzyskanych z
testbw w jednoosiowych stanach naprezenia. W celu wyznaczenia asymetrycznej
powierzchni granicznej dla tej samej symetrii materiatu w stanie sprezystym i w stanie
granicznym (tensor podatnosci C (lub sztywnosci S) jest réwnolegty do tensora
granicznego H), nalezy przeprowadzi¢ nastepujgce postepowanie.
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1.Wyznaczy¢ tensor podatnosci C (lub sztywnosci S).

2.Wyznaczy¢ wartosci wiasne (A ) i osie wiasne (®) tensora
podatnosci C (lub sztywnosci S).

3.Wyznaczy¢ macierz transformaciji z uktadu osi gtbwnych (osi w
ktorych zostat wykonany eksperyment) do uktadu osi wilasnych tensora
podatnosci C (lub sztywnosci S).

4. Transformowac wartosci naprezen z eksperymentu wyznaczone w

osiach gtéwnych (o' - naprezenie graniczne dla rozciggania wzgledem

gr,r

pierwszej osi, o~. . - naprezenie graniczne dla rozciggania wzgledem drugiej

ar,r

osi, o. - naprezenie graniczne dla $ciskania wzgledem pierwszej osi, o-. -

ar,s ar,s

naprezenie graniczne dla sciskania wzgledem drugiej osi) do uktadu osi

I . . . . . .
wilasnych (o, . - naprezenie graniczne w | stanie wtasnym dla rozciggania,
11

o - naprezenie graniczne w Il stanie wtasnym dla rozciagania, o’ . -

r,r 7,
2

. . . . 7 s . I . .
naprezenie graniczne w | stanie wtasnym dla sciskania, o, - naprezenie
graniczne w |l stanie wkasnym dla sciskania).
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5.Podstawi¢ wartosci graniczne o, ,, 0,, ., 0., O, , do kryterium

J. Rychlewskiego w kolejnych ¢wiartkach uktadu osi wtasnych
(o;) (o))
—~+ —~ <1 w Cwiartce pierwszej,
®(s,,) ®(ch,)
(o)) = (o))
—+ —~ <1 w Cwiartce drugiej,
®(sl,,) ®(ch,)
(o)) = @(o!)
— —= <1 w ¢wiartce trzeciej,
®(sl,,) ®(ch,)
(o;) = @(o)
—+ — <1 w ¢wiartce czwartej,
®(s,,) ®(ch,)
gdzie
6=0, +6, rozktad tensora naprezenia na stany wiasne,
®(o,1) graniczna warto$é gestosci energii sprezystej w

kolejnym stanie wtasnym.
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SPECYFIKACJA ASYMETRYCZNEGO WARUNKU |
ENERGETYCZNEGO DLA AMORFICZNEGO METALU

Specyfikacja asymetrycznego warunku energetycznego zostata wykonana w oparciu
0 obliczenia atomowe podane w pracach: C. A. Schuh, A. C Lund [2003], A. C. Lund,

C. A. Schuh [2005], kryterium Coulomba-Mohra:

4 2609 atoms
& 2781 atoms

11— Compression &

Tension

- L ¥ Equation (1),c = 0.123

3 ] ] ] ]
-3 -2 -1 0 1 2
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Ptaskg macierz sztywnosci oraz odpowiadajgce jej wartosci wiasne i stany wiasne
przedstawiajg nastepujgce zaleznosci:

(539800 159800 0 £699500] C0.707  0.707 0]
S=]159800 539800 0 MPa, ) =|380000 |MPa> ®=|-0.707 0.707 0|
0 0 380000 380000 | 0 0 1

Z zaleznosci tych wynika, ze materiat jest izotropowy, poniewaz w stanie sprezystym
mamy dwa moduty Kelvina (A1), brak dystrybutoréw (o) oraz brak katéow Eulera.

Wartosci naprezen gtownych z eksperymentu w uktadzie osi gtownych wynosza;
{3000 0 1 0

na rozcigganie: T, = MPa, o= ;
’ 0 3000

_ , —-3600 0
na Sciskanie: T_, =
> 0 —-3600

TS
MPa, ® = .

Nastepnie wyznaczono wartosci naprezen granicznych, ktore uzyskano po
transformacji z uktadu osi gtownych do uktadu osi wtasnych w kolejnych stanach

wtasnych wedtug nastepujgcej analizy:
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| stan wiasny — rozcigganie

Dokonujgc transformaciji naprezen granicznych z ukfadu osi gtdwnych do uktadu osi

wtasnych

0 0

[2999 2999 2 (O)]MPa-

[ 0.707 0.707 O]
—-0.707 0.707 0|

3000
0
0

0 O]
3000 O
0 O

MPa -

 0.707  0.707
—0.707 0.707
0 0

a nastepnie projek_cji_ stanu na_preze_nia na | stan wtasny
0.707>

0.707-0.707
0

0.707-0.707
0.707*
0

a7

0
0

(2999

0
0

0 O]
2999 0
0O O

otrzymujemy naprezenie graniczne w | stanie wikasnym dla rozciggania:

J(2998)° +(2998)’ +(0)’ MPa, o, = (+)4240MPa,

gdzie: (+) oznacza rozcigganie.

MPa

=[2998 2998 0]MPa,
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| stan wlasny — sciskanie

Dokonujgc transformacji naprezen granicznych z uktfadu osi gtbwnych do uktadu osi

wtasnych
[ 0.707 0.707 0] [-3600 0 0] C0.707  0.707 0] [=3599 0 0]

-0.707 0.707 0| O -3600 0 |MPa-|-0.707 0.707 0| =| O -3599 0 |MPa,
0 0 1]| 0 0 0 0 o 1] [ 0 0 0
a nastepnie projekcji stanu naprezenia na | stan wiasny
[ 0.707>  0.707-0.707 0

[—3599 3599 ﬁ(O)}MPa- 0.707-0.707  0.707> 0
0 0 0

otrzymujemy naprezenie graniczne w | stanie wtasnym dla Sciskania:

=[-3598 -3598 0|MPa,

o =\(-3598) +(~3598) +(0) MPa, o’ =(-)5088MPa,

ar,s

gdzie: (-) oznacza Sciskanie.
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I, lll stan witasny (podwojny) — rozciaganie
. . _[30004Pa —3600MPa

Naprezenie styczne wyrazone jest relacjq: > =3300MPa.
Po dokonaniu projekgcji stanu naprezenia na stan wtasny

0 0 O

1
00 \/5(3300)]MPa3 0 0 0|=[0 0 2333]MPa,
0 0 1

otrzymujemy naprezenie graniczne w tym stanie wtasnym dla rozciggania:

o = J(0) +(0) +(2333) MPa, """ =(+)2333MPa.

gr,r
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I, lll stan wiasny (podwoéjny) — sciskanie
. . _ |-3600MPa —3000MPa
Naprezenie styczne wyrazone jest relacjq: > =3300MPa.
Po dokonaniu projekgcji stanu naprezenia na stan wtasny
0 0 O
1
00 \/5(3300)]MPa3 0 0 0|=[0 0 2333]MPa,
0 0 1

otrzymujemy naprezenie graniczne w tym stanie wtasnym dla sciskania:

o = J(0) +(0) +(2333)’ MPa, o™ =(-)2333MPa.

ar,s
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Asymetryczna powierzchnia graniczna wyznaczona dla obliczonych naprezen
granicznych w oparciu o energetyczne kryterium J. Rychlewskiego, zastosowana do
kazdej cwiartki uktadu osi wiasnych.

ﬁ:[.'lrﬂl:';:l]

rrrrr
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SPECYFIKACJA ASYMETRYCZNEGO WARUNKU |
ENERGETYCZNEGO DLA KARTONU

Specyfikacja warunku energetycznego dla materiatu cienkiej warstwy wykazujgcego
efekt roznicy wytrzymatosci zostata wykonana 2z wykorzystaniem danych
doswiadczalnych, ktore zostaty podane w pracach: J. C. Suhling et al. [1985],

M. W. Biegler, M. M. Mehrabadi [1995], Y. A. Arramon et al. [2000].
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Ptaska macierz sztywnosci oraz odpowiadajgce jej wartosci wiasne i stany wiasne
przedstawiajg nastepujace zaleznosci:

(4220 1700
S=|1700 7940

0
0

1700 |

MPa, A=

[ 8600

3560 |MPa,

11700

0932 0362 0]
—0.362 0932 0/.

Z zaleznosci tych wynika, ze materiat jest ortotropc_)wy w stanie sprézystym.
Charakteryzujg go trzy moduty Kelvina (4), jeden dystrybutor (p=21°), jeden kat

Eulera.

Wartosci naprgzen gtownych z eksperymentu w uktadzie osi gtownych wynosza;

na rozcigganie: T,

na Sciskanie: T_ :{

Ny

}MPa, Q)

| }MPa, W=

Nastepnie wyznaczono wartosci naprezen grani(_:znych, ktore uzyskano po
transformacji z uktadu osi gtownych do uktadu osi wtasnych w kolejnych stanach

wtasnych wedtug nastepujgcej analizy:
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| stan wiasny — rozcigganie

Dokonujgc transformacji naprezen granicznych z uktfadu osi gtbwnych do uktadu osi

wtasnych

0932 0362 0|[56 0 O] 0.932 0362 0] [52.661 -8.602 0]

—-0.362 0932 0| 0 30.5 0|MPa-|-0.362 0932 0| =|-8.602 33.869 O |MPa:
0 0 1/|0 0 0 0 o 1] [ o0 0 0]

a nastepnie projel;cj_i stanu napr_e_zenia_na | stan wiasny )
0.932° 0.932-0.362 0

52,661 33869 2(-8.602) |[MPa-|0.932:0362  0362°  0|=[57.181 22.194 0]MPa,
0 0 0

otrzymujemy naprezenie graniczne w | stanie wikasnym dla rozciggania:

o =\(57.181) +(22.194)’ +(0) MPa, o', = (+)61.337MPa.

g
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| stan wlasny — sciskanie

Dokonujgc transformaciji naprezen granicznych z ukfadu osi gtdwnych do uktadu osi

wtasnych

[ 0.932 0362 0|[-20 0 O] (0932 0362 0] [-19.083 2361 0]

-0.362 0932 0| 0 -13 O0|MPa-|-0362 0932 0| =| 2361 -13917 0|MPa’
0 O 1/l 0 0 0 0 0 1 0 0 0

a nastepnie projekcji stanu naprezenia na | stan wtasny
0.9327 0.932-0.362 0

[—19.083 -13.917 \/5(2.361):|MPCZ' 0.932-0.362 0.362° 0 :[—21.279 —-8.259 O]MPa,
0 0 0

otrzymujemy naprezenie graniczne w | stanie wtasnym dla sciskania:

ol =\(-21.279) +(~8.259) +(0) MPa, o' =(-)22.826MPa.

gr,s
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Il stan wlasny - rozcigganie

Dokonujgc transformacji naprezen granicznych z uktfadu osi gtbwnych do uktadu osi

wtasnych

0932 0362 0][-20 0 O] [ 0.932 0362 0] [-13.388 17.009 0]

-0.362 0932 0| 0 30.5 0|MPa- -0.362 0932 0| =| 17.009 23.888 0 |MPa’
0 0 1/ 0 0 0 0 0o 1| | 0 0 0

a nastepnie proje_kc_ji stanu napr_ézenia_na || stan w’fasny_ )
(-0.362) (-0.362)-0.932 0

[—13.388 23.888 ﬁ(17.009)]MPa- (~0.362)-0.932 0.932° 0|=[-9.811 25277 0]MPa,
0 0 0

otrzymujemy naprezenie graniczne w |l stanie witasnym dla rozciggania:

o =\(-9.811) +(25.277) +(0) MPa, o, = (+)27.114MPa.

gr,r
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Il stan wiasny - sciskanie

Dokonujgc transformacji naprezen granicznych z uktfadu osi gtbwnych do uktadu osi

wtasnych

[ 0.932 0362 0][56 0 O] 0932 0362 0] [46966 -23.275 0]

-0.362 0932 0|0 -13 0|MPa-|-0362 0932 0| =|-23275 -3.966 O0|MPa
0 0O 1|0 0 0 0 0 1 0 0 0

a nastepnie proje_kc_ji stanu naﬁrgzeni_a na Il stan w’fasﬁy

(-0.362)>  (=0.362)-0.932 0]
[46.966 ~3.966 JE(—23.275)]MPa- (—0.362)-0.932 0.9327 0[=[7.487 -19.289 0]MPa,
0 0 0|

otrzymujemy naprezenie graniczne w |l stanie wtasnym dla Sciskania:

o =\J(7.487) +(~19.289) +(0)’ MPa, o =(~)20.691MPa.

ar,s
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lll stan wlasny - rozcigganie

o o _ |56MPa—(-13MPa)
Naprezenie styczne wyrazone jest relacja: 5

Po dokonaniu projekcji stanu naprezenia na lll stan witasny

1

0 0
[o 0 \/5(34.5)]MPa-5 0 0

o
0(=[0 0 48.79]MPa,
1

0 0
otrzymujemy naprezenie graniczne w lll stanie wtasnym dla rozciggania:

o = (0 +(0) +(48.79) MPa, &, =(+)48.79MPa.

gr,r

=34.5MPa.
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lll stan witasny - sciskanie

—20MPa —30.5MPa

Naprezenie styczne wyrazone jest relacjq: > =25.25MPa.
Po dokonaniu projekcji stanu naprezenia na lll stan wiasny
0 0 O
1
00 ﬁ(zs.zs)]MPa-E 0 0 0(=[0 0 35.709]MPa,
0 0 1

otrzymujemy naprezenie graniczne w lll stanie wtasnym dla sciskania:

o™ = J(0Y +(0) +(35.709) MPa, &, =(-)35.709MPa.

ar,s
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Asymetryczna powierzchnia graniczna wyznaczona dla obliczonych naprezen
granicznych w oparciu o energetyczne kryterium J. Rychlewskiego, zastosowana do
kazdej cwiartki uktadu osi wiasnych.

®®® punkty z elsperymentu
— acymetryezna krzywa graniczng
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PODSUMOWANIE

Prezentowana analiza daje mozliwos¢ zastosowanie energetycznego kryterium J.
Rychlewskiego [1984, 1995] do oceny wytezenia materiatdow, ktdre cechuje roznica
wtasnosci wytrzymatosciowych, a zatem i zakresu sprezystego, w zaleznosci od
sposobu obcigzenia wywotujgcego dany stan naprezenia w ciele. Przedstawiona
interpretacja graficzna asymetrycznego warunku energetycznego w uktadzie osi
wtasnych (w przestrzeni standw wiasnych), wykazuje, ze w kazdej cwiartce tego
uktadu wyznaczona jest inna krzywa graniczna, odpowiadajgca wtasnosciom
materiatu okreslonym na drodze doswiadczenia w ukfadzie osi gtdéwnych (w
przestrzeni naprezen gtéwnych). Takie podejscie do analizy energetycznego
kryterium wytezenia J. Rychlewskiego pozwala na wykorzystanie jednoosiowych
testbw doswiadczalnych do okreslenia wytezenia materiatu oraz daje réwniez
podstawe do wyznaczenia modutdw Rychlewskiego %, _, a wiec tensora stanu

granicznego H.

Widoczne rozbieznosci miedzy wyznaczonymi teoretycznymi krzywymi granicznymi i
punktami doswiadczalnymi mozna bedzie prawdopodobnie zmniejszyC jezeli
zastosujemy ogolne twierdzenie Rychlewskiego, ktore dopuszcza rézne symetrie

tensora podatnosci C (sztywnosci S) oraz tensora wytezenia H.
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