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POROWNANIE ENERGETYCZNYCH KRYTERIOW WYTEZENIA DLA
SPRZEZONYCH I ROZEACZNYCH SPREZYSTYCH STANOW
WEASNYCH NA PRZYKEADZIE WYBRANYCH MATERIAELOW
ANIZOTROPOWYCH

Wykorzystano wyniki badan dostepne w literaturze wraz z wtasnymi symulacjami numerycznymi
procesow deformacji roznych struktur komorkowych do poréwnania dwoch energetycznych
kryteriow wytezenia. Zastosowano przy tym analityczne wyprowadzenia dla granicznych gestosci
energii sprezystej podane w [1]. Pierwsze z kryteriow zaproponowane przez J. Rychlewskiego [2,
3] zwiqzane jest ze sprzezonymi sprezystymi stanami wlasnymi. Drugie natomiast podane w pracy
[4] sformutowano dla roztacznych sprezystych stanow wiasnych. Przedstawiono graficzne
prezentacje powierzchni granicznych, ktore zostaty otrzymane dla roznych struktur komorkowych z
zastosowaniem obu kryteriow.

COMPARISON OF ENERGY-BASED CRITERIA OF MATERIAL EFFORT
FOR COUPLED AND DISJOINT ELASTIC EIGEN STATES ON THE
EXAMPLE OF CERTAIN ANISOTROPIC MATERIALS

The experimental results available in the literature and own numerical simulations of deformation
processes in cellular structures of different symmetry with use of the derivations of the limit energy
densities given in [1] are applied to compare two energy-based criteria of material effort. The first
one proposed by J. Rychlewski [2, 3] is related with the coupled elastic states. The second one
introduced in [4] is formulated for disjoint elastic states. The limit surfaces for different cellular
structures with the application of both criteria are presented.
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Wstep

Zaproponowane przez J. Rychlewskiego energetyczne kryterium stanu granicznego dla

sprzg¢zonych stanéw wilasnych dato podstawe do stworzenia teorii wyt¢zenia materiatow, ktére w
ogdlnosci wykazuja anizotropi¢ wlasno$ci mechanicznych [2, 3, 5, 6]. Niezaleznie sformutowano
kryterium dla roztacznych stanéw wiasnych [4]. W kryteriach energetycznych nalezy okresli¢
graniczne energie dla poszczegdlnych sprezystych stanéw wiasnych, ktérych w ogdlnosci moze
by¢, co najwyzej sze§¢. Te graniczne energie mozna wyznaczy¢ do§wiadczalnie lub obliczyc.
Propozycje obliczania granicznych energii podano w [7] i dyskutowano doktadniej w [8, 9].
Obliczenie granicznych energii dla modelu efektywnego, przy pomocy, ktérego mozna
przewidywac sprezyste zachowanie si¢ materialu na podstawie teoretycznego opisu jego struktury
doktadnie przedstawiono w pracach [1, 9-12].
Celem pracy jest porownanie energetycznych kryteridw wytgzenia dla sprzgzonych i roztacznych
stanbw wilasnych na przykladzie wybranych materialéw anizotropowych z wykorzystaniem
wynikéw badan doswiadczalnych i symulacji numerycznej deformacji struktur komérkowych.
Wyznaczone zostanag powierzchnie graniczne odpowiadajace energetycznemu kryterium J.
Rychlewskiego [2, 3] dla sprzgzonych stanéw witasnych, na przyktadzie struktur o powtarzajacym
si¢ elemencie: prostopadioscianu (rys. 1), ktéra w szczegélnym wypadku odpowiada elementowi
szeSciennemu oraz pryzmy o podstawie sze$ciokata foremnego (rys. 2), ktéra w szczegdlnym
wypadku odpowiada pryzmie o podstawie trdjkata rownobocznego. Podstawa analizy dla
przyjetych struktur komérkowych o powtarzajacym si¢ regularnym uktadzie pretow potaczonych w
sztywnym wezle jest praca [4] w ktérej wyznaczono powierzchni¢ graniczna dla szesciu
rozlacznych stanéw wiasnych materiatlu anizotropowego na przyktadzie tektury. Nasungto to
mozliwos¢ poréwnania powierzchni granicznych odpowiadajacych energetycznemu kryterium J.
Rychlewskiego [2, 3] dla sprzgzonych stanéw wilasnych oraz powierzchni odpowiadajacych
kryterium dla roztacznych stanéw wilasnych [4], na przykladzie struktur komérkowych o
powtarzajacym si¢ elemencie: prostopadtoscianu i pryzmy o podstawie sze$ciokata foremnego.
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Rys. 1 Komérka prostopadto$cienna

L3_ 4 H wymiary elementéw belkowych (szkieletu)

L1—2 ’
S,1-2 > S,3-4 > S,5_6 - sztywnosci elementéw belkowych na rozciaganie

Sr1-2 5 8S;3.4 5 S;5_6 - sztywnosci elementéw belkowych na zginanie
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Rys. 2 Komérka w postaci pryzmy o podstawie sze§ciokata foremnego

L,H - wymiary elementéw belkowych (szkieletu)

S, > S,m - sztywnosci elementéw belkowych na rozciaganie

S:1 » S;g - sztywnosci elementéw belkowych na zginanie

Kryteria energetyczne dla struktur komérkowych

J. Rychlewski, wprowadzajac koncepcje sprezystych stanow wlasnych, energetycznie
ortogonalnych oraz energetycznego iloczynu skalarnego [2, 3], udowodnil, Zze dla ciata liniowo-
sprezystego o dowolnej anizotropii energie¢ sprezysta mozna rozlozy¢ jednoznacznie, na co
najwyzej sze$¢ roztacznych czegsci. Kryterium J. Rychlewskiego bedace kryterium dla sprz¢zonych
stanéw wlasnych mozna zapisa¢ w postaci

P (o)) CI)(GP)
®lgr + + @ir

<1, p<é6 (1)

6 =6,+0,+..+6, - rozklad tensora napr¢zenia na p stanéw wlasnych
&7 - graniczna warto$¢ gestosci energii sprezystej w stanie wlasnym p

Natomiast sformulowane w pracy [4] kryterium dla roziacznych stanéw wiasnych
przedstawia zaleznos$¢

(0,) <’
' 2)
P(c,) <P p<6
6 =6,+0,+..+6, - rozklad tensora napr¢zenia na p stanéw wiasnych
@7 - graniczna warto$¢ gestosci energii sprezystej w stanie wlasnym p
Graniczng wartos¢ gestosci energii sprezystej @¢7 nalezy wyznaczy¢ eksperymentalnie lub tez, jak

zaproponowano w [7, 8], obliczy¢ z teoretycznego modelu uwzglgdniajacego strukturg materiatu.
Propozycje t¢ zastosowano w [9] w odniesieniu do pianek metalicznych oraz w pracach [1, 10] w
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odniesieniu do

materialdéw komorkowych. Przez stan graniczny dla materialéw komoérkowych,

rozumiemy osiggnigcie granicy liniowej sprezystosci.

Gestosci energii granicznych w kolejnych stanach wlasnych

Wartos$ci granicznych energii spr¢zystych otrzymujemy w wyniku realizacji wspomnianych
stanow wlasnych dla kolejnych struktur komoérkowych. Doktadny sposéb wyznaczenia tych
zaleznosci dla struktur o powtarzajacym si¢ elemencie: szeScianu, prostopadio$cianu, pryzmy o
podstawie tréjkata réwnobocznego i szeSciokata foremnego podano w pracach [1, 10]. Ponizej
przedstawione zostang koncowe zalezno$ci analityczne wyrazajace gestos¢ energii granicznych dla
wybranych elementarnych komorek.

- Komoérka prostopadtoscienna (rys. 1)
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gdzie; R, - granica plastyczno$ci elementu belkowego, L, ;, H - diugos¢
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elementu belkowego, h - maksymalna odlegtos¢ widkien gérnych lub
dolnych elementu belkowego, A - pole przekroju elementu belkowego, I -
moment bezwtadnosci elementu belkowego, /117 - warto$¢ wlasna tensora

sztywnosci nazywana modutem Kelvina.

- Komoérka w postaci pryzmy o podstawie sze$ciokata foremnego (rys. 2)
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Powierzchnie graniczne dla sprz¢zonych stanéw wlasnych [1]
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Rozktad gesto$ci energii w poszczegdlnych stanach wlasnych przy jednoosiowym
rozciaganiu wzdluz kierunku ,,n” przedstawiono w przestrzeni stanéw wtasnych dla ptaskiego
stanu naprezenia. Przyjeto material: stop Cu-1%Ni [13], E =117[GPal], G, =45[GPa],

R, =112[MPa]. Dtugos¢ elementéw belkowych dla struktury: L=10-srednica (= 200)[um].

W plaskim stanie napr¢zenia energia sprezysta kumuluje si¢ w trzech stanach wtasnych dla
ortotropowej symetrii materialu o elementarnej komoérce prostopadto$ciennej {stan I, II, VI} (rys.
3). W tym przypadku energetyczne kryterium przedstawia elipsoida bgdaca powierzchnia
graniczna, podobnie jest dla materiatu o elementarnej komoérce sze$ciennej. Kierunki prostych
zawartych wewnatrz elipsoidy odpowiadaja poszczegdlnym kierunkom zadanego napr¢zenia.
Warto$¢ naprezenia dla danego kierunku utozsamiana jest z dtugo$cia prostej dla danego kierunku.
Dla materiatu o elementarnej komérce w postaci pryzmy o podstawie szeSciokata foremnego w
ptaskim stanie naprezenia energia sprezysta kumuluje si¢ w dwéch stanach wtasnych {stan I, II1}
(rys. 4). W tym przypadku energetyczne kryterium przedstawia elipsa bedaca krzywa graniczna,
podobnie jest dla materialu o elementarnej komérce w postaci pryzmy o podstawie trojkata
rownobocznego. Warto$¢ naprezenia dla kazdego kierunku w ptaszczyznie podstawy jest tak sama i
utozsamiana jest z dlugo$cia proste;.

o, [MPa]

0013+

a
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h ' T mrr————

o, [MPa]

Rys. 3 Powierzchnia graniczna dla komorki prostopadioscienne;j

(L,_,=1000 um, L, ,=4000um, H =1000um ,d =120um)

a, [MPa]

& [MPu]

Rys. 4 Powierzchnia graniczna dla komdrki w postaci pryzmy o podstawie szesciokata foremnego

(L=2000um, H =2000um,d=8um)



Powierzchnia graniczna dla szeSciu rozlacznych stanow wlasnych materiatu anizotropowego

na przykladzie tektury [4]

Uwzgledniajac propozycje¢ podang w pracy [4]
24,00 =(c™), 24,0 =(a@) (5)

A A A A
{(04 )_O.<T))(O.< )—O'é))=0

P P P P
(O-( )—O';-))(O'( )_O-é))zo

gdzie:

(6)

.. . . A A
naprezenie rozciagajace o =0 A

napr¢zenie Sciskajace o (CA): o irﬁ; ,
A=1,..K -kolejny stan wlasny,

A, - warto$¢ wlasna tensora sztywnosci,

") - graniczna warto$¢ gestosci energii sprezystej w stanie wlasnym A,

(P) (P)
T

max

naprezenie gléwne rozciagajace o, =0

(P)

min *

naprezenie gléwne $ciskajace o '=0

P =1,2,3 - naprezenia gléwne, o’ =T,, o' =T,, c"" =T,

oraz przyjmujac dane do§wiadczalne dla tektury o symetrii tetragonalnej za praca [4]
E, =3510MPa, E,=3510MPa, E,=6930MPa,

V,; =0.15,

G,, =1700MPa, G,;=1700MPa G,, =1500MPa
tensor sztywnosci przyjmuje postac

Nl1=

4220 1520 1700 O 0
1520 4220 1700 O 0
1700 1700 7940 O 0

v,; =0.15, v, =0.3,

0
0
0

MPa
0

0 0 0 1700 O
0 0 0 0 1700 O
0 0 0 0 0 1500
dla k_térego warto$ci wlasne sa réwne _
9480
4200
2700
1700 | M
1700
1500
ktc’)r3;m odp;owiadaja‘ nastgpujace wektory wilasne
0.382 —0.594 0.707
0.382 —0.594 —-0.707
0.841 0.54 0 .
, N2= , N3= , N4, N5, N6 pominig¢to.
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Powierzchnie graniczne dla poszczegdlnych stanéw wlasnych opisuja zaleznosci
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(0.3827, +0.382T, +0.841T, —47.1)(0.3827, +0.3827T, +0.841T, +16.8) =0
(0.595T, +0.595T, —0.54T, —18.1)(0.595T, +0.595T, —0.54T, +30.3) =0 (7

(0.707T, —0.707T, —21.6)(0.707T, —0.707T, +9.19) = 0

Uwzgledniajac dane dos$wiadczalne otrzymujemy powierzchni¢ graniczng (rys. 8), powstala w
wyniku ztozenia powierzchni granicznych na podstawie kryteriow:

1.

T,[MPa]

Granicznych energii w sprz¢zonych stanach wlasnych (powierzchnia w
przestrzeni stanéw wlasnych) (rys. 5). Powierzchnia powstaje w wyniku
wyspecyfikowania energetycznego kryterium J. Rychlewskiego dla materiatu o
r6znej wytrzymatosci na rozciaganie i Sciskanie

Granicznych energii dla poszczegélnych stanéw wilasnych (powierzchnia w
przestrzeni stanéw witasnych) (rys. 6)

Granicznych naprgzen gtéwnych (powierzchnia w przestrzeni naprgzen
gtéwnych) (rys. 7)

T,, =36 MPa, 1, =18MPa, T, =305MPa, T, =13MPa, T, =56MPa,

T, =20 MPa

T,[MPa]
T, [MPa] 0 4

[ 40
~2

T,[MPa]

o

r~-20

o, [MPa)

Rys. 5 Powierzchnia graniczna dla sprz¢zonych stanéw wilasnych

T,[MPal

Rys. 6 Powierzchnia graniczna dla poszczegdlnych stanéw wiasnych
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Rys. 7 Powierzchnia graniczna dla naprg¢zen gtéwnych

Rys. 8 Powierzchnia graniczna powstala w wyniku ztoZenia powierzchni pokazanych na
rysunkach 5-7

Poréwnanie powierzchni granicznych

Poréwnanie powierzchni granicznych dla sprzezonych stanéw wilasnych oraz dla
rozlacznych stanéw wlasnych mozliwe jest w przestrzeni stanéw wiasnych uwzgledniajac ptaski
stan naprezenia. W przestrzeni stanéw wtasnych energetyczne kryterium J. Rychlewskiego mozna
przedstawi¢ w postaci elipsoidy bedacej powierzchnia graniczna dla materialu o elementarnej
komoree prostopadlos$ciennej oraz szeSciennej. Natomiast energetyczne kryterium dla roztacznych
standbw wlasnych mozna przedstawi¢ w postaci powierzchni ptaskich odpowiadajacych kolejnym
warto$ciom energii granicznych (rys. 9). W przypadku materialu o elementarnej komoérce w postaci
pryzmy o podstawie szesciokata foremnego oraz trdjkata réwnobocznego energetyczne kryterium J.
Rychlewskiego w plaskim stanie naprgzenia mozna przedstawi¢ w postaci elipsy a energetyczne
kryterium dla roztacznych stanéw wiasnych mozna przedstawi¢ w postaci prostych
odpowiadajacych kolejnym warto$ciom energii granicznych (rys. 10).



Rys. 9 Poréwnanie powierzchni granicznych w przestrzeni stanéw wilasnych dla komoérki
prostopadloscienne;j

o, |MPa)

—0.41 U{H [ﬂ!Pa] 0.41

Rys. 10 Poréwnanie powierzchni granicznych w przestrzeni stanéw wlasnych dla komérki w
postaci pryzmy o podstawie szesciokata foremnego

Numeryczna analiza deformacji struktur komérkowych

W celu weryfikacji otrzymanych teoretycznych warto$ci naprezen granicznych dla
omawianych elementarnych komoérek zostata przeprowadzona w programie Robot Millennium v.
17.0 numeryczna analiza deformacji struktur komérkowych. Rozwazania zostaty przeprowadzone
realizujac ptaski stan naprgzenia poprzez rozciaganie osiowe w plaszczyznie podstawy elementarnej
komorki. Poniewaz wzory analityczne naprgzen granicznych sa uniwersalne jako material rodzimy
przyjeto stal.

Dla komérki prostopadiosciennej (rys. 1) warto$¢ naprezenia granicznego w ptaszczyznie
podstawy (x,y) przedstawia zaleznos¢:

o =H2(4L_ ,I’-8L._,I’sin” @ +4 L., I’sin*a +4sin* a L], I’ +
. . A
+sinfa h* L, L A’ —sin*a i’ I} , ., A*)* R, I?]/[—4L§_4 I’ +
* e ®)
8L, I’sin®a —4L , I’sin*a—4sin* o} , I’ —sin’a i’ ] , 5, A®+
t+sin‘a i’ L, L, A°]
gdzie o jest dowolnym kierunkiem obcigzenia.
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Przyjmujac o i « :% (rozciagnigcie wzdluz osi y) dla dowolnego materialu (wzdr jest

uniwersalny) w zadnym precie struktury nie jest przekroczona granica plastyczno$ci R, elementu

belkowego, dla stali E =205GPa, G =80.8GPa, R, =215MPa, gerrosramiRobot — 510.83 MPa .

Btad rozwiazania jest réwny 1.9 %.
Podobna zalezno$¢ wyrazajaca warto$¢ naprezenia granicznego w plaszczyznie podstawy
(x,y) wyprowadzono dla komérki sze$ciennej:

e

o =+ ‘L )
\/1012 +27 I sin* a+3sin® a h* I? A*> =3sin* a h*[* A> =27 *sin® «

gdzie ¢ jest dowolnym kierunkiem obciazenia.
Przyjmujac o* i 0{2% (rozciagnigcie wzdluz osi y) dla dowolnego materialu (wzdr jest

uniwersalny) w zadnym precie struktury nie jest przekroczona granica plastycznosci R, elementu

belkowego, dla stali E =205GPa, G =80.8GPa, R, =215MPa, o*"*" """ =201 MPa .

Btad rozwiazania jest réwny 6.9 %.
Dla komoérki w postaci pryzmy o podstawie szeSciokata foremnego (rys. 2) wartosé
naprezenia granicznego w plaszczyznie podstawy (X,y) przedstawia zalezno$¢:

o 2Ny P+ 4, 1) Ay B 4 Y
ﬂ’[[] ¢§I; +/11 @f”
Przyjmujac o*" (rozciagnigcie wzdluz osi y) dla dowolnego materiatu (wzdr jest uniwersalny)
naprezenia w pretach struktury sa w przyblizeniu rowne granicy plastyczno$ci R, elementu
belkowego, dla stali E=205GPa, G =80.8GPa, R,=215MPa, gerrosramiRobot — 230 90 MPa .

Btad rozwiazania jest réwny 7.3 % na niekorzy$¢ materiatu.
Podobnie dla komérki w postaci pryzmy o podstawie trdjkata réwnobocznego wartoscé
naprezenia granicznego w plaszczyznie podstawy (X,y) przedstawia zalezno$¢:

(10)

0¥ =4[2((350671° =72 1> h> A>3 +981 12 h*> A> +576 LI h A3 +
1/2 R 2 2712 2
7848 L1 h A)(6457 —384+/3)) TA—1/[35067 I + 72 1 i A 3+ (11)

+98112 h* A> +576 L1 h ANJ3+7848 L1 h A]

Przyjmujac o*" (rozciagnigcie wzdtuz osi x) dla dowolnego materiatu (wzor jest uniwersalny) w
zadnym precie struktury nie jest przekroczona granica plastycznosci R, elementu belkowego,

dla stali E =205GPa, G =80.8GPa, R, =215MPa, o """ =191.11MPa .
Btad rozwiazania jest réwny 2 %.

Podsumowanie

W celu okres$lenia, ktére z dwoch omawianych energetycznych kryteriow daje poprawne
rozwiazanie, przeprowadzono test numeryczny polegajacy na zadaniu jednoosiowego obciazenia

pod katem od 0°do 90° w ptaszczyznie podstawy elementarnej komérki.
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Analizujac powierzchnie graniczne odpowiadajace omawianym kryteriom energetycznym widac, ze
sa one zbiezne w kolejnych stanach wiasnych. Ze wstepnie wykonanych obliczen dla materiatu o
elementarnej komoérce szeSciennej mozna zauwazy¢, ze dla zadanego obciazenia pod katem od

0°do 90° w ptaszczyznie podstawy tej komorki kryteria te daja podobne rozwiazania. Przyjmujac
we wzorze (9) kat « =% oraz stal o parametrach E =205GPa, G =80.8GPa, R, =215MPa, jako

materiat elementu belkowego warto$¢ naprezenia w materiale komérkowym uwzgledniajac,
kryterium J. Rychlewskiego jest réwna o“”""*** =192.05 MPa , natomiast warto$¢ naprezenia
w materiale komérkowym uwzgledniajac kryterium dla roztacznych stanéw wiasnych jest réwna
oerresramdobt =192 76 MPa .

Wigksze rdznice wystapia w zlozonych stanach naprezenia, dla ktérych nalezy wykonaé
odpowiednie obliczenia numeryczne.
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